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Аннотация. Исследуется возможность использования адаптивных методов для моделирования процессов, происхо-
дящих при электрических пробоях в газах. Численное моделирование выполнялось для разряда в гелии при атмо-
сферном давлении между игольчатыми электродами. Физическая модель сопровождающих пробой процессов строи-
лась на базе самосогласованной системы уравнений непрерывности для потоков заряженных частиц (электронов и 
положительных ионов) и уравнения Пуассона для электрического потенциала. Резкая неоднородность плазмы в об-
ласти стримеров потребовала использования при моделировании адаптивных алгоритмов построения вычислитель-
ных сеток. Дано описание метода адаптивного построения сетки и обоснование его эффективности для решения 
резко нестационарных задач пробоя газа при атмосферном давлении. Численное моделирование процессов осущест-
влялось в расширенном варианте свободно распространяемого пакета Gerris. Первоначально ориентированный на 
решение нелинейных задач динамики жидкостей пакет оказался пригодным для моделирования процессов в неста-
ционарной плазме, описание которых строится на базе уравнений непрерывности. Использование адаптивных сеток 
позволило получить адекватную численную модель развития пробоя в системе игольчатых электродов. Динамика 
пробоя проиллюстрирована контурными графиками распределения концентраций электронов и напряженности элек-
трического поля, полученными в ходе решения. Показан и проанализирован механизм пробоя с образованием поло-
жительного и анодонаправленного отрицательного стримеров. Показано соответствие между адаптивным построе-
нием вычислительной сетки и образующимися в ходе решения градиентами параметров плазмы. Результаты работы 
могут быть взяты за основу при проведении полномасштабных численных экспериментов по пробою газового про-
межутка. 
Ключевые слова: моделирование плазмы, пробой газа, адаптивные методы, стримеры, импульсный разряд. 
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Abstract. The paper deals with the processes occurring during electrical breakdown in gases as well as numerical simulation 
of these processes using adaptive mesh refinement methods. Discharge between needle electrodes in helium at atmospheric 
pressure is selected for the test simulation. Physical model of the accompanying breakdown processes is based on self-
consistent system of continuity equations for streams of charged particles (electrons and positive ions) and Poisson equation 
for electric potential. Sharp plasma heterogeneity in the area of streamers requires the usage of adaptive algorithms for 
constructing of computational grids for modeling. The method for grid adaptive construction together with justification of its 
effectiveness for significantly unsteady gas breakdown simulation at atmospheric pressure is described. Upgraded version of 
Gerris package is used for numerical simulation of electrical gas breakdown. Software package, originally focused on 
solution of nonlinear problems in fluid dynamics, appears to be suitable for processes modeling in non-stationary plasma 
described by continuity equations. The usage of adaptive grids makes it possible to get an adequate numerical model for the 
breakdown development in the system of needle electrodes. Breakdown dynamics is illustrated by contour plots of electron 
densities and electric field intensity obtained in the course of solving. Breakdown mechanism of positive and negative 
(orientated to anode) streamers formation is demonstrated and analyzed. Correspondence between adaptive building of 
computational grid and generated plasma gradients is shown. Obtained results can be used as a basis for full-scale numerical 
experiments on electric breakdown in gases.  
Keywords: plasma modeling, gas breakdown, adaptive methods, streamers, pulsed discharge. 

 

Введение 
 

Методы численного моделирования играют важную роль при описании низкотемпературной плаз-
мы и явлений переноса в газах, так как сложность и разнообразие происходящих в них процессов не по-
зволяют получить их всестороннего описания обычными экспериментальными и теоретическими мето-
дами [1–4]. Так, например, в случае тлеющего разряда в воздушной смеси при пониженных давлениях 
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различия между результатами численных расчетов простейших электронных характеристик и данными 
эксперимента могут различаться более чем в 2–3 раза [5]. При подходе к решению задач физики плазмы 
зачастую критическим является вопрос выбора способов расчета. Так, в классическом тлеющем разряде 
низкого давления изменение физических величин происходит на различных пространственных масшта-
бах. Характеристики большей части плазмы меняются на расстояниях порядка L длины разрядного про-
межутка. Исключение составляют слои пространственного заряда, примерное местоположение которых в 
рассматриваемой системе нетрудно указать заранее. При численном моделировании тлеющих разрядов 
зачастую используется метод конечных элементов. Шаг разрешения вычислительной сетки должен быть 
малым в областях основных неоднородностей (слоев и т.д.) и большим в области плазмы. Наличие пред-
варительных данных о структуре разряда позволяет сильно сэкономить время расчета. 

Разряды атмосферного давления характеризуются стримерами, нитями, искрами и другими дина-
мически развивающимися пространственными структурами, характеризующимися резкими пространст-
венными градиентами и быстро протекающими плазмохимическими процессами. Обычно стримеры и 
искры развиваются в сильно неоднородных электрических полях около заостренных электродов. Они 
распространяются в виде узких каналов с плотностью плазмы в них, варьирующейся в диапазоне концен-
траций частиц 1019–1021 м–3. Электрическое поле из-за высокой проводимости плазмы принимает боль-
шие значения в области головки стримера, где сильная ионизация электронными столкновениями приво-
дит к его дальнейшему развитию. По своей природе стример является примером сильно неоднородной, 
неравновесной, нестабильной плазмы, требующей многоуровневого анализа. 

Основой описания явления пробоя газового промежутка является классическая теория Таунсенда, 
берущая за основу лавинный механизм образования электронов в результате прямой ионизации. Когда 
напряженность электрического поля такова, что позволяет электрону на длине свободного пробега на-
брать энергию, достаточную для последующей ионизации, происходит пробой, выражающийся в резком 
экспоненциальном росте концентрации электронов и плотности тока. Следствием этого является закон 
Пашена, выражающий зависимость пробойного напряжения от произведения давления на длину меж-
электродного промежутка и согласующийся с соответственными экспериментально полученными кри-
выми Пашена. В случае, когда источником вторичных электронов является электронная эмиссия ионами с 
поверхности катода, реализуется таунсендовский или диффузионный пробой, критерием которого явля-
ется выражение  

γሺ݁஑ௗ െ 1ሻ ൌ 1, 
где γ – коэффициент вторичной электронной эмиссии; α – ионизационный коэффициент Таунсенда;  
d – межэлектродное расстояние. 

Когда число электронов в лавине достаточно велико, в ней происходит разделение заряда, экрани-
рующее внешнее поле, и образуется стример, движущийся со скоростью, превышающей скорость дрейфа 
электронов. Источником вторичных электронов являются фотоионизация, выталкивание электронов на 
фронте головной части лавины и убегание быстрых электронов. Критерий лавинно-стримерного перехода 
весьма условен и основывается на экранировке внешнего поля. Ситуация еще больше усложняется в слу-
чае импульсных разрядов ввиду их разнообразия. Возможность применения законов подобия для иссле-
дования импульсных разрядов обсуждается в [6]. Особое значение при этом приобретает пространствен-
ное распределение заряженных частиц и потенциала в различные моменты времени. Стримерный пробой 
реализуется при высоких давлениях, когда концентрации заряженных частиц велики. Однако в случае 
малых межэлектродных промежутков лавинно-стримерный переход может не осуществиться. Как из-
вестно, напряжение пробоя межэлектродного промежутка описывается кривыми Пашена, дающими зави-
симость его значения от параметра pd – произведения давления на расстояние между электродами 
(рис. 1). 

В районе минимума кривой Пашена осуществляется стабильное горение тлеющего разряда. При 
атмосферных давлениях в гелии это будет соответствовать расстояниям между электродами порядка 
400 мкм. А так как механизм пробоя тлеющего разряда является лавинным по своей природе, то в этих 
условиях представляется возможным выявить и исследовать лавинно-стримерный переход. Из-за малых 
межэлектродных расстояний экспериментальное исследование динамики пробоя в таких системах за-
труднено и может дать лишь ограниченную информацию. 

Целью настоящей работы является исследование динамики пробоя в гелии при атмосферном дав-
лении с использованием численных методов. Пробой рассматривался в системе игольчатых электродов с 
малым межэлектродным расстоянием. В связи с тем, что геометрия исследуемого разрядного промежутка 
и сама газоразрядная среда в области существования движущегося в пространстве стримера оказываются 
сильно неоднородными, корректное численное моделирование изучаемых плазменных процессов требует 
развития специальных методов, обеспечивающих необходимую точность расчетов, с одной стороны, и 
разумную экономию вычислительных ресурсов – с другой. 
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Рис. 1. Вид кривых Пашена для различных газов 
 

Описание задачи моделирования пробоя с использованием гидродинамической модели плазмы 
 

В ходе работы было проведено численное моделирование импульсного пробоя в гелии при атмо-
сферном давлении в системе электродов «игла–игла» с использованием гидродинамической модели, ши-
роко использующейся при описании процессов в плазме стационарных разрядов [7–13]. Она состоит из 
уравнений баланса электронов и ионов и уравнения Пуассона на электростатический потенциал: 

ە
۔

ۓ
∆φ ൌ 4π݁ሺ݊௘ െ ݊௜ሻ

డ௡೐
డ௧
െ ሺμ௘݊௘׏ ۳ ൅ ௘ሻ݊׏௘ܦ ൌ ܫ െ ܴ

డ௡೔
డ௧
൅ ሺμ௜݊௜׏ ۳ െ ௜ሻ݊׏௜ܦ ൌ ܫ െ ܴ

 , 

где ܫ – источник заряженных частиц за счет прямой ионизации; R – гибель заряженных частиц в результа-
те объемной рекомбинации; ݊௘ – концентрация электронов; ݊௜ – концентрация ионов; φ – потенциал;  
۳, –	напряженность электрического поля, равная	градиенту	потенциала െ -подвижность элек	–	φ; μ௘׏
тронов , определенная	как	

௤೐
௠೐ఔ೘

 ௠ – частота столкновенийߥ ,௘ – заряд электрона, ݉௘ – масса электронаݍ) 

электронов с атомами газа, равная 6,1·109(с·торр)–1·P, P – давление газа в торрах); 	ܦ௘	–	коэффициент 
диффузии электронов, определяемый через соотношение Эйнштейна как μ௘݇Б ௘ܶ, где 
постоянная	Больцмана	݇Б	равна 8,62·10−5 эВ·К–1,	 ௘ܶ – температура электронов, взятая равной 3 эВ. Ана-
логично, подвижность ионов μ௜ и коэффициент диффузии ионов ܦ௘ определялись	как	

௤೔
ெ೔ఔ೘

 (Mi – масса 

иона гелия) и 	μ௜݇Б ௜ܶ соответственно ( ௜ܶ = 0,025 эВ – температура ионов, равная температуре газа). 
Задача решалась в осесимметричной постановке. Геометрия задачи представлена на рис. 2: рас-

сматривается система игольчатых электродов, находящихся друг от друга на расстоянии 600 мкм. Пробой 
в системе осуществлялся при подаче короткого (около 40 нс) импульса напряжения, вид которого пред-
ставлен на рис. 3. Ввиду этого главную роль в динамике пробоя играли быстропротекающие процессы 
прямой ионизации гелия, скорость которой задавалась при помощи коэффициента ионизации Таунсенда 
α [11] в зависимости от локального значения напряженности электрического поля: 

exp
BP

I n n A
E 

     
 

,  

где A = 3 (см·торр)–1, B = 34 В/(см·торр); P – давление, равное атмосферному; E – абсолютная величина 
напряженности электрического поля [12]. Рекомбинационные процессы в этих условиях вступают в силу 
только при больших концентрациях заряженных частиц. Скорость этих процессов описывалась в 
пороговом приближении: 

ܴ ൌ ൜
0, ݊௘ ൏ 10ଵସсмିଷ

10ଵ଴݊௘, ݊௘ ൐ 10ଵସ	смିଷ
 . 

В качестве граничных условий на открытых границах использовались условия Неймана на концен-
трации частиц и потенциал. Правый электрод заземлен, на левый подавался импульс напряжения дли-
тельностью 40 нс (рис. 3). Условия на потоки ионов и электронов задавались в соответствии с [13]. Дан-
ная модель реализована в плазменном модуле программного пакета Gerris, анализ возможностей которого 
и сопоставление с другими пакетами моделирования плазмы проведено в [14]. 

Произведение давления на межэлектродное расстояние, торр·см 
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Рис. 2. Геометрия и изначальная сетка: 1, 2, 3 – открытые границы; 4 – ось симметрии; 5, 6 – электроды 
 

 
 

Рис. 3. Профиль импульса напряжения 
 

Особенности численного моделирования неоднородной плазмы в условиях электрического пробоя 
 

Использование метода конечных элементов с фиксированной вычислительной сеткой является не-
целесообразным, так как простые оценки пространственных и временных масштабов изменения физиче-
ских величин в стримерах [11, 15] показывают, что при рассмотрении развития стримера в атмосферном 
воздухе на расстоянии 1 см потребовало бы вычислительной сетки, состоящей из 109 ячеек. 

При моделировании явлений газового пробоя представляется целесообразным применение метода 
конечных элементов с использованием адаптивных алгоритмов построения вычислительной сетки [16]. 
Такой подход позволяет автоматически генерировать вычислительную сетку с минимальным вмешатель-
ством со стороны пользователя и динамически подстраивать ее под электростатический потенциал и по-
токи заряженных частиц. Первоначально адаптивные методы построения вычислительных сеток разраба-
тывались для решения резко нестационарных задач гидродинамики и аэродинамики с решением уравне-
ний Эйлера или Навье–Стокса. Гидродинамическое описание потоков заряженных частиц в плазме по-
зволило распространить эти методы на задачи низкотемпературной плазмы и газовых разрядов. 

Суть метода заключается в следующем. Вся вычислительная область представляет собой ячейку 
нулевого уровня (квадрат), которая затем может улучшаться разбиением на 4 ячейки первого уровня и 
т.д., образуя древовидную структуру с корнями и листьями. Разбиение ячеек производится в зависимости 
от получающихся в ходе решения градиентов физических величин, которые определяются как разность 
их значений в соседних ячейках. Затем локальные значения этих градиентов используются для подсчета 
коэффициента адаптации α. Затем, если его значение превышает 1, то обе соседние ячейки разбиваются 
на 4. В случае, когда значение α лежит в диапазоне от ¼ до 1, то ячейки остаются неизменными. Если же 
значение α меньше ¼ для всех ячеек, имеющих общий корень, то ячейки объединяются в одну. Размеры 
соседних ячеек могут отличаться максимум в два раза, что обеспечивает плавные градиенты, значительно 
упрощает процедуру интерполяции и ускоряет расчеты. Отметим, что выбор вида зависимости коэффи-
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циента адаптации от градиентов искомых величин зависит от пользователя и зачастую является ключе-
вым фактором, влияющим на точность и скорость решения. 

На рис. 4 представлен пример построения адаптивной сетки и направление расчета градиентов. 
Вычисление неизвестных величин происходит исключительно в листьях древовидной структуры уров-
ней. 

 

Рис. 4. Пример адаптивного построения вычислительной сетки: направление расчета градиентов величин 
при вычислении коэффициента адаптации (a); древовидная структура уровней и направление движения 

по сетке при проведении вычислений (б) 
 

Адаптация вычислительной сетки во время решения происходила в зависимости от параметра α 
[12], заданного как 
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Каждая отдельная ячейка проходила процедуру улучшения тогда, когда градиент α превосходил 
фиксированное значение ׏α ൐ 1 в этой ячейке. Загрубление сетки происходило при значениях ׏α ൏ 1/4	в 
этой ячейке. Отметим, что данный вид зависимости коэффициента адаптации от параметров плазмы был 
получен авторами [12] в ходе многочисленных пробных расчетов. 
 

Результаты и анализ 
 

В ходе моделирования была получена детальная динамика пробоя, начавшемся при напряжениях 
порядка 1,5 кВ. 

На рис. 5 представлены напряженности электрического поля и вычислительные сетки в разные 
моменты пробоя. Конфигурация сетки изменялась в соответствии с вышеописанным алгоритмом и обес-
печивала требуемую точность вычислений. 

На рис. 6 представлено пространственное распределение концентрации электронов в разные мо-
менты пробоя в разрядном объеме и на оси симметрии. Как видно, пробой имеет стримерный характер, 
динамика которого может быть описана следующим образом. В предпробойной стадии процессы иониза-
ции преобладают в областях у электродов с наибольшим значением напряженности поля. Дрейф электро-
нов от катода к аноду объясняет образование локального максимума концентрации электронов и малые 
значения у анода. В начале пробоя у анода образуется слой положительного заряда, который постепенно 
смещается к катоду за счет дрейфа ионов и диффузии электронов, образуя положительный стример, эк-
ранирующий внешнее поле. Разбиение в области около катода становится меньше для лучшего расчета 
образующегося градиента напряженности электрического поля. Экранирование поля стримером, в свою 
очередь, приводит к увеличению напряженности поля у катода, интенсификации дрейфа электронов и 
образованию анодонаправленного стримера. Слияние двух стримеров (рис. 5, г) приводит к образованию 
локального максимума концентрации электронов. Адаптация сетки в левой части модели происходит в 
соответствии с образующимися градиентами концентраций в слое у катода и на границе анодонаправ-
ленного стримера. 
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Рис. 5. Контурные графики распределения напряженности электрического поля и изменение  
вычислительной сетки в процессе пробоя в моменты времени: 7,8 нс (а); 

 9 нс (б); 9,4 нс (в); 9,8 нс (г) 
 

 
Рис. 6. Распределение концентрации электронов в моменты пробоя: 7,4 нс (а); 9 нс (б); 9,4 нс (в); 9,8 нс (г)  
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Заключение 
 

Проведены расчеты динамики пробоя в гелии при атмосферном давлении с использованием адап-
тивных алгоритмов. Продемонстрирован в действии процесс адаптации сетки под градиенты получаю-
щихся в ходе решения параметров плазмы – напряженности электрического поля и концентрации заря-
женных частиц. Показано формирование и распространение стримеров  в процессе пробоя. Относитель-
но простая система уравнений позволила описать процесс пробоя и формирование стримера. Динамика 
пробоя представляла собой образование катодо- и анодонаправленных стримеров, движущихся навстречу 
друг другу, с характерным экранированием поля пространственным зарядом, образующимся в головках 
стримеров. Следует отметить, что полученная динамика пробоя в системе не учитывала процессы фото-
ионизации, которые зачастую считаются основными в формировании стримеров. 

Результаты моделирования могут являться основой для дальнейшего исследования явлений элек-
трического пробоя путем учета сложных плазмохимических процессов в многокомпонентных газах. 
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