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Аннотация. Рассмотрена задача формирования количественной оценки транспортного запаздывания линейных не-
прерывных систем. Основной результат получен с помощью фундаментальной матрицы решения системы линейных 
дифференциальных уравнений, заданной в нормальной форме Коши, для случая, как одномерных систем, так и для 
систем типа «многомерный вход-многомерный выход». Особенное свойство фундаментальной матрицы состоит в 
том, что весовая функция системы может быть сформирована как свободная составляющая движения этой системы, 
порождаемая вектором начального состояния, совпадающим с матрицей–столбцом входа исследуемой системы. Та-
ким образом, использование свойств фундаментальной матрицы решения системы позволило решить задачу оценки 
транспортного запаздывания линейной непрерывной системы без использования помехонезащищенной в аппаратной 
среде операции дифференцирования и без формирования экзогенного воздействия. Полученные результаты апроби-
рованы на примере задачи оценки транспортного запаздывания системы, представляющей собой последовательное 
соединение апериодических звеньев первого порядка с одинаковыми постоянными времени. Результаты моделирова-
ния подтвердили справедливость полученных математических выкладок. Знание транспортного запаздывания может 
быть использовано при настройке многоагрегатных технологических комплексов и при диагностике их возможного 
функционального вырождения при эксплуатации. 
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Abstract. The paper deals with the problem of quantitative estimation for transport delay of linear continuous systems. The 
main result is received by means of fundamental matrix of linear differential equations solutions specified in the normal 
Cauchy form for the cases of SISO and MIMO systems. Fundamental matrix has the dual property. It means that the weight 
function of the system can be formed as a free motion of systems. Last one is generated by the vector of initial system 
conditions, which coincides with the matrix input of the system being researched. Thus, using the properties of the system-
solving for fundamental matrix has given the possibility to solve the problem of estimating transport linear continuous system 
delay without the use of derivation procedure in hardware environment and without formation of exogenous Dirac delta 
function. The paper is illustrated by examples. The obtained results make it possible to solve the problem of modeling the 
pure delay links using consecutive chain of aperiodic links of the first order with the equal time constants. Modeling results 
have proved the correctness of obtained computations. Knowledge of transport delay can be used when configuring multi-
component technological complexes and in the diagnosis of their possible functional degeneration. 
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Введение 
 

Проблема, вынесенная в заголовок работы, порождена необходимостью возрождения такой дина-
мической характеристики линейной непрерывной системы, передаточная функция (ПФ) которой не име-
ет нулей, как транспортное запаздывание, которое широко использовалось для сравнения свойств дина-
мических систем в период становления теории автоматического управления в 50–60-е годы прошлого 
столетия как самостоятельной науки [1]. Со временем необходимость в этой характеристике у практиков 
теории управления отпала, они в оценках временных характеристик систем управления стали обходиться 
только показателями кривой переходного процесса. Тем не менее, транспортное запаздывание является 
весьма содержательной характеристикой, потому что она позволяет провести простую аналогию между 
каналами связи и системами управления. В идеальном случае наиболее удобной для измерения транспорт-
ного запаздывания является пара сигналов в виде дельта-функции на входе и весовой функции на выходе. 
Однако такую пару сигналов на практике реализовать невозможно. Причиной тому являются два обстоя-
тельства. Первое – невозможность реализации дельта-функции. Второе – невозможность инструментально-
го формирования весовой функции путем дифференцирования переходной характеристики системы. Си-
туация существенным образом изменилась, когда в теорию и практику систем автоматического управле-
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ния, начиная с 70-х годов прошлого столетия стал внедряться метод пространства состояний. Обнаружи-
лось, что фундаментальная матрица решения системы линейных дифференциальных уравнений [2, 3], за-
данных в нормальной форме Коши для описания линейной непрерывной системы управления, обладает 
свойством, состоящим в том, что весовая функция системы может быть сформирована как свободная со-
ставляющая движения этой системы, порождаемая вектором начального состояния, совпадающим с матри-
цей–столбцом входа исследуемой системы. Это свойство фундаментальной матрицы использовано автора-
ми для оценки транспортного запаздывания линейной непрерывной системы. Знание транспортного запаз-
дывания может быть использовано при настройке многоагрегатных технологических комплексов и при 
диагностике их возможного функционального вырождения при эксплуатации. 
 

Постановка задачи 
 

Рассмотрим непрерывную динамическую систему, описываемую системой линейных дифферен-
циальных уравнений в канонической форме Коши [3–11] 

( ) ( ) ( ), (0); ( ) ( ),t t t t t  x Fx Gg x y Cx   (1) 
где , ,x g y – соответственно векторные переменные состояния, экзогенного воздействия и выхода, обла-

дающие размерностями      dim ,dim dim ;n m  x g y  матрицы , , F G C соответственно состояния, 

входа и выхода размерностей      dim , dim , dim .n n n m m n     F G C Поставим задачу найти яв-

ное решение системы дифференциальных уравнений (1) в форме 
 ( ) (0), ( ), ; ( ) ( )t t t t t x x x g y Cx . (2) 

Если воспользоваться принципом суперпозиции, который справедлив для линейных представлений, 
коим является (1), то можно записать с в( ) ( ) ( )t t t x x x , где с ( )tx  – свободная составляющая движения, 

порожденная (0) 0x , так что  с с с( ) [ (0), 0, ], ( ) ( );t t t t t  x x x g y Сx  в ( )tx  – вынужденная состав-

ляющая движения, порожденная ( ) 0t g  так, что   в в в( ) ( ), 0 0, , ( ) ( )t t t t t .  x x g x y Cx  

Для вычисления решения (2) системы уравнений (1) сформулируем утверждение. 
Утверждение 1 (У.1). Общий вид явного решения (2) системы дифференциальных уравнений (1), 

записываемого в аддитивной форме, представим соотношениями 
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где 1 (( ) , ( , ) ( ) ( )t tt e t t e     F FΦ Φ Φ Φ .      ■ 
Доказательство утверждения можно найти в [3–11].  
Рассмотрим теперь вынужденное движение системы (1), порождаемое экзогенным воздействием 

вида дельта-функции Дирака [12]  
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Тогда в силу свойства  δ t  сворачивать интеграл [4, 13] в подынтегральное выражение соотно-

шения (3) примут вид 
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В соотношениях (4)  1, 1,V Vicol i n n    1 1 мерный вектор, составленный из единиц. 

Аддитивные представления (3), (4) явного решения системы (1) позволяют ввести в рассмотрения 
три динамические матрицы системы (1): 

1.   tt e FΦ  – фундаментальная матрица системы; 

2.        1, tt t e     FΦ Φ Φ  – переходная матрица системы,    ,0t tΦ Φ ; 

3.     tt t e  Fw CΦ G C G  – весовая матрица системы, составленная из  m m  скалярных весовых 

(импульсных переходных) функций    j j t
ji i iw t t e  FC Φ G C G  наблюдаемых на  j-м выходе при по-

даче скалярной δ- функции  на i -й вход. 
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Оценка транспортного запаздывания системы с помощью ее фундаментальной матрицы 
 

Теперь поставим задачу оценки транспортного запаздывания системы τd  с помощью ее фунда-

ментальной матрицы  tΦ . Решение задачи начнем с определения транспортного запаздывания в систе-

мах автоматического управления. Транспортным запаздыванием в системах автоматического управления  
[14–16] в отличие от «чистого» запаздывания [17–20] называется явление, заключающееся в том, что с 
началом изменения сигнала на входе системы в силу конечной скорости его распространения сигнал на 
выходе системы начинает проявляться только спустя некоторое время. При этом наилучшей парой сиг-
налов, по которым с наибольшей точностью может быть зафиксирована величина τd  транспортного за-

паздывания, является  сигнал вида δ -функции Дирака на входе и весовая функция (импульсная  пере-
ходная) на выходе. 

Очевидно, при оценке транспортного запаздывания τd  рассматривается конкретный скалярный се-

паратный канал системы (1), связывающий  j-й выход  jy t  с i-м входом  ig t . При этом на i-й вход дол-

жен подаваться сигнал вида скалярной δ -функции Дирака так, что    ig t t  , а на j-м выходе должен 

наблюдаться сигнал         , , 0 ; 0 0j i l l iy t g t t g t    x , который является откликом на δ -функцию 

Дирака, т.е. ее выходным образом. Локализация этого отклика на временной оси определяет транспортное 
запаздывание, идентифицируемое по размещению на ней первого экстремального значения отклика. 

Возникает первая проблема измерения транспортного запаздывания τd  описанным способом, ко-

торая состоит в том, что δ -функция является физически нереализуемой, но отклик на нее может быть 
вычислен с использованием фундаментальной матрицы системы (1). Действительно, если воспользовать-
ся представлением (4) применительно к j-му выходу при подаче на i-й вход скалярной δ -функции Дира-
ка, то становится справедливой запись 

 
 0 0

( ) 0 .j t j t j t
j i iy t e e e


  F F F

x
C x C G C G   (5) 

Представление (5) содержит доказательство следующего утверждения. 

Утверждение 2 (У.2). Отклик         , , 0 ; 0 0j i l l iy t g t t g t    x  на сигнал вида скалярная 

δ -функция Дирака, подаваемый на i-й вход системы (1) может быть сформирован  как свободное дви-
жение системы (1), наблюдаемое на ее j-м выходе, при условии, что начальное состояние системы задано 
в форме  0 ix G , что приводит к системе соотношений 

         , (0) , ( )j j j t
i j j i it t y t t y t t e      Fx Fx x G C x C Φ G C G . ■ 

Применим полученный результат к решению задачи оценки транспортного запаздывания τd  сис-

темы, представляющей собой последовательное соединение апериодических звеньев первого порядка 
[21] с одинаковыми постоянными времени так, что для ее ПФ «вход–выход» может быть записана це-
почка эквивалентных представлений 
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. (6) 

Векторно-матричное представление (1) системы с ПФ (6) будет характеризоваться матричными 
компонентами 
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Учитывая, что в аддитивном представлении (7) матрицы состояния системы аддитивные компо-
ненты оказываются мультипликативно коммутативными [6–9, 22], то становится справедливым пред-
ставление матричной экспоненты 
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Поставим задачу вычисления отклика в форме (5) системы типа «одномерный вход–одномерный 
выход» с ПФ (6) на входной сигнал типа δ -функции Дирака. Тогда с учетом (7) и (8) получим 

      1 1 !nt n ty t e t n e    FC G .  (9) 

Для оценки величины 
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  транспортного запаздывания продифферен-

цируем по времени отклик (9) системы на сигнал типа δ -функции Дирака, в результате чего для τd  

можно записать 
  

  
1

1
minarg 0 & 0 arg 1 0

n t

d

d t e n
t n t

dt

  
          
 

 

.  (10) 

Из выражения (10) следует, что в отдельно взятом апериодическом звене первого порядка транс-
портное запаздывание отсутствует, что можно установить, положив в (10) 1n  . 

Теперь оценим  величину отклика  (9) в точке dt t  для 1n   путем подстановки  (10) в (9), в ре-

зультате чего получим  

         1 11 1 !
n n

dy t n n e
      . 

В таблице приведены значения относительных величин отклика  dy t   и коэффициентов нор-

мализации нK  для значений 2; 3; 5; 10; 20; 40.n   
 

n  2 3 5 10 20 40 

 dy t   0,3679 0,2707 0,1954 0,1318 0,0911 0,0637 

нK   2,7181 3,6941 5,1177 7,5873 10,9769 15,6986 
 

Таблица. Значения относительных величин отклика системы и коэффициентов нормализации  
для различных значений n  

 

На рис. 1 приведены кривые откликов на экзогенное воздействие    g t t   систем с ПФ (6) для 

 11с 1сT     и значений 2; 3; 5; 10; 20; 40.n   Кривые четко подтверждают результат (10).  

На рис. 2 приведены кривые модифицированных откликов на экзогенное воздействие    g t t   

систем с ПФ (6) для  11с 1сT     и значений 2; 3; 5;10; 20; 40n  , построенные на основе кривых 

рис. 1 и значений коэффициентов нормализации нK , вычисляемые по данным таблицы. 

 
 

Рис. 1. Кривые откликов  y t  на экзогенное воздействие    g t t   систем с ПФ (6)  

для  11с 1сT     и значений 2; 3; 5;10; 20; 40n   
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Рис. 2. Кривые модифицированных откликов  y t  на    g t t   систем с ПФ (6) для  11с 1сT      

и значений 2; 3; 5;10; 20; 40n   
 

Для полноты картины на рис. 3 приведены кривые откликов на экзогенное единичное воздействие 

   1g t t  тех же систем с ПФ (6) для  11с 1сT     и значений 2; 3; 5; 10; 20; 40.n   

 
 

Рис. 3. Кривые откликов  y t  на экзогенное единичное воздействие    1g t t  тех же систем с ПФ (6) 

для  11с 1сT     и значений 2; 3; 5;10; 20; 40n   
 

Из сравнения кривых рис. 1 и кривых рис. 3 хорошо видно, что весовые функции систем, как от-
клики на экзогенное воздействие    g t t  , и переходные функции систем, как отклики на экзогенное 

единичное воздействие    1g t t , связаны отношением дифференцирования по времени. Заметим, что 

использование свойств фундаментальной матрицы позволило решить поставленную задачу без исполь-
зования помехонезащищенной в аппаратной среде операции дифференцирования и без формирования 
экзогенного воздействия    g t t  . 

Следует сказать, что совместное использование кривых рис. 1, 3, если их дополнить аналитиче-
ским выражением (10), позволяет достаточно элегантно решать задачу моделирования звеньев чистого 
запаздывания с помощью последовательной цепочки апериодических звеньев первого порядка. При этом 
задача оказывается двухпараметрической с параметрами n  – их числа и T – их постоянной времени. 
 

Заключение 
 

Фундаментальная матрица линейной непрерывной системы обнаружила свои дополнительные со-
держательные свойства, позволившие решить задачу формирования количественной оценки транспорт-
ного запаздывания системы «одномерный вход–одномерный выход». Перенос этих возможностей на 
системы «многомерный вход–многомерный выход» применительно к сепаратным скалярным каналам 
позволит предупреждать развитие такого системного свойства как вырождения [23] систем «многомер-
ный вход–многомерный выход», опираясь на достаточно простой системный показатель. 
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