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Аннотация. Рассматривается регулярное и маховское (нерегулярное) отражение косого скачка уплотнения от стенки. 
Описаны критерии перехода от регулярного отражения к нерегулярному – критерий фон Неймана и критерий ста-
ционарной маховской конфигурации. Построены графики зависимостей особых интенсивностей падающего скачка, 
соответствующих двум критериями перехода от регулярного отражения к нерегулярному. Продемонстрирована об-
ласть неоднозначности решения, в которой условиями динамической совместности не запрещается и регулярное, и 
маховское отражение. Описаны области, в которых переход от одного типа отражения к другому возможен только 
скачком, а также области возможного плавного перехода. Построены графики зависимости величины скачкообразно-
го изменения интенсивности отраженного разрыва от интенсивности падающего скачка. Представлены зависимости 
интенсивности отраженного разрыва от интенсивности падающего на стенку скачка для всех типов отражений. 
Ключевые слова: ударная волна, скачок уплотнения, маховское отражение, критерий фон Неймана, парадокс Ней-
мана. 
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Abstract. Regular and Mach (irregular) reflection of an oblique shock wave from the wall is considered. Criteria for the 
transition from regular to irregular reflection are described: von Neumann criterion and the criterion for fixed Mach 
configuration. Specific incident shock wave intensities corresponding to the two criteria for the transition from regular to 
irregular reflection were plotted. The area of ambiguity solutions was demonstrated in which both regular and Mach 
reflection is not prohibited by the conditions of dynamic compatibility. Areas in which the transition from one type of 
reflection to another is possible only by a shock wave were described, as well as areas of a possible smooth transition. 
Dependence of the magnitude of this abrupt change in reflected discontinuity intensity from the intensity of the incident 
shock wave was plotted. Intensity dependences of the reflected discontinuity from the intensity of the shock wave incident on 
the wall for all types of reflections were shown. 
Keywords: shock wave, Mach reflection, Neumann criterion, Neumann paradox. 

 

Введение 
 

Цель работы – представить основные сведения о задаче отражения косого скачка уплотнения от 
стенки, а также выполнить параметрическое исследование интенсивности приходящих и исходящих раз-
рывов для различных возможных вариантов отражений. Рассматривается регулярное и нерегулярное 
(маховское) отражение. 

В XXI веке широко развернулись работы по летательным аппаратам со сверхзвуковой скоростью 
полета, причем исследовался диапазон чисел Маха М = 1,3–1,6 для пилотируемых самолетов военного 
назначения, а также М = 3–4,5 для ракет с прямоточным воздушно-реактивным двигателем. Выявилось, 
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что ударно-волновые структуры в воздухозаборниках на этих режимах ведутся себя нестандартно. При 
больших числах Маха существует гистерезис, т.е. при одном и том же числе Маха потока наблюдаются 
две различные ударно-волновые структуры. При небольших числах Маха возникают так называемые 
нерегулярные формы отражения скачков от стенок, которые в соответствии с теорией на этих режимах 
существовать не могут. Это вызвало новую волну исследований в области взаимодействия ударных волн 
между собой и разных форм их отражения от стенки. Наибольший вклад внесли сотрудники Института 
теоретической и прикладной механики им. С.А. Христиановича Сибирского отделения Российской ака-
демии наук М. Иванов, Д. Хотяновский, А. Кудрявцев, М. Фомин, а также другие исследователи – Бен-
Дор, Е. Васильев, Л. Гвоздева [1–6]. Современное состояние вопроса подробно освещено в монографии 
Бен-Дора [7]. 

Впервые задача отражения ударной волны (для нестационарного случая) рассмотрена в работах 
Э. Маха [8] и фон Неймана [9]. Они описали два вида отражения ударной волны от наклонной поверхно-
сти (рис. 1): 
 регулярное отражение (РО), которое состоит из двух ударных волн – приходящей волны, падающей 

на твердую поверхность, и отраженной, исходящей из точки падения (рис. 1, a); 
 нерегулярное отражение, которое состоит из трех ударных волн – падающей, отраженной и главной, 

имеющих общую тройную точку (рис. 1, б). Такой вид отражения носит название маховского (МО), а 
соответствующая конфигурация, если она не содержит других нормальных разрывов, – тройной кон-
фигурации (ТК) ударных волн. 

 

                             
а б 

                            

 в г 

Рис. 1. Регулярное (a) и нерегулярное (б) отражение косого скачка σ1 от стенки. Показаны поляры, соот-

ветствующие регулярному отражению (в); поляры, соответствующие нерегулярному отражению (г).  

1 – параметры приходящего скачка (Λ1, β1), 2 – параметры отраженного скачка (Λ2, β2),  
3 – параметры ножки Маха  σ3 (Λ3, β3) 

 

На рис. 1 β1 – угол разворота потока на приходящем скачке; β2 – угол разворота потока на отра-
женном скачке; Λ – логарифм интенсивности приходящего скачка (отношение статического давления за 
скачком к давлению до него); σ1 – приходящий скачок, σ2 – отраженный скачок и ножка Маха σ3 (глав-
ный скачок) соответственно. Стрелками показано направление скачка (правый или левый). 

В описании ТК фон Нейман предположил, что из тройной точки исходит тангенциальный разрыв 
(поверхность скольжения  ), разделяющий потоки за отраженной σ2 и за главной σ3 ударными волнами 
(рис. 1, б). 
 

Модель регулярного и нерегулярного отражения скачка от стенки или плоскости симметрии 
 

Теоретический метод анализа ударных поляр, предложенный в 1956 г. Кавамура и Саито [10], был 
применен к анализу нерегулярного отражения. 

В случае отражения скачка от стенки на плоскости поляр приходящему косому скачку соответст-
вует точка 1 на основной поляре (рис. 1, в, г), построенной по числу Маха М1 невозмущенного течения. 

При регулярном отражении (рис. 1, в) поляра, выпущенная из точки 1, соответствующая числу 
Маха М2 за скачком 1, пересекает вертикальную координатную ось в точке 2, которая соответствует от-
раженному скачку 2. При этом суммарный угол разворота потока β = β1–β2 = 0. Суммарная степень сжа-
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тия потока двумя скачками на плоскости поляр lnJ1,2=Λ2=Λ1+(Λ2–Λ1), где Λ1 – натуральный логарифм 
интенсивности падающего скачка σ1, а (Λ2–Λ1) – натуральный логарифм интенсивности отраженного 
скачка σ2. 

Число Маха М2 за первым скачком с интенсивностью J определяется уравнением [11]  

  2
1

2

1 1M E J
M

EJ

  
 , 

где E – ударная адиабата Рэнкина–Гюгонио,  
1 J

E
J

 


 
, 

а ε = (γ–1)/(γ+1), γ – показатель адиабаты. 
Фон Нейман сформулировал «критерий отсоединения» (criterion detaching), в соответствии с кото-

рым переход от регулярного отражения к маховскому происходит в момент, когда вторичная поляра ка-
сается оси ординат (рис. 2, а, г). В его честь данный критерий называется критерием фон Неймана. 

 

 а б в г д 

Рис. 2. Переход от регулярного отражения к маховскому: переход в соответствии с критерием  
фон Неймана при больших числах Маха (а); переход в соответствии с критерием стационарной маховской 
конфигурации (б); случай особого числа Маха М = М0R, при котором оба критерия совпадают (в); переход  
в соответствии с критерием фон Неймана при небольших числах Маха (г); предельное число Маха М = МT, 

ограничивающее область существования тройных конфигураций ударных волн (д). ɅR  – особая  
интенсивность приходящего скачка, при которой происходит переход к МО в соответствии с критерием 

фон Неймана; Ʌ0 – особая интенсивность приходящего скачка, при которой происходит переход  
к МО в соответствии с критерием стационарной маховской конфигурации;  Ʌ0R = ɅR = Ʌ0  – особая  

интенсивность при М = М0R 
 

При заданном числе Маха касанию поляры оси ординат соответствует интенсивность скачка 1, 
равная JR [12], которая определяется из решения следующего уравнения: 
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 (2)  

В уравнениях (1)–(2) ε=(γ–1)/(γ+1), где γ – показатель адиабаты, равный отношению удельной теп-
лоемкости при постоянном давлении к удельной теплоемкости при постоянном объеме. 

Если вторичная поляра не пересекается с осью ординат, то регулярное отражение невозможно, так 
как предельный угол разворота потока на втором скачке меньше угла разворота потока β1 на первом 
скачке. В данном случае образуется тройная конфигурация ударных волн, содержащая тангенциальный 
разрыв τ, постепенно разворачивающий поток параллельно стенке. Давление по сторонам тангенциаль-
ного разрыва равно, а вектора скорости параллельны, что выражается равенствами Λ2 = Λ3 и β2 = β3. 
Ножка Маха искривляется, и логарифм ее интенсивности изменяется от Λ3 до Λm. Точке Λm соответству-
ет вершина основной поляры. 

Обратив внимание на тот факт, что в некотором диапазоне углов клина ударная поляра пересека-
ется как с осью ординат, так и с верхней ветвью основной поляры (рис. 2, а, б), т.е. теоретически воз-
можны как регулярное, так и маховское отражение. Фон Нейман предложил и другой критерий перехода 

=R =0 =0R
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M>M0R M>M0R M=M0R M<M0R M<MT 
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от регулярного отражения к маховскому, несколько неудачно назвав его «критерием механического рав-
новесия» (mechanical equilibrium). В соответствии с этим критерием переход должен происходить в мо-
мент пересечения ударной поляры с изомахой в ее вершине, т.е. интенсивность ножки Маха в данном 
случае равняется максимальной для заданного числа Маха, определяющего изомаху (рис. 2, б). Возни-
кающая при этом ударно-волновая структура называется стационарной маховской конфигурацией 
(СМК). Именно поэтому данный критерий был назван В.Н. Усковым [13] критерием СМК.  

При заданном числе Маха СМК соответствует характерная интенсивность J0, которая определяет-
ся уравнением 
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Очевидно, что существует некоторое особое число Маха Μ0R, такое, что вторичная поляра, выпу-
щенная из точки 1 основной поляры, касается оси ординат в точности в вершине основной поляры 
(рис. 2, в). Этому случаю соответствует уравнение 
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где коэффициенты Ak – те же, что и в (2). При числах Маха М<M0R, вторичная поляра касается оси орди-
нат внутри основной поляры (рис. 2, г), поэтому переход от регулярного отражения к нерегулярному 
происходит скачком к точке пересечения левой ветви вторичной поляры с дозвуковой областью правой 
ветви основной поляры (рис. 2, г). 

При числах Маха М>M0R вторичная ударная поляра сначала пересекает первичную поляру в ее 
вершине (рис. 2, б), а уже потом отсоединяется от оси ординат (самая верхняя точка на рис. 2, а). Соот-
ветственно, теоретически возможны два варианта перехода к нерегулярному отражению в соответствии с 
критерием: 
 СМК при интенсивности падающего скачка, равной J0, – переход плавный; 
 отсоединения при интенсивности падающего скачка, равной JR, – переход происходит скачком на 

точку пересечения основной и вторичной поляры. 
Последующие исследования показали, что часто имеет место гистерезис, т.е. при увеличении ин-

тенсивности падающего скачка переход от регулярного отражения к нерегулярному происходит при ин-
тенсивности, близкой к критерию отсоединения, а при уменьшении угла наклона скачка обратный пере-
ход ближе к критерию СМК. Этому вопросу посвящено большое количество работ, однако вопрос о при-
чинах гистерезиса остался открытым. Проведенный авторами эксперимент методом гидроаналогии четко 
продемонстрировал, что существует область, в которой при одних и тех же параметрах течения может 
реализовываться и РО, и МО (рис. 3). 

Вместо отражения от стенки изучалось взаимодействие двух встречных скачков уплотнения, ко-
торые генерировались симметричными клиньями. Такая постановка эксперимента соответствует отраже-
нию косого скачка от плоскости симметрии. В начальный момент времени отражение было регулярным. 
После создания рукой возмущения (рис. 3, а) в потоке позади точки пересечения скачков течение пере-
ходило к МО (рис. 3, б). Затем возмущение вносилось в поток перед ножкой Маха путем небольшого 
увеличения скорости потока. Течение возвращалось в режим РО скачков (рис. 3, в). 

Для чисел Маха, меньших особого числа 

2 ε

1 εTM





, 

решение для нерегулярного отражения ударной волны от стенки с образованием тройной точки отсутст-
вует, так как вторичная поляра полностью лежит внутри основной при любых интенсивностях скачка 1 
(рис. 2, д), тем не менее, оно наблюдается экспериментально [14]. 

Это явление получило название парадокса Неймана, поскольку первым на него обратил внимание 
опять же фон Нейман. Долгое время не удавалось получить и численное решение для такого рода пото-
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ков, пока Е.И. Васильев [15] не продемонстрировал, что все дело в недостаточной точности численных 
методов, влиянии «схемной» вычислительной вязкости и паразитных осцилляций решения, а течение 
отвечает «четырехволновой» модели Гудерлея [16]. Для этого был использован численный метод с выде-
лением разрывов [17]. Тем не менее, вопрос остался открытым, так как существуют и другие объяснения, 
например, нестационарный или трехмерный характер течения на данных режимах, возникновение за 
тройной точкой криволинейного слоя смешения, поперек которого давление может изменяться, и т.п. 

 

     

 а б в 

Рис. 3. Моделирование гистерезиса МО⇔РО методом гидроаналогии: РО до помещения возмущения (а); 
МО после создания рукой возмущения (б); возвращение течения в режим РО после внесения возмущения 

в поток перед ножкой Маха путем увеличения его скорости (в) 
 

Анализ результатов 
 

Ниже приведен анализ зависимости интенсивности отраженного скачка от интенсивности падаю-
щего скачка как при РО, так и при МО. Интенсивность скачка 1 изменялась от 1 до интенсивности Js, при 
которой поток за этим скачком становился дозвуковым: 

  
22 2

21 1
ε 1 1

2 2S

M M
J M

  
     

 
. 

Для каждого показателя адиабаты определены особые числа Маха Μ0R, при которых интенсив-
ность JR, соответствующая критерию фон Неймана, равна интенсивности J0, соответствующей критерию 
СМК. Результаты расчета приведены в таблице. 
 

γ 1,67 1,4 1,25 1,1 

M0R 2,447 2,203 2,078 1,952 
 

Таблица. Особые числа Маха 
 

Газ считался термодинамически и калорически совершенным. Результаты расчета представлены 
на рис. 4. Видно, что в области, в которой реализуется РО, вторичная поляра пересекается с осью орди-
нат (сплошная линия) и с дозвуковой частью основной поляры (пунктирная линия). Если число Маха 
основного потока М<М0R, то JR<J0 (М=2 на рис. 4). При J1=JR система ударных волн скачком переходит к 
МО, при этом интенсивность J2 отраженного скачка увеличивается (линии, обозначенные точками, на 
рис. 4). Если же число Маха основного потока М>М0R, то JR>J0 (М=3, 4, 5 на рис. 4). При J1=JR система 
ударных волн также скачком переходит к МО, но при этом интенсивность J2 отраженного скачка умень-
шается (линии, обозначенные точками, на рис. 4 при М=3, 4, 5). Таким образом, в зависимости от числа 
Маха основного потока интенсивность отраженного скачка может скачком увеличиваться или умень-
шаться (рис. 5). 
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Рис. 4. Зависимость интенсивности отраженного скачка от интенсивности приходящего скачка. Сплошная 
линия – интенсивность отраженного скачка; линия, обозначенная точками – величина скачка интенсивно-

сти отраженного скачка при переходе от регулярного отражения к нерегулярному; пунктирная линия  – при 
регулярном отражении приходящего скачка – «фиктивная» интенсивность отраженного скачка, соответст-

вующая точке пересечения основной поляры и поляры приходящего скачка 
 

 
 

 

Рис. 5. Зависимость разности интенсивности отраженной ударной волны от числа Маха  
при скачкообразном переходе от РО к МО в соответствии с критерием отсоединения 

 (критерий Фон Неймана) 
 

Теоретически переход от РО к МО возможен в соответствии с критерием СМК при J=J0. Эти ин-
тенсивности отмечены на рис. 4 тонкими вертикальными линиями. Хорошо видно, что при этом никако-
го скачкообразного изменения интенсивности отраженного скачка не происходит, т.е. переход от РО к 
МО является плавным. Таким образом, между вертикальными линиями JR, J0 заключена область неодно-
значности решения, когда теоретически возможно и РО, и МО. Для этой важной области, в которой воз-
можны нестационарные и гистерезисные явления, построены границы для основных γ. На графики нане-
сены значения особых чисел Маха. Напомним, что при Μ<Μ0R СМК существовать не может, и соответ-
ственно J0 здесь не определена. С ростом числа Маха область неоднозначности решения расширяется, 
растет и величина скачкообразного изменения интенсивности отраженного скачка, что создает предпо-
сылки для возникновения колебаний. При числах Маха М<ΜΤ тройные конфигурации ударных волн тео-
ретически возникать не должны, но обнаруживаются экспериментально. 
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Рис. 6. Область неоднозначности, в которой возможно как РО, так и МО скачка от стенки при различных 
показателях адиабаты (а–г) 

 

Заключение 
 

Рассмотрено регулярное и нерегулярное отражение скачка уплотнения от плоской стенки. При ма-
лых интенсивностях ударных волн (числа Маха М<МТ) теория предсказывает невозможность маховского 
отражения ударной волны от препятствия, но оно наблюдается в экспериментах. Это явление известно 
как парадокс фон Неймана. Имеются области неоднозначности решения, в этих областях теория не за-
прещает существование и регулярного, и маховского отражения. С увеличением числа Маха ширина 
этих областей увеличивается. Переход от регулярного к маховскому отражению может происходить 
плавно при достижении интенсивностью падающего скачка особого значения J0, когда вторичная удар-
ная поляра пересекает основную поляру в ее вершине. Такой переход возможен только при числах Маха, 
бόльших особого числа М0R, когда точка касания вторичной поляры оси ординат совпадает с вершиной 
основной поляры. При переходе к маховскому отражению в соответствии с критерием отсоединения (ка-
сание вторичной поляры оси ординат) перестройка ударно-волновой структуры происходит скачком, т.е. 
интенсивность отраженного скачка изменяется скачкообразно: при М<M0R она скачкообразно увеличива-
ется, а при М<M0R скачкообразно уменьшается. Эксперименты демонстрируют гистерезис характеристик 
отражения в зависимости от направления изменения угла наклона падающего скачка (уменьшение или 
увеличение). Все эти вопросы требуют дополнительного теоретического и экспериментального исследо-
вания. 
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