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Аннотация 
Исследована электронная и пространственная структура элементарной ячейки иттрий-алюминиевого граната. 
Представлена квантово-механическая модель. Для расчета геометрии элементарной ячейки использованы 
полуэмпирические методы с параметризацией PM6 и PM7. Расчет зонной структуры выполнен в рамках теории 
функционала плотности с использованием обменно-корреляционного PBE-функционала. Построены гистограммы 
длин связей металл–кислород для оптимизированной геометрии элементарной ячейки кристалла. Проведен 
сравнительный анализ использованных методов, сформирована рекомендация об их применимости к решению задач 
подобного класса. Произведен расчет одноэлектронных волновых функций и энергии соответствующих состояний. 
Получена оценка ширины запрещенной зоны. Построены графики конфигурации валентной зоны. Показано, что 
предложенный алгоритм расчета корректно описывает пространственную и зонную структуру сцинтилляционного 
кристалла Y3Al5O12. Результаты работы могут быть использованы для улучшения характеристик сцинтилляционных 
кристаллов на основе гранатов. 
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Abstract 
Spatial and electronic structures of a unit cell of yttrium-aluminum garnet have been studied. Quantum-mechanical model 
have been presented. Semi-empirical methods PM6 and PM7 have been used for geometry optimization of the crystal unit 
cell. Band structure has been calculated within density functional theory with the use of PBE exchange-correlation functional. 
Histograms of metal-oxygen distances for equilibrium geometry have been constructed. Comparison of the used methods has 
been carried out and recommendation about their applicability for such problems was given. The single-particle wave 
functions and energies have been calculated. The bandgap was estimated. The band structure was plotted. It was shown that 
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the method gives reliable results for spatial and band structure of Y3Al5O12 scintillation crystal. The results of this work can 
be used for improvement of characteristics of garnet scintillation crystals. 
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Введение 
 

Гранаты – широко известный класс кристаллов, используемый в качестве люминофоров, твердо-
тельных лазеров или сцинтилляторов [1]. Сцинтиллятор – это объект, преобразующий энергию ионизи-
рующего излучения в фотоны оптического диапазона, которые могут быть легко зарегистрированы со-
временными приемниками и обработаны электронной аппаратурой. Именно сцинтилляционные материа-
лы в настоящее время являются ограничивающим элементом детектирующих систем, построенных на 
этом принципе. В случае регистрации гамма-излучения к сцинтилляционному кристаллу предъявляется 
множество требований [2]: большая плотность и эффективный атомный номер вещества, высокая конвер-
сионная эффективность, максимальная скорость люминесценции, отсутствие послесвечения и другие. 
Улучшение любого из представленных параметров или поиск оптимального соотношения между ними 
позволяют добиться улучшения технических параметров приборов, таких как динамический диапазон, 
быстродействие или дозовая нагрузка ионизирующего излучения. Характеристики материалов, соответ-
ствующие предъявляемым требованиям, прямо или косвенно определяются химическим составом и элек-
тронной структурой материала, а значит, исследование этих параметров с помощью квантово-
механического моделирования представляет собой одну из важных компонент многопараметрической 
задачи оптимизации сцинтилляторов. 

Простейшей структурой элементарной ячейки граната является многогранник, в центре которого 
располагается атом металла, а в вершинах – атомы кислорода. Изучаемый класс гранатов содержит в 
ячейке комбинацию из 24 додекаэдров, 16 октаэдров и 24 тетраэдров [3], что составляет химическую 
формулу DOD3(OCT2TET3)O12. При этом на позициях в центрах додекаэдров «DOD» могут находиться 
атомы редкоземельных элементов Lu, Y и Gd, а на позициях в центрах октаэдров и тетраэдров «OCT» и 
«TET» – Al или Ga соответственно [4–6]. В зависимости от атома металла, образующего многогранник, 
могут получаться фигуры с различной длиной связи и количеством вершин. При согласовании объемов и 
количества вершин многогранников атомы кислорода способны обобществляться между атомами метал-
ла и образовывать элементарную ячейку кристалла. Целью настоящей работы является исследование 
пространственной и электронной структуры классического материала указанного семейства – иттрий-
алюминиевого граната Y3Al5O12 (YAG) с помощью методов квантово-механического моделирования. 
 

Используемые методы и приближения 
 

Как известно, задача о расчете пространственной и электронной структуры любой многоатомной 
системы сводится к численному решению молекулярного уравнения Шредингера. Существуют два под-
хода к решению этой задачи: первый составляют методы расчета из первых принципов (ab-initio), второй 
– полуэмпирические. Первые обладают высокой точностью, но, зачастую, очень большим временем рас-
четов, вторые проигрывают в точности, но существенно выигрывают в скорости вычислений. При этом 
принципиально с точки зрения подхода к решению уравнения Шредингера эти методы не отличаются. 
Разница состоит лишь в том, что в процессе расчета вводятся приближения, позволяющие сократить об-
щее количество двухэлектронных интегралов, на вычисление которых расходуется основная часть ма-
шинного времени; кроме того, некоторые двухэлектронные и одноэлектронные интегралы, а также инте-
гралы перекрытия не рассчитываются, а оцениваются, опираясь на экспериментальные данные. 

Так как процесс оптимизации геометрии предполагает поиск на каждом шаге самосогласованного 
решения для текущих координат атомов электронной структуры, то использование подхода ab-initio ста-
новится крайне ресурсозатратным в смысле машинного времени. Исходя из этого, для оптимизации про-
странственной структуры элементарной ячейки YAG в настоящей работе предлагается использовать по-
луэмпирические методы расчета, а для вычисления электронной структуры в рамках уже оптимизиро-
ванной равновесной геометрии – подход ab-initio. 

Семейство полуэмпирических методов (AM1, PM3, PM6, PM7) квантово-механического моделиро-
вания [7] основывается на расчете молекулярных орбиталей соединений с помощью параметризованных 
наборов, описывающих различные межатомные взаимодействия. Исторически это направление развива-
ется по пути увеличения числа параметров, их точности и расширению набора опорных (референсных) 
химических соединений, используемых для вычисления величин параметров. Среди достоинств метода 
стоит отметить высокую вычислительную эффективность и приемлемую достоверность результатов [8] 
для «характерных» для метода соединений, а именно, схожих с опорными соединениями, использован-
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ными для параметризации. Однако следует понимать, что при использовании полуэмпирических методов 
для моделирования «нехарактерных» соединений вычисления могут давать сомнительные результаты. 

Наиболее известной реализацией подхода ab-initio является теория функционала плотности. Осно-
ву данной теории составляют две теоремы. Первая теорема была сформулирована в 1964 г. Хоэнбергом и 
Коном [9], и ее суть заключается в том, что все свойства электронной структуры в основном состоянии 
определяются электронной плотностью 𝑛(𝐫). Причем полная энергия системы, записанная как функцио-
нал этой плотности, имеет единственный минимум, равный энергии основного состояния: 

𝐸[𝑛(𝐫)] = (𝑇[𝑛(𝐫)] + 𝑈ୣ୶୲[𝑛(𝐫)] + 𝑈H[𝑛(𝐫)] + 𝐸୶ୡ[𝑛(𝐫)]) = 0, 
где 𝑇[𝑛(𝐫)] – вклад кинетической энергии; 𝑈ୣ୶୲[𝑛(𝐫)] – потенциальная энергия во внешнем поле; 𝑈H[𝑛(𝐫)] – энергия межэлектронного кулоновского отталкивания; 𝐸୶ୡ[𝑛(𝐫)] – обменно-корреляционный 
функционал, вид которого в общем случае неизвестен. 

Вторая – теорема Кона–Шэма [10] – имеет практическое значение и позволяет вывести с помощью 
вариационного принципа, примененного к полной энергии системы, одночастичные уравнения: 

⎩⎪⎪
⎨⎪
⎪⎧ ൤−12+ 𝑉 ୤୤൨௜(𝐫) = ε௜௜(𝐫),𝑉 ୤୤(𝐫) = 𝑉 ୶୲(𝐫) + න𝑛(𝐫′)d𝐫′|𝐫′− 𝐫| + 𝑉୶ୡ(𝐫);𝑉୶ୡ(𝐫) = 𝐸୶ୡ[𝑛(𝐫)]

𝑛(𝐫) ;𝑛(𝐫) = ∑ ห௜(𝐫)หଶே௜ୀଵ ,
 

где ௜ – волновые функции молекулярных орбиталей; ε௜ – соответствующие им энергии; 𝑉 ୶୲(𝐫) – потен-
циал внешнего поля; 𝑉୶ୡ(𝐫) – обменно-корреляционный потенциал. Очевидно, что полная электронная 
плотность 𝑛(𝐫) определяется видом молекулярных орбиталей ௜(𝐫). 

Общий вид обменно-корреляционного функционала неизвестен в принципе, поэтому существует 
множество его аппроксимаций. Самой простой и исторически первой аппроксимацией являлось прибли-
жение локальной плотности (Local Density Approximation) [10], в рамках которого обменно-
корреляционный функционал определяется из модели однородного электронного газа. Как следствие, 
разрабатываемые аппроксимации обменно-корреляционной энергии были полностью локальными, т.е. 
величина функционала полностью определялась величиной электронной плотности в заданной точке. 
Позже был разработан класс аппроксимаций GGA (generalized gradient approximation) [11], которые учи-
тывали в функциональной зависимости также градиентную компоненту электронной плотности. В наших 
расчетах мы использовали именно GGA-аппроксимацию, сформулированную группой ученых J. Perdew, 
K. Burke и M. Ernzerhof, имеющую название PBE [11]. Преимуществами этого приближения являются 
отсутствие параметризации и хорошие результаты вычислений электронной структуры для широкого 
класса веществ. 
 

Расчет равновесной пространственной структуры ячейки YAG 
 

Для расчета равновесной геометрии всего класса композиций на базе гранатов была сформирована 
стартовая геометрия (рис. 1), в которой присутствуют 64 позиции для атомов металлов и 96 – для атомов 
кислорода, координаты которых масштабируются в соответствии с постоянной решетки структуры. По-
зиции всех атомов были подвергнуты возмущению (не более 10% от длины связи металл–кислород), что 
позволило получить больше информации о корректности работы используемых методов и создать стар-
товую напряженность в ячейке, требующую релаксации. Оптимизация геометрии искаженной ячейки 
производилась с помощью двух полуэмпирических методов PM6 и PM7 с использованием программного 
пакета MOPAC2012 [12, 13] с целью сравнения и формирования вывода об их применимости. Так как оба 
метода являются параметрическими, то априори неизвестно, какой из них даст лучший результат для 
конкретной системы. Из общих соображений можно лишь сказать, что метод PM7 более адаптирован к 
моделированию кристаллических структур, чем PM6, за счет включения в процедуру расчета большего 
количества параметров при учете парных взаимодействий. При моделировании были использованы неко-
торые общие ограничения на позиции атомов. Первое ограничение связано с размерами ячейки, а имен-
но, шаг решетки был фиксирован при расчетах, а его величина взята из экспериментальных данных [3]. 
Второе ограничение заключается в том, что атомы, находящиеся на плоскостях ячейки, образованных 
векторами трансляции и началом координат, могут перемещаться только внутри них. 

Для проверки результатов оптимизации геометрии были использованы экспериментальные данные 
о длине связи металл–кислород [14]. Для алюминиевых тетраэдрических позиций длина связи равна 
0,178 нм, а для октаэдрических позиций – 0,191 нм. Додекаэдр, образованный атомами иттрия, является 
геометрически искаженным и имеет два характерных размера: 0,230 нм и 0,243 нм. Для полноценного 
сравнения результатов расчета с экспериментальными данными к элементарной ячейке было добавлено 
26 копий, смещенных на различные комбинации векторов трансляции, в результате чего была образована 
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«макроячейка». В этой структуре для металлов, принадлежавших к исходной ячейке, были построены 
гистограммы распределений длин связей до ближайших атомов кислорода. Результаты для стартовой и 
оптимизированных с помощью PM6 и PM7 методов структур приведены рис. 2 и 3. 

 

 
 

Рис. 1. XY-проекция структуры граната Y3Al5O12, где позиции «Y» обозначены синими кругами,  
позиции «Al» – зелеными, а атомы кислорода – красными 

 

 
 

Рис. 2. Гистограмма длин связи Al-O в макроячейке YAG.  
(1) – тетраэдрические позиции; (2) – октаэдрические позиции 

 

На рис. 2 каждая структура имеет два распределения на гистограмме, отвечающие тетраэдриче-
ским (1) и октаэдрическим (2) позициям атомов Al. Соответствующие экспериментальные значения [14] 
обозначены штрихованными областями. Число атомов кислорода в обоих пиках равно количеству вершин 
соответствующих образующих многогранников: 24×4=96 для тетраэдрических позиций и 16×6=96 для 
октаэдрических позиций. Необходимо отметить, что в результате оптимизации геометрии характер рас-
пределений изменяется. До оптимизации распределение имеет большую дисперсию и не может быть с 
высокой точностью характеризовано одним определенным значением длины связи. В результате оптими-
зации геометрии распределения принимают форму монолиний с точностью до дискрета гистограммиро-
вания. Из рис. 2 видно, что результаты, полученные с помощью метода PM6, несколько лучше согласуют-
ся с экспериментальными данными, чем с помощью метода PM7. 
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Рис. 3. Гистограмма длин связи Y-O в макроячейкеYAG 
 

Распределение на рис. 3 соответствует позициям атомов Y. Интеграл под всеми тремя распределе-
ниями равен 192, что согласуется с суммарным количеством вершин в иттриевых позициях (24×8=192). 
Видно, что после оптимизации с использованием алгоритма PM7 распределение длин связей Y-O разби-
вается на две группы, центры которых хорошо согласуются с экспериментальными значениями. При этом 
распределение, полученное методом PM6, не имеет подобного расщепления. Такое отсутствие расщепле-
ния длин связей металл–кислород для додекаэдрических позиций свидетельствует о наличии существен-
ных недостатков в параметризации PM6. 
 

Расчет электронной структуры ячейки YAG 
 

Расчет электронной структуры элементарной ячейки граната был произведен в рамках теории 
функционала плотности в базисе плоских волн с использованием PBE-аппроксимации обменно-
корреляционного функционала для каждого типа геометрии. Вычисления производились с помощью про-
грамм «pw» (planewave) и «dos» (density of states) из пакета квантово-механического моделирования 
QuantumEspresso [15], с использованием псевдопотенциалов атомов с конфигурациями Y(5s24d1), 
Al(3s23p1) и O(2s22p4). Полученные в результате расчетов числа заполнения молекулярных орбиталей и 
соответствующие им значения энергий использовались для построения распределения электронных со-
стояний по энергии для всех типов геометрий. 

 

 
 а б в 

 

Рис. 4. Плотность энергетических состояний электронов в элементарной ячейке YAG, рассчитанная  
для трех типов геометрий: стартовая геометрия (a); геометрия, оптимизированная методом PM6 (б);  

геометрия, оптимизированная методом PM7 (в) 
 

На рис. 4 представлена плотность электронных состояний в зависимости от энергии для трех ти-
пов геометрии. Во всех случаях энергия Ферми систем приведена к нулю. Диапазону отрицательных 

эксперимент

120 
 
 

100 
 
 

80 
 
 

60 
 
 

40 
 
 

20 
 
 

0 

К
ол
ич
ес
тв
о 
ат
ом

ов
 к
ис
ло
ро
да

, ш
т 

0,224          0,228         0,232           0,236           0,240         0,244          0,248 
Длина связи металл-кислород, нм 

стартовая геометрия 
оптимизация РМ6 
оптимизация РМ7 

400 
 

300 
 

200 
 

100 
 

0 

400
 

300
 

200
 

100
 

0 

400 
 

300 
 

200 
 

100 
 

0 
–20         –10              0            10 –20         –10              0            10 –20         –10              0            10П

ло
тн
ос
ть

 э
ле
кт
ро
нн
ы
х 

со
ст
оя
ни
й 

Энергия, отсчитываемая от энергии Ферми, эВ 



КВАНТОВО-МЕХАНИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ПРОСТРАНСТВЕННОЙ … 
 

Научно-технический вестник информационных технологий, механики и оптики, 
2016, том 16, № 3 414 

энергий соответствуют заполненные молекулярные орбитали, а положительному – незаполненные. Таким 
образом, на рис. 4 ширина запрещенной зоны соответствует левой границе состояний в области положи-
тельных энергий. В результате анализа рассчитанных плотностей электронных состояний были получены 
значения ширины запрещенной зоны в трех случаях: без оптимизации, с оптимизацией в рамках PM6 и 
PM7. Полученные результаты сравнивались с известным экспериментальным значением ширины запре-
щенной зоны для YAG, равным по разным данным [1, 3] порядка 7 эВ. Наиболее точный результат, 
5,5 эВ, достигнут с использованием пространственной структуры, полученной в рамках метода PM7. Оп-
тимизация геометрии в рамках метода PM6 и стартовая искаженная геометрия дают примерно равную и 
менее точную величину – 5 эВ. Стоит отметить, что при расчете с использованием теории функционала 
плотности с учетом только локальных корреляций, даже в рамках достаточно точного приближения PBE, 
значение энергии нижнего незаполненного состояния определяется с систематической ошибкой, обу-
словленной ограничением теории. Как следствие, в расчетных данных возникает систематическая ошиб-
ка ширины запрещенной зоны порядка 20%, т.е. в рассматриваемом случае – 7×0,2=1,4 эВ. А значит, 
ожидаемое расчетное значение должно быть равным примерно 5,6 эВ, что позволяет сделать вывод об 
адекватном описании ширины запрещенной зоны материала с помощью комбинации методов PM7 и PBE. 
 

Заключение 
 

Пространственная структура и плотность электронных состояний элементарной ячейки YAG были 
исследованы с помощью комплекса методов квантово-механического моделирования. Для определения 
равновесной геометрии был использован полуэмпирический метод расчета с параметрическими набора-
ми PM6 и PM7. В результате оптимизации геометрии элементарной ячейки YAG установлено, что пара-
метризация PM7 является более предпочтительной. Квантово-механическое моделирование электронной 
структуры из первых принципов позволили визуализировать электронный спектр элементарной ячейки и 
оценить ширину запрещенной зоны материала. Расчет показал актуальность выбора корректного алго-
ритма оптимизации геометрии, так как ошибка в 0,01 нм (по сравнению с длиной связи 0,2 нм), допу-
щенная при оптимизации геометрии, приводит к значительным искажениям (0,5 эВ при рассчитанной 
величине запрещенной зоны 5,5 эВ) в зонной структуре элементарной ячейки. 

В результате проведенного исследования был сформирован алгоритм квантово-механического мо-
делирования, позволяющий в дальнейшем проводить более сложные многопараметрические исследова-
ния многокомпонентных гранатов. Представлен способ контроля результатов оптимизации геометрии, 
основанный на построении гистограммы длин связи металл-кислород всех позиций элементарной ячей-
ки. Показана актуальность достоверности оптимизации пространственной структуры на примере ее 
влияния на зонную структуру. 
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