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Аннотация 
Рассмотрены две двухмерные квантовые системы, каждая из которых состоит из волновода, соединенного через 
узкие отверстия с прикрепленным к нему резонатором. Характеристики систем исследованы через решение задачи 
рассеяния. Для этой цели использована модель точечных отверстий, в которой конечный радиус отверстия 
заменяется бесконечно малым. В рамках предложенной модели при помощи теории самосопряженных расширений 
симметрических операторов для обеих систем найдены решения в явном виде и построены коэффициенты 
прохождения. Полученные коэффициенты использованы для построения вольт-амперных характеристик систем. 
Показано, что полученные зависимости имеют участки нелинейности ступенчатого вида, исчезающие с повышением 
температуры или увеличением размеров систем. Рассчитаны значения параметров, при которых эффект все еще 
является наблюдаемым. Полученные результаты могут быть полезны при разработке наноэлектронных устройств 
типа наноэлектронного транзистора, действие которого основано на управлении сопротивлением в волноводе. 
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Abstract 
We investigate two 2D quantum systems, each consisting of a waveguide and a resonator, connected through narrow holes. 
Systems features are studied by the solution of scattering problem. We use zero-width slits model, where the finite radius is 
changed by infinitely-small one. In the framework of the proposed model, exact solutions are found and scattering problem is 
solved for both systems using the theory of self-adjoint extensions of symmetric operators. Obtained results are then used to 
calculate current-voltage characteristics of suggested systems. We show that obtained characteristics have steplike kinks 
disappearing with the temperature growth or increase of system sizes. Parameters are calculated with the effect still 
observable. The results may be useful in the design of electronic devices such as nanoelectronic transistor based on resistance 
control in a waveguide. 
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Введение 
 

Физические системы, в которых когерентность фаз электронов сохраняется в масштабах много 
больших, нежели атомные, в частности, в наномасштабах, обычно называют мезоскопическими. С мо-
мента появления электронных микросхем существует неизменная потребность в сокращении размеров 
полупроводниковых устройств. По мере уменьшения их масштабов до величин порядка нанометров по-
ведение приборов все более усложняется. Без учета квантового поведения электрона оказывается уже 
невозможно описать работу устройства. В качестве примеров таких устройств можно привести плоские 
МОП-транзисторы (planar MOSFET's) [1] и МОП-транзисторы с окружающим затвором (GAA 
MOSFET's) [2–4]. Обе системы тесно связаны с более фундаментальными разработками последних лет: 
транзисторы с планарным затвором (in-plane-gate transistors) [5], одноэлектронные транзисторы (single-
electron transistors) [6], резонансные туннельные диоды (nanowire resonant tunneling diodes) [7, 8]. Транс-
портные свойства этих мезоскопических устройств выходят за рамки полуклассического приближения, и 
становятся необходимы квантовые описания плотности зарядов и тока [9]. 

 Современные технологии позволяют создавать наноструктуры высокого качества с малым количе-
ством дефектов. В результате длина свободного пробега электрона во много раз превосходит межатомные 
расстояния. Исходя из этого, естественным для мезоскопических систем становится рассмотрение балли-
стического режима. В этой ситуации хорошим приближением является модель квантовых волноводов, 
изучение которых позволяет описывать и предсказывать некоторые интересные явления в наноэлектрон-
ных устройствах. Естественный математический аппарат для таких задач дает теория рассеяния [10–15]. 

В настоящей работе рассматриваются двумерные системы. Это либо планарные структуры [5, 6], ли-
бо цилиндрические с осевой симметрией [2–4, 7, 8]. В таких системах движение по одной координате огра-
ничено, а транспортировка осуществляется в направлении второй координаты. Конкретно, мы рассматрива-
ем две системы, состоящие из волноводов с прикрепленными к ним резонаторами (рис. 1). В системе 1 ре-
зонатор располагается сбоку от волновода, в системе 2 – поперек. Здесь области 1 , 1  и 3  – это волно-

воды, соединенные с резонаторами (области 2 и 2 ) через маленькие отверстия (точки 0 1 2, ,x x x  ), 

, ,D L d  – ширина волновода и размеры резонатора для системы 1, , ,D L d    – соответствующие пара-

метры системы 2. С физической точки зрения ясно, что динамика волн в рассматриваемых системах яв-
ляется в какой-то мере суперпозицией поведения волн в ее частях. Эту идею возможно реализовать в 
рамках модели точечных отверстий [16–19], основанной на теории самосопряженных расширений сим-
метрических операторов. В обоих случаях находятся коэффициенты прохождения и рассчитываются 
вольт-амперные характеристики. 

 
 а б 

 

Рис. 1. Схематическое изображение систем 1 (а) и 2 (б) 
 

Построение модельного оператора 
 

Рассмотрим построение оператора для системы 1. Вследствие отсутствия внешнего поля гамиль-

тониан системы Ĥ действует на функции из области определения ψ  следующим образом: ˆψ ψH   . 

Введем оператор 1 2( )H      , где 1 , 2  – операторы Лапласа в областях 1 , 2  соответст-

венно, с граничными условиями Неймана для функций из областей определения:  
Ω
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его. Полученный оператор назовем 0H . Он уже является не самосопряженным, но только симметриче-

ским. Этот оператор описывает систему с невзаимодействующими частями, и для того, чтобы «вклю-
чить» взаимодействие, необходимо построить самосопряженное расширение оператора 0H . Для симмет-

рического оператора 0H  и его самосопряженного расширения справедливо соотношение 
* *

0 0H H H H   , поэтому, сужая область определения оператора *
0H , можно получить самосопряжен-

ное расширение 0H . Модифицируя формулы Неймана с использованием расширения по Фридрихсу, по-

лучаем, что через дефектные элементы симметрического оператора можно выразить элементы из области 
определения сопряженного к нему оператора. Таким образом, элементы из области определения *

0H  

представимы в виде 
     2

0 0 0, , ;; Ωi i i iv x a G x x k b o x x x      
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где 0k  – точка регулярного типа оператора 0H , т.е. может принимать произвольное невещественное зна-

чение; iG  – функции Грина для уравнения Гельмгольца в полосе и в прямоугольной области с условиями 

Неймана на границе, являющиеся дефектными элементами 0H ;  o r  – бесконечно малое относительно r 

при 0r  ;  (1) (2) (1) (2)
(2) , (1) (2) ,ψ ,ψ ( , ),λ , λn m n n m nx x x  – собственные функции и значения волновода и резонатора 

соответственно, а ( )ix  – i -я координата точки x. Было показано [18], что, если выбрать параметр расши-

рения 0

exp( γ)

δ

i
k


 , где δ  – радиус отверстия, γ – константа Эйлера, то функция Грина рассматриваемой 

модели совпадает с «реалистичной» функцией Грина для резонатора с маленьким отверстием конечного 

радиуса с точностью   2δ ln δO , при δ 0 . Асимптотика ( )v x  вблизи точки 0x  может быть получена с 

использованием известной формулы для функции Грина вблизи особенности: 

 2
0 0 0

0

1 1
, , ln β (| |) Ω

π | |i i iG x x k o x x x
x x
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

. (1) 

Сужаем область определения *
0H , накладывая ограничения на коэффициенты ia  и ib  так, чтобы 

выполнялось условие самосопряженности:  * *
0 0, ( , )H u v u H v . Используя асимптотические выражения 

для функций ,u v , получаем искомые ограничения: 1 2

1 2

a a

b b

 
 

. Мы не рассматриваем здесь все возмож-

ные расширения, а выбираем самое естественное. Физический смысл этого условия – сохранение потока 
через отверстие. 

Итого, функции из области определения самосопряженного оператора Ĥ , описывающего систе-
му 1, вблизи 0x , имеют вид 

 
 
 

2
1 1 0 0 1 0 1

2
1 2 0 0 1 0 2
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. 

Для системы 2 оператор строится аналогично. Результатом является самосопряженный оператор 

Ĥ  , с областью определения, состоящей из элементов, имеющих вид 

 
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Нахождение коэффициента прохождения 
 

Значение коэффициента прохождения равно вероятности того, что частица пройдет по волноводу. 
Для нахождения коэффициента прохождения необходимо решить задачу рассеяния. Здесь будет рассмат-

риваться решение для одной моды 
2

2
2

π
0 k

D


 
 

 
. Для других мод решение находится аналогично. Пусть 

входящая волна ( 0x x , далее x , обозначает одну из координат точки) имеет вид    , , expu x y k i xk . 

Решение системы мы ищем в следующем виде: 
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где 21,c c – постоянные. Сопоставляя это выражение с выражением для функции из области определения 

Ĥ  вблизи особенности, получим: 
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Из (1) следует, что      0

0

0 0 0 0 0, , , , , , , , x x

y y

G x y x y k G x y x y k 


  не имеет особенности. Выделяя из 

прошедшей волны ( 0x x ) рассматриваемую моду и разделяя ее на входящую, находим коэффициент 

прохождения: 
2
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Для системы 2 коэффициент строится аналогично. Результатом являются соотношения 
2
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     1 1, , exp ( ) exp ( )u x y k i x x ik k x x       , 

где 3c –постоянная. На рис. 2 представлены графики зависимости коэффициентов прохождения от энер-

гии частицы. 
 

 
 а б 

 

Рис. 2. Коэффициенты прохождения для систем 1 (а) и 2 (б).  
Значения параметров в нм: 2,1, 1,4, 0,75,L d D   2,2, 3,3, 1L d D     . Размеры отверстий – около 

2%  от ширины волновода. Крестами обозначены собственные значения резонатора 
 

Построение вольт-амперной характеристики 
 

Найти зависимость силы тока от напряжения можно с помощью формулы [20] 
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где e  – заряд частицы;   – постоянная Планка; T – коэффициент прохождения системы; E  – энергия 

частицы; 1( ) (exp(( μ) / τ) 1)bf E E k     – распределение Ферми–Дирака ( bk – константа Больцмана, μ  – 

химический потенциал, τ  – температура). Данная формула базируется на формуле Ландауэра, возмож-
ность использования которой для электронного транспорта через двумерную квантовую точку с подсое-
диненными двумерными каналами показана в [21]. Фактически в этом случае квантовая точка рассматри-
вается как 0D-система. В таком же приближении мы работаем в настоящей работе. 

Благодаря особенностям коэффициентов прохождения график вольт-амперной характеристики 
приобретает нелинейный, ступенчатый вид. С повышением температуры ступени сглаживаются. Макси-
мальная температура maxτ , при которой ступени различимы (т.е. шире τbk ), зависит от размеров систе-

мы: 2
1

maxτ ~
size

. На рис. 3 изображены графики зависимости силы тока от напряжения при maxτ τ  для 

систем, с размерами порядка 1–2 нм и коэффициентами прохождения, представленными на рис. 2. 
 

 
 а б 

 

Рис. 3. Вольт-амперные характеристики систем 1 (а) и 2 (б). τ 50 К, μ 0,8 эВ(а) /1,7 эВ(б)  . 

 На рис. 3, а, представлена отрезком и подписана величина τbk  
 

Заключение 
 

Таким образом, системы обладают интересными свойствами. Основное – это нелинейный (ступен-
чатый) характер зависимости тока от напряжения (рис. 3). Эта нелинейность вольт-амперной характери-
стики позволяет управлять сопротивлением посредством незначительных изменений напряжения или 
параметров системы. Связан такой вид графика с резонансным характером зависимости коэффициента 
прохождения электрона через данную наноструктуру. Именно подобная зависимость и лежит в основе 
тех наноэлектронных устройств, что описаны в разделе «Введение». Заметим, что величина ступеньки 
превышает τbk , а значит, указанные эффекты наблюдаемы и могут найти инженерное приложение. Мож-

но отметить и еще один ожидаемый результат – эффект в большей мере и при более высокой температуре 
наблюдается при последовательном (а не параллельном) соединении с резонатором. 
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