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Аннотация  
Исследованы методы анализа представленности наборов генов, широко применяемые для анализа экспрессии генов. 
Рассмотрена задача кумулятивного вычисления статистики представленности. Для решения этой задачи предложен 
алгоритм, основанный на применении корневой эвристики. Найдена асимптотическая оценка на время работы 
алгоритма. Практическая реализация предложенного алгоритма показала ускорение на порядок по сравнению с 
«наивным» алгоритмом на типичных размерах входных данных. Применение предложенного алгоритма может 
значительно ускорить выполнение анализа представленности. 
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Abstract 
Methods for gene set enrichment analysis, widely-used for analysis of gene expression data, were studied. A problem of 
cumulative calculation of enrichment statistic was considered. For this problem an algorithm based on square root 
decomposition heuristic was developed. An asymptotic run-time complexity of the algorithm was found. Practical 
implementation showed an order of magnitude increase in performance compared to a naïve algorithm when run on typical 
input sizes. The developed algorithm can be used to improve significantly the performance of gene set enrichment analysis. 
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Преранжированный анализ представленности наборов генов (pre-ranked Gene Set Enrichment Anal-
ysis) [1, 2] является широко распространенным методом для анализа экспрессии генов [3, 4]. Этот метод 
позволяет из заранее заданного списка функционально-связанных наборов генов выделить те из них, ко-
торые ведут себя неслучайным образом. Метод основан на вычислении статистики представленности, 
которая отражает степень координированности изменения экспрессии заданного набора генов. Для каж-
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дого из входных наборов генов значение этой статистики сравнивается с ее эмпирическим фоновым рас-
пределением для случайных наборов генов такого же размера. 

Во многих реализациях этого метода вычисление эмпирических распределений статистики пред-
ставленности реализовано независимо для каждого набора генов [2, 5–7]. При таком подходе выполнение 
даже 1000 сэмплирований для каждого из 500 наборов генов требует не меньше 5 минут. С учетом же 
необходимой поправки на множественное сравнение желательно выполнение хотя бы 10000 сэмплирова-
ний, что очень долго. 

Этот метод можно было бы ускорить за счет вычисления эмпирических фоновых распределений 
статистики представленности сразу для всех входных наборов. В таком варианте при наличии эффектив-
ного алгоритма кумулятивного вычисления статистики представленности можно из одной случайной пе-
рестановки генов получить значения одного элемента для всех фоновых распределений. 

В настоящей работе предлагается такой эффективный алгоритм для кумулятивного вычисления 
статистики представленности. 

Сначала введем формальное определение статистики представленности. Она представляет собой 
функцию 𝑠௥(𝑆, 𝑝), принимающую на вход упорядоченный по убыванию массив вещественных чисел S 
длиной N (весов генов) и список позиций в этом массиве p размера K (набор генов) и возвращающую 
вещественно число. Функция определяется через вспомогательный массив ES размера N+1: 

𝐸𝑆௜ = ⎩⎪⎨
⎪⎧ 0, если 𝑖 = 0;𝐸𝑆௜ + 1𝑁𝑆 |𝑆௜|, если 1 ≤𝑖 ≤ 𝑁 и 𝑖 ∈ 𝑝;𝐸𝑆௜ − 1𝑁 − 𝐾 , если 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑁 и 𝑖 ∉ 𝑝 , 

где NS является нормализующим фактором, равным 𝑁𝑆 = ∑ |𝑆௜|.௜∈௣  
Итоговым значением статистики является максимальный по модулю элемент ES: 𝑠௥(𝑆, 𝑝) = 𝐸𝑆௜∗ , 

где 𝑖∗ = arg max |𝐸𝑆௜|. 
Кумулятивный вариант функции 𝑠௥௖ возвращает массив из значений 𝑠௥ для всех префиксов p: 𝑠௥௖(𝑆, 𝑝) = {𝑠௥(𝑆, 𝑝[1. . 𝑖]|𝑖 ∈ 1. . 𝑘}. 
Значение статистики 𝑠௥(𝑆, 𝑝) удобно представлять в геометрическом виде. Для этого рассмотрим  

N + 1 точку (рисунок) с координатами нулевой точки (x0, y0) равными нулю (0, 0). Для остальных N точек 
1 ≤ i ≤ N координаты задаются по формулам: 𝑥௜ = 𝑥௜ିଵ + [𝑖 ∉ 𝑝]; 𝑦௜ = 𝑦௜ିଵ + [𝑖 ∈ 𝑝]|𝑆௜|. 
 

 
 

Рисунок. Графическое представление статистики представленности. Ось x соответствует позиции гена  
во входном массиве весов S. Ось y соответствует кумулятивной сумме модулей весов генов в наборе. 

Сплошная линия соответствует последовательности точек (x0, y0), (x1, y2), …,  (xN, yN). Точка, 
соответствующая значению статистики для набора, является наиболее удаленной точкой графика  

от диагонали, проходящей через (x0, y0) и (xN, yN), выделенной штриховым пунктиром. 
Эта точка отмечена пересечением линий, выделенных точечным пунктиром: вертикальной линии и линии, 

параллельной диагонали 
 

Несложно заметить, что 𝑥ே = 𝑁 − |𝑝| = 𝑁 − 𝐾 и 𝑦ே =  ∑ |𝑆௜| = 𝑁𝑆.௜∈௣  Также промежуточные зна-

чения статистики ESi могут быть вычислены как 𝐸𝑆௜ =  ଵேௌ 𝑦௜ − ଵேି௄ 𝑥௜, что пропорционально расстоянию 

от точки (xi, yi) до прямой, проходящей через (x0, y0) и (xN, yN). 
Таким образом, определение итогового значения статистики sr соответствует определению точки, 

максимально удаленной от диагонали. Возможность быстро обновлять такую точку при добавлении но-
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вого гена в p позволила бы последовательно добавлять гены из p и тем самым эффективно находить ку-
мулятивное значение статистики. 

Рассмотрим, что происходит при добавлении нового гена с индексом g в набор p. В этом случае 
координаты точек (xi, yi) для i < g не изменяются, а координаты всех точек (xi, yi) для i ≥ g изменяются на 
одинаковый вектор (x, y) = (–1, ∣Sg∣). 

Применим корневую эвристику [8]: разобьем все N + 1 точек на 𝑏 = √𝑁 одинаковых блоков разме-
ра b (для упрощения будем считать, что N + 1 является точным квадратом b). Для каждого такого блока 
будем поддерживать в нем индекс наиболее удаленной точки от диагонали. Соответственно, наиболее 
удаленную точку среди всех N + 1 точек можно найти за время O(b), рассмотрев последовательно наибо-
лее удаленные точки блоков. 

Также будем в каждом блоке поддерживать выпуклую оболочку его точек. Заметим, что выпуклая 
оболочка для всех блоков, кроме содержащего точку g, остается неизменной. Для этого же блока пере-
строим оболочку за время O(b). Это можно сделать за линейное время алгоритмом Грэхема [9], так как 
точки уже упорядочены по координате x. Таким образом, за время O(b) мы можем поддерживать выпук-
лые оболочки для всех блоков. 

Чтобы поддерживать индекс самой удаленной от диагонали точки внутри блока, воспользуемся 
знанием выпуклой оболочки. Самая удаленная от диагонали точка будет всегда лежать на выпуклой обо-
лочке. При этом если выпуклая оболочка не изменяется, то, так как диагональ при добавлении гена вра-
щается против часовой стрелки, индекс наиболее удаленной точки может только уменьшаться. Соответ-
ственно, для b − 1 блоков, в которых не изменяется выпуклая оболочка, новый индекс самой удаленной 
точки можно найти, последовательно сравнивая текущую точку и точку на выпуклой оболочке, идущую 
сразу слева, и обновляя индекс до тех пор, пока следующая точка расположена ближе к диагонали. Для 
одного блока, в котором выпуклая оболочка перестраивается, наиболее удаленную точку найдем простым 
проходом по всем точкам выпуклой оболочки за не более чем линейное время O(b). Так как индекс самой 
удаленной точки в блоке может сдвинуться вправо только при перестройке блока и на значение не боль-
ше b, то время, затраченное на уменьшение индексов, будет не больше O(N + Kb). 

Таким образом, предлагаемый алгоритм позволяет найти все промежуточные значения статистики 
sr для набора генов размера K за время 𝑂(𝐾𝑏 + 𝑁) = 𝑂൫𝐾√𝑁 + 𝑁൯. Для сравнения: алгоритм, вычисляю-
щий значение статистики независимо для каждого префикса и эквивалентный независимому сэмплиро-
ванию (наивный алгоритм), требует времени работы O(K2logK), так как вычисление для одного набора 
требует O(KlogK) времени. При типичных значениях K=500 и N=20000 ускорение составляет примерно 
один порядок.  

В работе предложен алгоритм кумулятивного вычисления статистики представленности для набо-
ра генов. Предложенный алгоритм работает на порядок быстрее наивной реализации. Это, в свою оче-
редь, позволяет применить его в методе анализа представленности, что является задачей для дальнейшей 
работы. 
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