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Рассматривается задача аппроксимации вероятностных распределений случайных величин, определенных в положи-
тельной области действительных чисел и имеющих отличный от единицы коэффициент вариации. При использовании в 
качестве моделей компьютерных сетей систем массового обслуживания расчет характеристик обычно выполняется на 
уровне математического ожидания и дисперсии. В то же время одной из основных характеристик качества при переда-
че мультимедийных данных в компьютерных сетях является джиттер задержки, для расчета которого необходимо знать 
функцию распределения времени задержки пакетов. Показано, что при изменении третьего момента распределения 
задержки пакетов результаты расчета джиттера могут отличаться на десятки и сотни процентов при одних и тех же 
значениях двух первых моментов – математического ожидания и коэффициента вариации задержки. Это означает, что 
аппроксимация распределения задержки для расчета джиттера должна выполняться с учетом третьего момента распре-
деления времени задержки. Для случайных величин с коэффициентами вариации больше единицы предлагается итера-
ционный алгоритм аппроксимации двухфазным гиперэкспоненциальным распределением с учетом трех моментов ап-
проксимируемого распределения. Показано, что для случайных величин с коэффициентами вариации меньше единицы 
влияние третьего момента распределения незначительно, и для аппроксимации таких распределений целесообразно 
использовать распределение Эрланга по двум первым моментам. Такой подход позволяет получить верхние оценки 
соответствующих характеристик, в частности, верхнюю оценку джиттера задержки. 
Ключевые слова: вероятностное распределение, коэффициент вариации, третий начальный момент, аппроксима-
ция, гиперэкспоненциальное распределение, распределение Эрланга. 
 

THREE-MOMENT BASED APPROXIMATION  
OF PROBABILITY DISTRIBUTIONS IN QUEUEING SYSTEMS 

T.I. Alievа 
 

а Saint Petersburg National Research University of Information Technologies, Mechanics and Optics (ITMO University), 
Saint Petersburg, Russia, aliev@d1.ifmo.ru 
 

The paper deals with the problem of approximation of probability distributions of random variables defined in positive area 
of real numbers with coefficient of variation different from unity. While using queueing systems as models for computer 
networks, calculation of characteristics is usually performed at the level of expectation and variance. At the same time, one of 
the main characteristics of multimedia data transmission quality in computer networks is delay jitter. For jitter calculation the 
function of packets time delay distribution should be known. It is shown that changing the third moment of distribution of 
packets delay leads to jitter calculation difference in tens or hundreds of percent, with the same values of the first two 
moments – expectation value and delay variation coefficient. This means that delay distribution approximation for the 
calculation of jitter should be performed in accordance with the third moment of delay distribution. For random variables 
with coefficients of variation greater than unity, iterative approximation algorithm with hyper-exponential two-phase 
distribution based on three moments of approximated distribution is offered. It is shown that for random variables with 
coefficients of variation less than unity, the impact of the third moment of distribution becomes negligible, and for 
approximation of such distributions Erlang distribution with two first moments should be used. This approach gives the 
possibility to obtain upper bounds for relevant characteristics, particularly, the upper bound of delay jitter. 
Keywords: probability distribution, coefficient of variation, the third raw moment (start moment), approximation, hyper-
exponential distribution, Erlang distribution. 
 

Введение 
 

Одной из основных характеристик качества обслуживания (QoS) в компьютерных сетях, наряду со 
средней задержкой передачи пакетов, является вариация или джиттер задержки [1–4], для расчета кото-
рого необходимо знать функцию распределения времени задержки пакетов [4]. При использовании мо-
делей массового обслуживания в качестве моделей компьютерных систем [5–10] аналитические зависи-
мости, отображающие связь характеристик функционирования системы с ее структурно-
функциональными и нагрузочными параметрами, могут быть получены в явном виде на уровне несколь-
ких (обычно двух) моментов распределений вероятностных характеристик, если процессы, протекающие 
в исследуемых системах, являются марковскими [11–13]. При этом временные характеристики, такие как 
задержка пакетов, обычно представляют собой случайные величины, распределенные в области положи-
тельных значений τ 0 , зачастую по законам, отличным от экспоненциального, коэффициент вариации 
которого ν 1 . В [14] для аппроксимации временных интервалов с коэффициентами вариации ν 1  
предлагается использовать мультиэкспоненциальные распределения: гипоэкспоненциальное, если 
0 ν 1  , и гиперэкспоненциальное, если ν 1 . При этом аппроксимация реального распределения вы-
полняется по двум моментам распределения – математическому ожиданию и коэффициенту вариации 
[15]. В то же время влияние моментов более высокого порядка, в частности, третьего момента, на харак-
теристики качества обслуживания, как показано ниже, может быть значительным. Это обусловливает 
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необходимость решения задачи аппроксимации реальных распределений с учетом трех моментов веро-
ятностных распределений: математического ожидания t , коэффициента вариации ν  и третьего началь-
ного момента (3)t . Особенно актуальна эта задача для распределений, имеющих коэффициент вариации 
больше единицы, ν 1 , поскольку их третий момент может оказаться сколь угодно большим. Следова-
тельно, для таких распределений невозможно получить верхние границы, в отличие от распределений с 
коэффициентом вариации, лежащим в интервале (0; 1), для которых верхняя граница может быть полу-
чена, например, при аппроксимации экспоненциальным распределением или распределением Эрланга. 

 

Аппроксимация распределений с ν 1  
 

Для аппроксимации распределения с коэффициентом вариации ν 1  по трем заданным моментам – 
t, ν  и (3)t  – воспользуемся гиперэкспоненциальным двухфазным распределением [15], параметрами ко-
торого являются математические ожидания 1t  и 2t  составляющих экспоненциальных распределений и 

вероятность q  формирования случайной величины по первой экспоненте, что позволяет выполнять ап-

проксимацию по трем числовым моментам. 
Таким образом, задача аппроксимации гиперэкспоненциальным распределением сводится к опре-

делению значений параметров 1 2, иt t q  в зависимости от известных значений математического ожида-

ния t , коэффициента вариации ν  и третьего начального момента (3)t  аппроксимируемого закона распре-
деления случайной величины τ . 

Математическое ожидание, коэффициент вариации и третий начальный момент гиперэкспоненци-
ального распределения соответственно равны 
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Таким образом, имеем систему из трех уравнений с тремя неизвестными 1 2, иt t q , аналитическое 

решение которой в явном виде с учетом ограничений 0 1q  , 1 0t  , 2 0t   не представляется возмож-

ным.  
Для решения поставленной задачи предлагается итерационный подход, базирующийся на матема-

тических зависимостях, полученных в [15] для аппроксимации по двум моментам: 
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Третий начальный момент гиперэкспоненциального распределения с заданным коэффициентом 
вариации ν  принимает минимальное значение (3) 2 2 3

min 1,5 (1 )t t    на границе неравенства (1) при 
22 /(1 ν )q   , тогда 2

1 0,5 (ν 1)t t   и 2 0t  . При 22 /(1 ν )q    третий момент увеличивается и стремит-

ся к бесконечности с уменьшением q  до нуля. Таким образом, третий момент двухфазного гиперэкспо-

ненциального распределения в зависимости от q  лежит в интервале от (3)
mint  до бесконечности. 

С учетом этого, алгоритм аппроксимации гиперэкспоненциальным вероятностным законом по 
трем моментам исходного распределения реализуется на основе итерационного подхода, суть которого в 
следующем. 
1. По заданному значению коэффициента вариации ν  определяется верхняя граница вероятности 

2
max 2/(1 ν )q   . 

2. Рассчитывается минимально возможное значение третьего начального момента (3) 2 2 3
min 1,5 (1 ν )t t  . 

3. Если (3) (3)
mint t , то для аппроксимации используется однофазное представление гиперэкспоненци-

ального распределения, что позволяет получить верхнюю оценку при расчетах характеристик функ-
ционирования исследуемой системы, в частности, такой важной характеристики при передаче муль-
тимедийных данных в компьютерных сетях, как джиттер задержки. 

4. Если (3) (3)
mint t , то, изменяя значения q  по методу половинного деления в интервале max[ ; 0]q  и пе-

ресчитывая всякий раз значения 1 2иt t  в соответствии с (2), рассчитываем третий момент гиперэкс-

поненциального распределения: (3) 3 3
1 26[ (1 ) ]Ht qt q t   . 
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5. Пункт 4 выполняется до тех пор, пока третий момент (3)
Ht  аппроксимирующего гиперэкспоненци-

ального распределения не совпадет с заданным значением (3)
Ht . 

Пример. Пусть математическое ожидание, коэффициент вариации и третий начальный момент ап-
проксимируемого распределения соответственно равны 10t  , ν 3  и (3) 405000t  . 

Применяя представленный выше алгоритм, определим параметры аппроксимирующего гиперэкс-
поненциального распределения. 
1. Верхняя граница вероятности 2

max 2/(1 ν ) 0,2q    . 

2. Минимально возможное значение третьего начального момента (3) 2 2 3
min 1,5 (1 ν ) 150 000.t t    

3. Поскольку (3) (3)
mint t , то для аппроксимации используется двухфазное представление гиперэкспонен-

циального распределения, при котором maxq q . 

4. Изменяя значение q  по методу половинного деления в интервале max[ ; 0]q  и пересчитывая значения 

1 2иt t  в соответствии с (2), определим, что третий момент гиперэкспоненциального распределения 

равен (3) 405000t   при 0,02q  , откуда 1 150t   и 2 7,14t  . 

5. Окончательно функция аппроксимирующего распределения примет вид 
0,0067τ 0,14τ(τ) 1 0,02e 0,98eF     .  

Если не учитывать третий момент распределения и выбрать, например, вероятность 0,15q  , при 

которой 1 57,61t   и 2 1,60t  , то получим функцию распределения вида 
0,017τ 0,626τ(τ) 1 0,15e 0,85eF      . 

Рассчитывая в соответствии с [4] джиттер задержки в компьютерной сети как 0,999-квантиль для 
распределений (τ)F  и (τ)F  , получим: 

0,999τ 448  и 0,999τ 295  .  

Таким образом, рассчитанные значения джиттера задержки различаются более чем в 1,5 раза, что 
свидетельствует о необходимости учета третьего момента задержки. Очевидно, что при значениях 

0,02q  , соответствующих большим значениям третьего момента, эта разница еще более значительна и 

может достигать 100% и более. 
 

Аппроксимация распределений с ν 1  
 

При аппроксимации гипоэкспоненциальным распределением k -го порядка, содержащим два типа 
экспоненциальных фаз [15] ( 1k  фаз первого и 2 1k k k   – второго типа с математическими ожидания-

ми 1t  и 2t  соответственно) возникает проблема, связанная с определением параметров 1k  и 2k  аппрок-

симирующего распределения, учитывающего одно из условий: 2 2

1

ν
k k    или  1 2

1

ν
k k  . Это приво-

дит к тому, что третий момент такого гипоэкспоненциального распределения изменяется в незначитель-
ных пределах (10%), что не позволяет выполнить аппроксимацию, если третий момент находится вне 
этих пределов. Заметим, что третий момент гипоэкспоненциальных распределений с коэффициентами 
вариации 0 ν 1   лежит в пределах от (3) 3

mint t  до (3) 3
max 6t t , т.е. в шестикратном диапазоне.  

Для увеличения пределов изменения третьего момента можно воспользоваться гипоэкспоненци-
альным распределением, содержащим более двух типов экспоненциальных фаз, причем чем их больше, 
тем шире пределы изменений третьего момента. В предельном случае количество типов экспоненциаль-
ных фаз n  может совпадать с количеством фаз k : n k .  В этом случае аппроксимация по трем момен-
там сводится к решению следующей системы из трех уравнений с ( 1)k   неизвестными ( k , 1 , , kt t ): 
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Однако это резко усложняет задачу аппроксимации и, в связи с увеличением числа параметров ап-

проксимирующего распределения ( ik  и it , 1,i n ), вносит произвол в определение их значений. Немало-
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важным обстоятельством, делающим нецелесообразным использование гипоэкспоненциального распре-
деления общего вида, является невозможность получения функции распределения в явном виде, что, на-
пример, не позволяет выполнить расчет джиттера задержки. 

С учетом сказанного для решения задачи аппроксимации распределений с коэффициентом вариа-
ции 0 ν 1   целесообразно использовать распределение Эрланга, позволяющее получить верхнюю гра-
ницу джиттера задержки независимо от третьего момента аппроксимируемого распределения. Для этого 

по заданному значению коэффициента вариации ν  в соответствии с выражением 21/ νk      определяет-

ся порядок распределения Эрланга, имеющего функцию распределения вида 
τ 1

0

( τ)
(τ) 1

!

k ik
t

k i
i

k
F e

i t





   . 

Заключение 
 

Предлагаемые подходы к аппроксимации вероятностных распределений случайных величин, опре-
деленных в положительной области действительных чисел и имеющих отличный от единицы коэффици-
ент вариации, с учетом трех моментов аппроксимируемого распределения позволяют решать задачи, свя-
занные с расчетом характеристик функционирования исследуемых систем на уровне двух моментов, а 
также оценивать джиттер задержки в моделях передачи данных. 
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