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Аннотация 
Предмет исследования. В работе рассматривается вопрос об «обычном» (небыстром), а также быстром 
восстановлении цветных смазанных изображений на основе решения интегрального уравнения Фредгольма I рода 
(некорректная задача). Метод. Уравнение решается методом квадратур с регуляризацией Тихонова. Рассматриваются 
два способа обработки цветных изображений – способы покомпонентной и векторной обработки. Основной 
результат. Если обрабатывается модельное изображение и алгоритм обычный (небыстрый), то параметр 
регуляризации  выбирается из условия минимума погрешности восстановления изображения. Если обрабатывается 
реальное изображение и алгоритм быстрый, то для выбора  и величины смаза Δ предлагается быстрый способ 
«заготовленной матрицы», реализуемый в пределах 1 с. Если же обрабатывается реальное изображение, но алгоритм 
небыстрый, то предлагается способ оценки Δ (и угла смаза θ) на основе спектра смазанного изображения, а  
выбирается известными способами. Практическая значимость. Представленные алгоритмы могут быть 
использованы для восстановления цветных смазанных изображений, например, изображений быстро движущихся 
объектов (автомобиля, самолета) путем математико-компьютерной обработки смазанных (и зашумленных) 
изображений. 
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Abstract 
Subject of Research. The paper deals with the problem of a "usual" (not fast) and fast restoration of color smeared images 
based on solving the Fredholm integral equation of the first kind (ill-posed problem). Method. The equation is solved by the 
quadrature method with Tikhonov’s regularization. Two methods for processing of color images are considered: methods of 
component-wise and vector processing. Main Results. If a model image is processed and an algorithm is usual (not fast), 
then the regularization parameter  is chosen from the condition of restoration error minimum. If a real image is processed 
and an algorithm is fast, then to choose  and the value of smear Δ, we propose the fast method of "prepared matrix", realized 
within 1 second. But if a real image is processed and an algorithm is not fast, then we propose the method for estimating Δ 
(and the smear angle θ), based on the spectrum of smeared image, and  is selected by known methods. Practical Relevance. 
The presented algorithms can be used to restore color smeared images, e.g., images of fast moving objects (a car, an airplane) 
by mathematical and computer processing of smeared (and noisy) images.  
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Введение 
 

Задача восстановления искаженных изображений является актуальной [1–5]. Однако, несмотря на 
значительные достижения в решении этой задачи [6–10], имеются недостаточно решенные вопросы, тре-
бующие дальнейшей проработки. 

Обработка цветных изображений обычно выполняется путем их разложения на отдельные компо-
ненты [11–13], однако такая обработка возможна и без разложения на цветовые компоненты. Быстрое (в 
реальном времени) восстановление изображений в основном сводится к решению интегрального уравне-
ния типа свертки с использованием быстрого преобразования Фурье [14]. Но уравнение может быть не 
типа свертки, когда функция рассеяния точки (ФРТ) не является пространственно-инвариантной. В этом 
случае актуальным является построение другого «быстрого» алгоритма. 

Важной проблемой является оценка погрешности восстановления изображения. Считается, что 
(незавышенная) оценка погрешности решения некорректной задачи невозможна без использования до-
полнительных данных о решении. Тем не менее, такая оценка возможна с использованием, например, 
результатов решения обучающих примеров [10,15]. 

Представляется необходимым развитие способов оценки параметров функции рассеяния точки. 
Обычно [5, 10] параметры ФРТ (смаз и дефокус) оценивают по штрихам и пятнам на изображении. Пола-
гаем, что такая оценка не является достаточно точной. 

Настоящая работа представляет собой новые исследования авторов, позволяющие в некоторой 
степени развить решение поставленных выше задач. 
 

О специфике обработки цветных изображений 
 

Рассмотрим случай, когда изображение является цветным. Этому случаю посвящено много публи-
каций ([6–8, 10–13] и др.). Будем иметь в виду представленную в пакете IPT системы MatLab систему 
цветов RGB [7, С. 423; 8, С. 206]. 

Как известно [7, 8, 10], существует два способа обработки цветных изображений. В способе по-
компонентной обработки [7, 8, 10, 13] RGB-изображение разбивается на три компоненты R, G и B. Каж-
дая компонента обрабатывается отдельно, и после обработки компоненты соединяются в единое RGB-
изображение. Такой способ используется, например, в языке программирования C++ [13]. 

MatLab дает возможность использовать другой, более удобный способ – способ векторной обра-
ботки, в котором прямая и обратная задачи решаются без разбиения изображения на три компоненты, а 
именно, изображение обрабатывается как трехмерная матрица. Такой способ упрощает программирова-
ние, экономит компьютерную память и ускоряет вычисления. В данной работе для обработки RGB-
изображений используется способ векторной обработки. 

 

  
а 

 
б 

Рис. 1. Неискаженное (точное) изображение автомобиля ),( yxw  (файл auto.png 161×485×3) (а);  

горизонтально смазанное и слабо зашумленное изображение автомобиля ),( yxg   

(файл 161×505×3, смаз ∆ = 20 пкс, шум = 0,3 %) (б) 
 

Заметим, что при программировании в MatLab’е большинство m-функций имеют одинаковые об-
ращения как в случае серых (gray), так и цветных (RGB) изображений, только массивы имеют разные 
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размерности: 2 и 3. Аналогично, нижеследующие математические соотношения записываются одинаково 
для gray- и RGB-изображений, но в записях подразумеваются дву- и трехмерные массивы. 

Рассмотрим ряд алгоритмов (способов) обработки цветных изображений на примере RGB-
изображения автомобиля (рис. 1). 
 

Обработка модельного изображения небыстрым алгоритмом 
 

Сначала полагаем, что изображение автомобиля является модельным, т.е. точное изображение 
(рис. 1, а) известно (задано), а смазанное (и зашумленное) изображение смоделировано (с помощью раз-
работанной собственной m-функции smearing.m [10]). 

Решаем обратную задачу – восстановление изображения ),( yxw  по искаженному изображению 

),( yxg . Задача сводится к решению следующего семейства одномерных интегральных уравнений (ИУ) 

Фредгольма I рода: 

dxcxgdxhA
b

a
yyy   ,)()(),( ww , (1) 

где ФРТ (вообще говоря, неразностная) равна 



 


,иначе,0

,,1
),(

xx
xh  (2) 

причем ось x направлена вдоль смаза, а y – перпендикулярно смазу, Δ – смаз вдоль x, [a, b] – пределы из-
менения , а [c, d] – пределы изменения x. 

Для решения ИУ (1) при каждом значении y (т.е. в каждой y-строке изображения) примéним метод 
квадратур с регуляризацией Тихонова для устойчивости, согласно которому интеграл в (1) заменяется 
конечной суммой и получается система линейных алгебраических уравнений (СЛАУ) в виде 

,yy gA w  (3) 

где A – (n×n)-матрица, связанная с ФРТ (2): ),( kiik xhA  , nix ii ...,,2,1 , причем n – число дис-

кретных отсчетов вдоль x. Согласно методу регуляризации Тихонова, вместо неустойчивой СЛАУ (3) ре-
шается устойчивая (регуляризованная) СЛАУ: 

y
T

y
T gAAAE  w)( , (4) 

где  > 0 – параметр регуляризации, E – единичная (n×n)-матрица, TA  – транспонированная матрица.  
Решение СЛАУ (4) равно 

y
TT

y gAAAE 1)( 
 w . (5) 

 

 
 

Рис. 2. Относительная погрешность решения )(rel   согласно (6) для ряда значений ∆ 
 

Поскольку точное изображение в данном (модельном) примере известно (задается), то может быть 
вычислена относительная среднеквадратическая погрешность восстановления изображения в функции 
 [10, С. 98] (в [15] приведены доводы в пользу использования именно такого выражения для погрешно-
сти):  
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где w  – регуляризованное решение (изображение), а w  – точное решение. На рис. 2 – полученная за-

висимость относительной погрешности rel  от  (а также от Δ). 

Из рис. 2 видно, что при 


 min)(rel  получается значение , соответствующее минимальной 

погрешности, которое обозначим как opt . В данном примере 3
opt 10  , а 101,0)( optrel  % 

при 20 . Видим также, что небольшая ошибка в Δ ведет к заметному увеличению (в 1,5 раза) по-
грешности )( optrel  . 

На рис. 3 – восстановленное изображение автомобиля при 310 , 20 . Получилось вполне 
удовлетворительное восстановление изображения, а именно, на рис. 1, б, из-за смаза не были видны лицо 
пассажира, антенна, колеса, дверные щели и т.д., а после восстановления они стали видны (на рис. 3). 
 

 
 

Рис. 3. Восстановленное изображение автомобиля при 20 , 310  
 

Обработка реального изображения быстрым алгоритмом 
 

Теперь будем полагать, что обрабатывается реальное смазанное цветное изображение автомобиля, 
а именно, точное изображение (рис. 1, а) неизвестно, а известно лишь смазанное изображение (рис. 1, б), 
причем значения Δ и  также неизвестны. Кроме того, требуется быстрое восстановление изображения. 
Это – самый сложный случай из рассматриваемых. Для такого случая разработаны следующие способы 
выбора параметра регуляризации : способ визуального подбора, принцип невязки, обобщенный прин-
цип невязки и др. [9, 10, 16–19]. Однако они не годятся для быстрого (в пределах 1 с) восстановления 
изображения, причем с выбором значений Δ и . 

В работе [20] рассмотрен и предложен ряд быстрых устойчивых алгоритмов устранения прямоли-
нейного равномерного смаза серого (gray) изображения. В данной работе используем один из быстрых 
алгоритмов применительно к цветному (RGB) изображению. А именно, остановимся на алгоритме, ис-
пользующем соотношения (1)–(5), и примéним его к восстановлению цветного изображения. 

Запишем решение (5) СЛАУ (4) в виде 

yy gB w , (7) 

где 
TT AAAEB 1)( 

  . (8) 

Здесь B  – матрица, не зависящая от y, которая может быть предварительно вычислена, и восста-

новление изображения w сведется к умножению «заготовленной» матрицы B  на каждую y-строку изо-

бражения g. Пусть m и n – число строк и столбцов в изображении g. Тогда, согласно [20], этот алгоритм 
при nm   потребует 3n  операций умножения/деления (без учета операций сложения/сопряжения) и 23n  

ячеек памяти при обработке всего gray-изображения, а при обработке всего RGB-изображения потребует-
ся 33n  операций и 29n  ячеек памяти. 

Если, например, 400m n  , то алгоритм (7)–(8) потребует 33 192n   млн операций умножения. 
Если скорость компьютера около 1 млрд оп/с, то восстановление всего изображения при фиксированных 
Δ и  займет приблизительно 0,2 с машинного времени. 
 

Быстрый способ оценки параметров Δ и  
 

Матрицу B  согласно (8) нужно рассчитать заранее (до появления объекта). Однако она зависит от 

величин смаза Δ и параметра регуляризации . Предлагается следующий быстрый способ оценки Δ и . 
Заранее рассчитываются несколько матриц B  для ряда значений Δ и  (диапазон значений которых 

может быть оценен по предыдущим сеансам). При появлении объекта фиксируется его изображение g, 
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вычисляются несколько изображений w  согласно (7) при разных Δ и , и на общем экране на отдель-

ные малые субэкраны выводятся изображения w  (рис. 4). 
 

 
 

Рис. 4. Вывод на субэкраны нескольких восстановленных изображений автомобиля 
 

Рассматривая выведенные изображения, опытные диспетчеры визуально и быстро выберут наи-
лучшие значения Δ и . Данный способ соединяет математико-компьютерную обработку с визуальной 
обработкой, опирающейся на человеческий мозг как хороший обработчик. Рис. 4 показывает, что при 

20 , 310  получается наиболее успешное восстановление изображения, а именно, на исходном 
изображении (рис. 1, б) из-за смаза не были видны лицо пассажира, антенна, колеса, дверные щели и т.д., 
а после восстановления они стали видны. На рис. 3 приведено более подробное (крупное) восстановлен-

ное изображение автомобиля при выбранных 20 , 310 . На рис. 5 для сравнения приведены вос-
становленные изображения при 0 , т. е. без регуляризации, являющиеся неустойчивыми и указываю-
щие на необходимость использования регуляризации. 

 

 
 

Рис. 5. Изображения автомобиля при 0  (дополнение к рис. 4) 
 

Отметим, что обработка каждого изображения на рис. 4 потребовала около 0,8 с машинного вре-
мени. Это время зависит от технических данных компьютера. Кроме того, оно может быть понижено, 
если изображения на рис. 4 обрабатывать параллельно. 
 

Обработка реального изображения небыстрым алгоритмом 
 

Если обрабатывается реальное изображение, но алгоритм обработки не обязательно быстрый, то 
можно использовать способ оценки Δ (и угла смазывания θ) на основе спектра (двумерного преобразова-
ния Фурье) смазанного изображения (рис. 6). 

Этот способ изложен в работах [21, 22] (со ссылкой на работы [1, 3, 5]). Согласно этому способу, 
вычисляется спектр Фурье (рис. 6) смазанного цветного изображения ),( yxg , представленного на 

рис. 1, б. Величина смаза Δ определяется по формуле 

=19, =1е–4                               =19, =1е–3                              =19, =1е–2 

=20, =1е–4                               =20, =1е–3                              =20, =1е–2 

=21, =1е–4                               =21, =1е–3                              =21, =1е–2 

=19 

=20 

=21 



О ВОССТАНОВЛЕНИИ СМАЗАННЫХ ЦВЕТНЫХ ИЗОБРАЖЕНИЙ 
 

Научно-технический вестник информационных технологий, механики и оптики, 
2017, том 17, № 3 422 

r
12

1

2 



 ,  (9) 

где 12   – отношение сторон внутреннего прямоугольника на рис. 6, а NMr   – отношение числа 

строк M к числу столбцов N изображения на рис. 1, б. Формула (9), учитывающая r, является обобщением 
формулы 122  , приведенной в работах [21, 22]. 

 
 

Рис. 6. Двумерное преобразование Фурье (модуль) |),(| 21 wwG  изображения ),( yxg  
 

Применительно к изображению на рис. 1, б (где M = 161, N = 505, r = 0,3188), и его спектру на 
рис. 6 было получено по нескольким замерам 04,031,312  , откуда искомый смаз, согласно (9), по-

лучился равным 20,076,20  , близко к точному значению 20  пкс. 

Что касается параметра регуляризации , то его выбор следует выполнять вышеперечисленными 
способами: способом визуального подбора, принципом невязки, обобщенным принципом невязки и др. 
 

Заключение 
 

В работе рассмотрен вопрос об «обычном» (небыстром), а также быстром восстановлении цвет-
ных смазанных изображений на основе решения семейства одномерных интегральных уравнений Фред-
гольма I рода (некорректная задача). Рассмотрено решение уравнений методом квадратур с регуляризаци-
ей Тихонова. Сделано сравнение двух способов обработки цветных изображений – способов покомпо-
нентной и векторной обработки. Если изображение является модельным (точное изображение задано) и 
алгоритм небыстрым, то параметр регуляризации  выбирается из условия минимума погрешности ре-
шения. Если изображение реальное и алгоритм быстрый, то для определения величины смаза Δ и пара-
метра  предложен быстрый способ «заготовленной матрицы», реализуемый в пределах 1 с. Если же изо-
бражение реальное, но алгоритм небыстрый, то использован спектральный способ оценки Δ. Представ-
ленные алгоритмы могут быть использованы для восстановления цветных смазанных изображений, на-
пример, изображений быстро движущихся целей, для анализа быстро протекающих процес-
сов (смазанный кровоток в сосудах в томографии), для повышения качества теле- или кинокадров и 
т. д. [11–13, 23–25]. 
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