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Аннотация 
Предмет исследования. Рассмотрены проблемы эквивалентного представления результата дискретного описания 
непрерывной системы дискретным описанием с интервалом дискретности меньшим первоначального при условии, 
что в качестве элемента памяти при цифровом управлении непрерывными объектами используются экстраполяторы 
нулевого порядка. Показано, что в связи со сказанным встает проблема оценки сигнальной невязки в задаче 
эквивалентного представления указанных дискретных систем. Метод. Метод оценки сигнальной невязки опирается 
на возможности аппарата пространства состояний в рамках использования интегральных представлений уравнения 
динамики непрерывной системы. Скалярная аналитическая оценка сигнальной невязки между исходной и 
преобразованной системами сформирована по норме разности векторов вынужденного движения систем. Основные 
результаты. Решена задача получения оценки границ интервала скалярного значения сигнальной невязки векторов 
состояний исходной и полученной систем. Получено аналитическое выражение для указанной оценки, на основании 
которого сформированы рекомендации по построению эквивалентной системы с меньшим интервалом 
дискретности. Практическая значимость. Основной областью использования результатов исследования является 
практика применения в разработке и анализе многоканальных дискретных систем в задачах управления сложными 
технологическими ресурсами для ситуации, когда система функционирует с различными интервалами дискретности 
сепаратных каналов. 
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Abstract 
Subject of Research. The considered problems are representations of the discrete equivalent description of a continuous 
system to a discrete description with smaller interval than the original one provided that the zero-order hold devices are used 
as a memory element in the digital control of continuous system. It is shown that in connection with the above, there is a 
problem of the signal discrepancy estimation in the task of equivalent representation of these discrete systems. Method. 
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Estimation method of signal discrepancy relies on the capabilities of the state space framework with the use of integral 
representations of continuous system dynamics equation. The scalar analytical assessment of a signal discrepancy between 
the initial and transformed systems is created on a difference norm of vectors of stimulated system movement. Main Results. 
The assessment problem is solved for boundaries of the scalar value interval for signal discrepancy state vectors of the source 
and resulting systems. Analytical expression for this case is received, and recommendations about the equivalent system 
formation with a smaller discrete interval are created on its basis. Practical Relevance. The obtained theoretical results can 
be used in the development and analysis of MIMO discrete systems when the system has different discrete intervals of 
separate channels. 
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Введение 
 

В результате синтеза систем управления с использованием цифровых аппаратных средств разра-
ботчик приводит исходную непрерывную систему к дискретному виду с требуемым интервалом дискрет-
ности. При работе с многоканальной системой может появиться ситуация, когда необходимо использо-
вать разные интервалы дискретности для различных каналов. В результате появляется проблема аналити-
ческой оценки качественных показателей многоканальной системы, в связи с чем возникает потребность 
получить эквивалентное представление сепаратного канала с иным интервалом дискретности, так как для 
корректного математического описания единой системы необходимо приводить систему к одному интер-
валу дискретности. Основная сложность получения эквивалентной системы с другим интервалом дис-
кретности с сохранением динамических свойств системы с прежним интервалом дискретности возникает 
только в переходе экстраполятор-непрерывная система. 

Экстраполяторы (элементы памяти) нулевого порядка являются самыми распространенными эле-
ментами при использовании цифрового управления непрерывными объектами. Экстраполятор может 
быть  представлен с помощью передаточной функции, полученной по его импульсной характеристике 
[1, 2]. Такое представление достаточно сложно, и для упрощения его заменяют на задержку. Величина 
задержки зависит от требований к анализу системы. В [1] предлагается заменять экстраполятор с интер-
валом дискретности t  на задержку t . В [2, 3] предлагается заменять на задержку 2t . Потребность в 

преобразовании модели экстраполятора возникает также при наличии в одной системе экстраполяторов с 
разным интервалом дискретности. Так, в [4] предлагается переход к максимальному интервалу дискрет-
ности и замене импульсного элемента с меньшим интервалом на сумму из несинхронных параллельных 
импульсных элементов. Такое представление громоздко и усложняет составление финальной модели. 

В конечном итоге наиболее распространенным решением получения модели экстраполятора явля-
ется его замена на элемент задержки длительности 2t . Такое решение было использовано в [5] при 

переходе к меньшему интервалу дискретности, основываясь на «гипотезе фильтра» без оценки погреш-
ности такого представления, что влечет ошибку при анализе преобразованной системы по отношению к 
исходной. Проблеме оценки этой ошибки и посвящена настоящая работа. 
 

Формирование сигнальной невязки 
 

Рассматривается дифференциальная модель сепаратного канала многоканальной непрерывной ли-
нейной устойчивой системы [6]: 
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где n nR A  – матрица состояния; n mR B  – матрица входов; m nR C  – матрица выходов; ( ) mu t R  – 

входное воздействие; ( ) mt Ry  – выход системы; ( ) nt Rx  – вектор состояния размерности n , в даль-

нейшем 1m  , t  – непрерывное время. 
Интегральная модель [7, 8] «вход–состояние–выход» линейной системы (1) имеет вид 
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где ( ) tt e AΦ  – фундаментальная матрица объекта; 1 ( )( , ) ( ) ( ) tt t e     AΦ Φ Φ  – переходная матрица 

системы;   – независимая переменная. Перейдем к дискретному описанию системы (1), положив t k t   
с учетом следующего предположения. 

Предположение 1. Интервал дискретности t  выбран  таким образом, чтобы выполнялась теоре-

ма Котельникова–Шеннона [9, 10] так, что   arg 0,05M
t 


      


, где 
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modM j j

      C I A B  – амплитудная частотная характеристика отношения «вход–

выход» непрерывной системы. 
При переходе к дискретной модели в случае использования экстраполятора нулевого порядка 

[4, 11–14] с интервалом дискретности t  имеем: 
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где свx , вx  – свободная и вынужденная составляющая соответственно, n nR I  – единичная матрица. 

Замечание 1. При использовании экстраполятора нулевого порядка было использовано следующее 
представление входного воздействия: 
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в котором игнорируется динамика входного воздействия ( )u t  внутри интервала t . 

Теперь найдем дискретное описание системы (1) на интервале  ( 1),k k t   при использовании 

другого экстраполятора нулевого порядка с интервалом дискретности t r , где r  – целое число, при 

котором учитывается динамика входного воздействия внутри интервала  ( 1),k k t  . Тогда для свобод-

ной и вынужденной составляющей будем иметь цепочку соотношений. На первом шаге система имеет 
вид 
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Аналогично (3) и (4) в конечной точке интервала  ( 1),k k t  : 
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В результате очевидно равенство свободной составляющей движения для (2) и (5). Потребуем вы-
полнения равенства вынужденной составляющей в моменты k t . 
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Представим входное воздействие ( )u t  в окрестности точки [ 1]k t   с помощью ряда Тейлора: 
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Выделим и преобразуем в (5) матричные коэффициенты при ([ 1] )u k t  : 
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В итоге с использованием (7) имеем: 
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Из (8), вычитая (2), имеем ошибку  
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Для целей дальнейших исследований в выражении (6) ограничимся первыми членами разложения: 
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где   – скалярный коэффициент, что основано на малости ( )u t  при выборе экстраполятора нулевого 

порядка.  
Для минимизации ошибки в точке k t  введем задержку входного сигнала на величину  . Перейдя 

[15] к нормам в выражении ошибки (9) и применив (10), имеем: 
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Преобразуем выражение (11): 
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Используя (12), найдем такое  , при котором ошибка будет минимальна: 
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Заметим, что в силу Предположения 1 на минимум ошибки слабо влияет изменение матричной 
экспоненты в пределах t . В связи с этим выражение (13) можно упростить, проигнорировав динамику 
экспоненты: 
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Нетрудно видеть [16], что на основании (14) становится справедливым выражение 
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В итоге ошибка ( )ε  будет минимальна при (15). Следовательно, справедливо следующее утвер-

ждение. 
Утверждение 1. Дискретная система, полученная в результате агрегирования экстраполятора ну-

левого порядка с интервалом дискретности t  и непрерывной системой, с учетом выполнения Предпо-
ложения 1 имеет эквивалентное представление в виде дискретной системы, полученной в результате аг-
регирования экстраполятора нулевого порядка с меньшим интервалом дискретности и непрерывной сис-
темой с введением на входе задержки 2t   . 
 

Основной результат. Оценка сигнальной невязки 
 

Воспользуемся Утверждением 1. Для перехода от дискретной системы, образованной путем агре-
гирования непрерывной части с экстраполятором нулевого порядка с интервалом дискретности t , к 
системе с интервалом дискретности t r  и сохранением поведения системы в точках t k t   с исходным 

интервалом дискретности t  достаточно стандартного перехода к дискретной системе с включением на 
входе элемента задержки 2t   . Учитывая специфику дискретных систем, можно представить задерж-

ку 2t    в виде цепочки дискретных элементов задержки нового представления дискретной системы. 

Однако не всегда задержка 2t    будет кратна t r . Для решения этой задачи рассмотрим выражение 

ошибки, полученное выше: 
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Найдем выражение для коэффициента  . Учитывая предположение о выполнении теоремы Ко-
тельникова–Шеннона, будем считать, что максимальная частота входного воздействия ( )u t  составляет 

величину t    . Также введем предположение, что в окрестности точки t k t  , в которой произош-

ло квантование входного сигнала, достаточно представления сигнала первыми двумя членами ряда Тей-
лора. Рассмотрим гармоническое воздействие с частотой t    , для которого максимальное значение 

производной составит величину t  , откуда для второго члена ряда максимальный коэффициент будет 

t  . В итоге имеем t    . Модифицируем выражение (16): 
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График зависимости ошибки от величины запаздывания   представлен на рисунке. 
 

 
 

Рисунок. Ошибка, порождаемая переходом к меньшему интервалу дискретности 
Будем считать, что существует такая max , которой можно пренебречь. Тогда можно выбрать за-

держку  min max,opt    .  

||()|| 

min     opt    max               t      , c 

max 
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Таким образом, при анализе многоканальных систем с различными интервалами дискретности се-
паратных достаточно следовать следующему утверждению. 

Утверждение 2. Дискретная система, полученная в результате агрегирования экстраполятора ну-
левого порядка с интервалом дискретности t  и непрерывной системой (1), с учетом выполнения Пред-
положения 1 имеет эквивалентное представление в виде дискретной системы, полученной в результате 
агрегирования экстраполятора нулевого порядка с меньшим интервалом дискретности rt t r    и не-

прерывной системой, с введением на входе цепочки из 2r  дискретных элементов задержки при четном 

r  и из  1 2r   дискретных элементов задержки при нечетном r . 
 

Заключение 
 

Полученные результаты могут быть применены при анализе процессов в многоканальных дис-
кретных системах, построенных на сепаратных каналах с разными интервалами дискретности, путем 
перехода к единому интервалу дискретности. Представлен способ получения оценки (17) сигнальной 
невязки при таком переходе в случае использования представления экстраполятора нулевого порядка в 
виде элемента задержки. На основе предложенной оценки можно сделать вывод об адекватности исполь-
зованного представления. 
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