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Аннотация 
Исследована задача синтеза траекторного управления движением мобильного робота в нестационарном внешнем 
окружении, в частности, при наличии в рабочем пространстве робота внешних подвижных объектов, с 
использованием методов дифференциальной геометрии и методов стабилизации инвариантных многообразий в 
пространстве выходов объекта управления. Для построения алгоритма управления рассмотрена относительная 
динамика объекта управления и внешнего подвижного объекта, и применяются методы дифференциально-
геометрического преобразования исходной модели к задачно-ориентированной системе координат, формулирующей 
исходную задачу в терминах продольного движения, ортогонального и углового отклонений, для которой строятся 
пропорционально-дифференциальные алгоритмы управления с прямой компенсацией нелинейностей. Основные 
результаты представлены задачно-ориентированной моделью пространственного движения и соответствующими 
нелинейными алгоритмами управления. Для иллюстрации работоспособности предлагаемого метода приведен 
пример моделирования движения твердого тела вдоль прямолинейной траектории при наличии в рабочем 
пространстве внешнего подвижного объекта, движущегося по прямолинейной траектории, пересекающей желаемую 
траекторию движения объекта управления. В примере реализован обход внешнего движущегося объекта по круговой 
траектории и возврат на исходную желаемую траекторию. 
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Abstract 
The paper deals with the trajectory control synthesis of a mobile robot movement in a nonstationary external environment, in 
particular, in the presence of external mobile objects in the robot working space, by differential geometry methods and 
stabilization methods for invariant manifolds in the space of control object outputs. For control algorithm development, the 
relative dynamics of the control object and the external mobile object is considered and the methods of differential-geometric 
transformation of the initial model to the task-oriented coordinates are formulated. The latter formulates the initial problem in 
terms of longitudinal motion, orthogonal and angular deviations, and the proportional differential control algorithms are 
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created with direct compensation of nonlinearities. The main results are presented by the task-oriented model of spatial 
motion and corresponding nonlinear control algorithms. To illustrate the efficiency of the proposed method, the rigid body 
motion modeling along a linear trajectory in the presence of an external mobile object moving through a desired linear 
trajectory crossing the working space is given as an example. In the example, the plant traverses an external moving object 
along a circular path and returns to the original desired trajectory. 
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Введение 
 

В работе рассматривается процедура синтеза алгоритма управления движением вдоль заданной 
траектории в нестационарной внешней среде. С появлением множества различных беспилотных средств 
передвижения подобного рода задачи приобрели особенную актуальность, так как следование заданной 
траектории является одним из основных режимов функционирования для этого класса объектов, а среда 
функционирования предполагает наличие, например, других подвижных объектов. 

Изначально задача траекторного управления формулировалась как задача слежения. Такую поста-
новку задачи используют, например, в подходе прямой видимости [1]. Другой популярный подход состо-
ит в построении следящей системы, управляемой некоторой эталонной моделью [2, 3]. В рамках этого 
подхода траектория обычно задана функцией времени, однако в [4] продемонстрировано, что такая по-
становка задачи приводит к ухудшению качества регулирования в случае наличия у объекта управления 
неустойчивой нуль-динамики. Чтобы избежать появления этой проблемы, траекторию можно параметри-
зовать длиной вместо времени, и динамика этого параметра должна быть включена в модель системы. 
Этот метод легко реализует движение вдоль полиномиальных кривых, которые обеспечивают лучшее 
планирование и более точное следование траектории. 

Альтернативный подход основан на стабилизации инвариантных многообразий в пространстве со-
стояний при помощи линеаризации обратной связью [5]. При этом для исходной системы выбирается 
преобразование координат вектора состояния, генерирующее аттрактор в пространстве состояний. В ка-
честве аттрактора выбирается желаемая траектория, заданная в терминах выходных координат. Тогда ос-
тается лишь стабилизировать это решение, что гораздо менее трудоемко, чем построение следящей сис-
темы. Таким образом, обеспечивается свойство инвариантности желаемой траектории, чего не удавалось 
достичь ранее. Первоначально подобная постановка задачи была предложена в [6], подход нашел разви-
тие в работах отечественных авторов А.А. Колесникова [7], предложившего концепцию синергетического 
анализа объектов управления, и И.В. Мирошника [8–10]. Он предусматривает нелинейное преобразова-
ние модели робота к задачно-ориентированной системе координат, что позволяет свести сложную задачу 
управления многоканальной системой к нескольким простым задачам компенсации линейных и угловых 
отклонений и затем найти адекватный закон управления с помощью методов нелинейной стабилизации 
[11–14]. Из последних актуальных зарубежных работ можно выделить работы канадских ученых [15, 16] 
в области построения траекторных регуляторов на основе трансверсальной линеаризации. Они базиру-
ются на преобразовании исходной динамики объекта управления на трансверсальную и тангенциальную 
компоненты с дальнейшим независимым управлением каждой частью. Еще одним развивающимся на-
правлением является стабилизация множеств на основе пассификации [17, 18]. 

Настоящая работа основана на методологии И.В. Мирошника и расширяет постановку задачи, 
предложенную в [19, 20], вводя в рассмотрение нестационарную внешнюю среду в виде подвижного 
внешнего объекта, который при движении может пересекать желаемую траекторию, по которой следует 
робот. Рассматривается переход к описанию робота в базисе подвижного объекта и соответствующая мо-
дификация алгоритмов траекторного управления. 
 

Постановка задачи 
 

Положения робота в абсолютной плоской декартовой системе координат описывается парой  ,q  

или   , q T , где  Tx yq  – вектор декартовых координат центра масс робота C ,   – скалярный 

угол ориентации робота,  T  – ортогональная матрица перехода от абсолютной системы координат к 

связанной с роботом системе координат с началом в центре масс робота, конструируемая в виде 
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Положение подвижного внешнего объекта (рис. 1) в абсолютной системе координат описывается 

парой  ,0 0q  или   , 0 0q T , где   T

0 0 0q x y  – вектор декартовых координат центра масс подвиж-

ного объекта 0C , 0  – скалярный угол ориентации подвижного объекта,    2 0T SO  – ортогональная 

матрица перехода от абсолютной системы координат к связанной с подвижным объектом системе коор-
динат с началом в центре масс подвижного объекта. 

 

 
 

Рис. 1. Мобильный робот и подвижный внешний объект в абсолютной системе координат 
 

Динамика мобильного робота в абсолютной системе координат описывается выражениями 

 R
   

        
Tq v


, (1) 

 R
   

       
Tv F

A
M




, (2) 

где v  – скорость робота в связанной системе координат;   – угловая скорость робота; 
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, m  – масса робота, J  – момент инерции робота; F  – вектор 

управляющих сил; M  – управляющий момент. 
Описание внешнего подвижного объекта в абсолютной системе координат имеет вид 

0 0q v , (3) 

   0 0 0   T ET , (4) 

где 0v  и 0  – мгновенные линейная и угловая скорости объекта управления в абсолютной системе коор-

динат,  
0 1

2
1 0

 
   

E SO .  

Матричное уравнение (4) может быть записано в явной форме  0 0 0   R   [9]. Для плоского 

движения в силу того, что  0  – скаляр, это выражение сводится к тривиальной формуле 

0 0   . (5) 

Теперь определим относительное положение робота в подвижной системе координат с началом в 
центральной точке внешнего объекта 0C . Ее нетрудно определить, зная характеристики движения робота 

и внешнего объекта: 

  0  r 0q T q q , (6) 

     0   T
rT T T , 

или в явном виде 

0   r . (7) 

Дважды продифференцируем выражения (6) и (7): 

  0 0    r r 0q Eq T q q   , (8) 
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0  r , (9) 

        2

0 0 0 0

1
2

m
        T

r r 0q q ET q q T T F   , (10) 

1
 r M

J
 . (11) 

Зададим желаемую траекторию движения робота в подвижной системе координат в неявном виде: 

  0 rq . (12) 

Введем соответствующую локальную координату s  (длину траектории, см. рис. 2) в виде 

   rs q , (13) 

где   rq  и   rq  – гладкие функции. 
 

 
 

Рис. 2. Желаемая траектория S  и задачно-ориентированные координаты: длина траектории s   
и ортогональное отклонение e  

 

Воспользуемся ортогональным представлением кривых [9], для которого функции   rq  и   rq  

такие, что при любых Srq  матрица Якоби вида 
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ортогональна. Тогда, введя обозначение    * | 
rr r q Sq q  , можно записать 

     2* *  r rq T SO , 

где    2* rT SO  – поворотная матрица подвижного базиса (базиса Френе), * r  – зависящий от s  угол, 

определяющий ориентацию базиса Френе в абсолютной системе координат. 
Такая матрица удовлетворяет известному уравнению Френе 
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где     s  – кривизна траектории. Приняв во внимание, что 

     * * 


r rdT s dT s ds

dt ds dt
, 

получим следующее описание движения подвижного базиса: 

     * *   r rT s s ET  . (14) 

Матричное выражение (14) может быть приведено к явной форме: 

 *  r s s  . 

Теперь угловая ориентация робота относительно подвижной кривой S  можно записать в виде 
*   r r , (15) 

или в матричном виде: 

     *   r rT T T , 

где   – вектор желаемого разворота относительно кривой S ,    2 T SO . 
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Будем рассматривать задачу траекторного управления движением робота относительно подвижно-
го объекта как задачу поддержания голономных соотношений между выходами системы q  и  , задан-

ных в виде (12) и (15). Она дополняется описанием желаемого режима продольного движения робота, 
устанавливаемого, как правило, в виде желаемой скорости  *s t . 

Нарушение условия (12) определяется величиной ортогонального отклонения (рис. 2) 

   re q , (16) 

которое принимает нулевое значение на множестве S . 
Нарушение условия (15) определяется величиной угловой ошибки 

*    r r , (17) 

или в матричном виде 

       *    T T
r rT T T T . (18) 

Требуемая ориентация робота соответствует нулевому значению   или тождеству   T I  соот-

ветственно. 
Таким образом, задача траекторного управления состоит в нахождении (для замкнутой системы) 

таких входов F  и M , которые обеспечивают выполнение следующих подзадач: 
1. стабилизация движения робота вдоль желаемой кривой S , что подразумевает обнуление величины 

ортогонального отклонения (16); 
2. стабилизация желаемой ориентации робота относительно желаемой кривой S , что подразумевает 

поддержание взаимной ориентации базисов  rT  и  *rT  или обнуление величины угловой ошиб-

ки (17)–(18); 
3. поддержание желаемого режима продольного движения робота, основываясь на простейшей эталон-

ной модели *
svs  . 

 

Синтез законов управления 
 

Предлагаемая процедура синтеза законов управления траекторным движением включает в себя 
преобразование исходной модели к задачно-ориентированным координатам s , e  и  , введение в рас-
смотрение виртуальных (задачно-ориентированных) управляющих воздействий su , eu  и u , соответст-

вующих подзадачам 1–3, и синтез локальных регуляторов, решающих соответствующие подзадачи. 
Сначала получим необходимые скоростные соотношения. Для этого продифференцируем уравне-

ния (13), (16) и (17) по времени, учитывая (1)–(5), (8)–(11) и (14), и получим, что для достаточно малых 
величин ортогонального отклонения e  выполняется 
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, (19) 

и 

  0    s s  . (20) 

Еще раз продифференцируем выражения (19) и (20) по времени: 
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, (21) 

 1 
    


M s s s

J s
   . (22) 

Введем виртуальные (локальные) законы управления su , eu  и u  в виде 

     2
0

1* *

m

 
      

 
s T

r r r r
e

u
T q T T F

u
, (23) 

1
 u M

J
. (24) 

Теперь подставим (23) и (24) в выражения (21) и (22) и запишем полученные выражения в покоор-
динатной форме: 

  02     ss s s e e u    , 

 2
02     ee s s e s u    , 
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s 


    


s s s u   . 

Выберем локальные законы управления в виде 

  02     s su k v s s e e   , (25) 

 2
1 2 02     e e eu k e k e s s e s    , (26) 

 1 2  


      


u k k s s s

s
   , (27) 

где sk , 1ek , 2ek , 1k  и 2k  – положительные постоянные коэффициенты. 

Наконец, найдем результирующие законы управления, перейдя к первоначальным координатам: 

     2
0

* *  
      

  

sT
r r r

e

u
F mT T T q

u
 , (28) 

M Ju . (29) 

Таким образом, выполняется следующее утверждение. 
Утверждение. Пусть имеется задачно-ориентированная модель объекта управления вида  

(19)–(20). Тогда существуют такие постоянные положительные коэффициенты  sk , 1ek , 2ek , 1k  и 2k , 

что при достаточно малых отклонениях e ,   входные воздействия вида (28)–(29) совместно с локаль-

ными регуляторами (25)–(27) обеспечивают асимптотическое обнуление скоростного, ортогонального и 
углового отклонений, т.е. выполнение поставленных подзадач 1–3. 

Далее продемонстрируем работоспособность полученных законов управления на численном при-
мере. 
 

Пример 
 

Для иллюстрации работы предложенных алгоритмов рассмотрим задачу избегания столкновения с 
подвижным препятствием при движении по заданной траектории. 

Робот движется по желаемой траектории в виде прямой линии S , заданной в виде 

  0sin cos 0* *        r r rq x y , 

где 3*   . Желаемая скорость движения мобильного робота 1,5v   м/с. Внешний подвижный объект 

также движется по прямой с углом наклона 0 0*   и скоростью 0 0,1v   м/с. По достижении роботом 

близкой окрестности внешнего подвижного объекта происходит переключение желаемой траектории, и 
робот следует по границе этой окрестности *S , заданной в виде окружности 

  2 2 2 2 2 2 0*       r r r r rq x y R x y R . 

Результаты моделирования описанной задачи представлены на рис. 3. 
 

 
 

Рис. 3. Результаты моделирования движения мобильного робота вдоль желаемой траектории  
при наличии внешнего подвижного объекта 

 

На рис. 3 черной пунктирной линией представлена желаемая траектория S , синей пунктирной ли-

нией – круговая граница окрестности внешнего подвижного объекта *S , красной непрерывной линией – 
траектория движения объекта управления. Как видно из рисунка, разработанные алгоритмы успешно ре-
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шают поставленную задачу движения мобильного робота вдоль желаемой траектории при наличии 
внешнего подвижного объекта. 
 

Заключение 
 

В данной работе предложена модификация алгоритма траекторного управления, основанного на 
стабилизации инвариантных многообразий, и решена на его основе задача траекторного управления в 
нестационарной внешней среде, в частности – при наличии в рабочем пространстве робота внешнего 
подвижного объекта. Приоритет дальнейших исследований состоит в расширении спектра рассматривае-
мых вариантов действий робота при обнаружении подвижных и стационарных препятствий, препятст-
вующих движению по желаемой траектории. Также предметом дальнейшего анализа должна стать разра-
ботка версии этого регулятора при отсутствии измерений скорости. 
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