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Аннотация 
Предмет исследования. Проведен анализ эффективности резервированного обслуживания запросов, критичных к 
времени их суммарного поэтапного ожидания, в очередях узлов многоуровневого кластера. Выполнен поиск 
проектных решений по организации многоэтапного резервированного обслуживания копий запросов в 
многоуровневом кластере, позволяющей повысить вероятность своевременного обслуживания запросов, критичных 
к суммарному времени ожидания на всех уровнях (этапов обслуживания) системы. Метод исследования. Построены 
модели многоэтапного резервированного обслуживания копий запросов в многоуровневом кластере. Эффективность 
резервирования оценивается по вероятности непревышения суммарного поэтапного времени ожидания в очередях 
узлов всех уровней заданного предельного допустимого времени. Проведен выбор наилучших вариантов 
организации резервированного обслуживания запросов, при этом запрос считается выполненным успешно, если хотя 
бы для одной безошибочно выполненной его копии суммарное время этапов ожидания в очередях узлов всех уровней 
кластера не превосходит предельно допустимое значение ожидания. Полученные результаты. Выполненные на 
основе расчетов эксперименты с использованием предложенных моделей позволили на примере трехуровневого 
кластера установить зависимости вероятности непревышения допустимого времени суммарного поэтапного 
ожидания запроса от интенсивности запросов, кратности резервирования и значения предельно допустимого 
суммарного времени ожидания запросов в очередях узлов всех уровней кластера. Показано существование области 
эффективного резервированного обслуживания запросов в многоуровневых кластерах и оптимальной кратности 
резервирования копий запросов в зависимости от загрузки системы и ограничений на допустимое суммарное время 
поэтапного ожидания в очередях узлов кластеров всех уровней. Практическая значимость. Предложенные модели 
могут быть использованы при оценке надежности и своевременности резервированных процессов обслуживания, 
критичных к ожиданию запросов, а также при обосновании выбора дисциплин и параметров обслуживания в 
многоуровневых компьютерных системах, в том числе реального времени. 
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Abstract 
Subject of Research. The paper deals with effectiveness analysis of redundant service of requests time-critical to total 
gradual waiting in the queues of multi-tier clustering nodes. We search for design solutions on the organization of multi-stage 
redundant service of copies of requests in multi-tier cluster that makes it possible to increase the probability of timely 
servicing of requests critical to the total waiting time for all system levels (stages of maintenance). Method. We modeled the 
multi-stage redundant service of copies of requests in multi-tier cluster. The redundancy effectiveness is estimated by the 
probability of not exceeding the total phased waiting time in queues of nodes for all levels specified for the maximum 
allowable time. We selected the best options for the organization of redundant requests; the request is considered successful if 
at least for one accurately executed copy, total waiting time of the stages in the queues of the nodes at all levels of the cluster 
does not exceed the maximum allowable waiting value. Main Results. The experiments based on calculations carried out 
with the use of the proposed models on the three-tier cluster example gave the possibility to elucidate the dependence of 
probability of not exceeding the allowable total request time on the intensity of requests, the multiplicity of redundancy and 
the maximum allowable cumulative waiting time of requests in the queues of the nodes at all cluster levels. We have shown 
the existence of efficient redundant service of requests in multi-tier clusters, and the optimal multiplicity of redundancy of 
request copies depending on the system load and constraints on the allowable total time of staged waiting in the queues of the 
nodes in the clusters at all levels. Practical Relevance. The proposed models can be used to assess the reliability and 
timeliness of the service processes that are critical to request waiting time, as well as in the justification of selection of 
disciplines and service parameters in multi-tier computer systems, including real-time ones.  
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Введение 
 

Современные центры хранения и обработки данных строятся на основе многоуровневой архитек-
туры при резервировании и консолидации ресурсов каждого уровня, что позволяет обеспечить высокую 
надежность [1–3], безопасность [4–6], доступность и производительность структуры системы [7–11], а 
также организуемых в ней вычислительных процессов, в том числе процессов реального времени, кри-
тичных к задержке выдачи результатов. Для систем, критичных к задержкам выдачи результатов, надеж-
ность вычислительного процесса характеризуется не только вероятностью работоспособности структуры 
во время выполнения требуемых функций, но и вероятностью их реализации к заданному моменту вре-
мени при обеспечении, в ряде случаев, непрерывности вычислительного процесса. 

Оценка вероятности не превышения времени ожидания заданного предельно допустимого значе-
ния для систем массового обслуживания (СМО) типа M/M/1 (классификация Кендалла [12]) может быть 
получена на основе известной формулы для стационарного распределения времени ожидания [12]. Мо-
дификация этой формулы для одноуровневого кластера, представляемого группой одноканальных СМО 
типа M/M/1, предложена в [13]. Оценка вероятности непревышения времени ожидания предельно допус-
тимого значения в двухуровневых компьютерных систем кластерной архитектуры, узлы которых пред-
ставляются одноканальными СМО, предложена в [14]. 

Для систем, критичных к задержкам ожидания запросов, вероятность своевременного получения 
результата может быть повышена при резервированном обслуживании копий поступающих запросов 
[15]. Однако при резервировании вычислений возникает техническое противоречие, связанное с увеличе-
нием загрузки СМО из-за копирования запросов, что обусловливает необходимость поиска области эф-
фективности резервированного обслуживания [15], определяемой в зависимости от дисциплины обслу-
живания с учетом длины очереди [15–17] или интенсивности входного потока запросов. Так, для дисцип-
лины, названной в [16, 17] «широковещательное обслуживание с копированием запроса», при поступле-
нии запроса в многоканальную СМО резервированное обслуживание предлагается проводить только для 
запросов, поступающих при пустой общей очереди, что, как установлено в [16, 17], позволяет сократить 
среднее время ожидания запросов. 

Для повышения надежности и своевременности обслуживания всех критичных к задержкам ожи-
дания запросов в одноуровневом компьютерном кластере, представляемом группой одноканальных СМО 
типа М/М/1 с бесконечными очередями, в [15] предлагается дисциплина с копированием и резервирован-
ным обслуживанием всех запросов, вне зависимости от длины очереди в момент их поступления. Эффек-
тивность резервированного обслуживания копий запросов, критичных к времени ожидания, как показано 
в [15, 18–20], зависит от дисциплины уничтожения неактуальных копий запросов, т.е. копий, находящих-
ся в очередях после обслуживания хотя бы одной из них в других СМО или при истечении допустимого 
времени ожидания [18–20]. Резервирование процессов обслуживания запросов, критичных к времени 
ожидания, может использоваться не только в кластерных системах компьютеров, но и в системах резер-
вированной передачи данных [21–24]. 

В предлагаемой работе впервые ставится задача построения модели для оценки вероятности свое-
временного обслуживания в многоуровневых кластерных системах (начиная с трехуровневых), в том 
числе с резервированием ресурсов на каждом уровне. Модель ориентирована на исследование эффектив-
ности резервированного обслуживания копий запросов, критичных к времени их суммарного поэтапного 
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ожидания, в очередях узлов всех уровней. Отличие предлагаемой модели заключается в возможности 
учета при оценке вероятности своевременного выполнения запросов, многоэтапности их обслуживания и 
поэтапного накопления времени ожидания в очередях одноканальных СМО, реализующих этапы обслу-
живания на разных уровнях кластера. 

Цель исследования – поиск проектных решений по организации многоэтапного обслуживания за-
просов (в том числе, возможно, резервированного) в многоуровневом кластере, позволяющих повысить 
вероятность своевременного обслуживания запросов, критичных к суммарному времени ожидания, на 
всех уровнях (этапов) системы. 
 

Объект исследования 
 

В качестве объекта исследования рассмотрим многоуровневый компьютерный кластер, имеющий 
три или большее число уровней, причем узлы каждого уровня могут резервироваться с различной крат-
ностью. В общем случае будем считать, что в кластере выделяется h уровней. В качестве уровней анали-
зируемой системы могут рассматриваться кластеры, объединяющие WEB-серверы, серверы приложений, 
серверы баз данных, системы хранения и др. Поступающие на каждый уровень запросы сбалансированно 
распределяются между узлами кластера соответствующего уровня. Для каждого поступающего в много-
уровневый кластер запроса при необходимости могут создаваться копии, каждая из которых обслужива-
ется сначала одним из n1 узлов первого уровня, затем одним из n2 узлов второго уровня и т д. Различные 
копии на каждом уровне кластера обслуживаются разными узлами. 

В качестве критерия эффективности функционирования многоуровневого кластера, критичного к 
времени ожидания запросов, будем рассматривать вероятность непревышения суммарного поэтапного 
времени ожидания в очередях узлов заданного предельного допустимого времени t0. 

При резервированном обслуживании запрос считается выполненным успешно, если хотя бы для 
одной безошибочно выполненной его копии суммарное время этапов ожидания в очередях узлов всех 
уровней кластера не превосходит предельно допустимое значение ожидания t0. 
 

Модель трехуровневой системы 
 

При построении модели будем предполагать, что при поступлении запроса формируются k его ко-
пий, которые поэтапно обслуживаются сначала k узлами кластера первого, затем – второго уровня и так 
далее до верхнего уровня. Будем считать, что в кластерах первого, второго и третьего уровней число уз-
лов равно n1, n2, n3, а средние времена выполнения в них копии запроса соответственно равны v1, v2, v3. 

Каждый узел кластера представим системой массового обслуживания типа M/M/1 с бесконечной 
очередью [12]. 

Предельно допустимое суммарное время ожидания запросов в очередях узлов всех уровней кла-
стера t0 разобьем на N одинаковых интервалов, длительности которых равны t=t0/N. Выделим моменты 
начала отсчета интервалов ожидания i=0, 1,…, N–1. В кластере первого уровня отсчитываются интервалы 
i1=0, 1,.., N–1, второго уровня – интервалы i2=0, 1,.., N–1– i1, третьего уровня – интервалы i3=0, 1,..,  
N–1– i1–i2 и т.д. Остаточное время допустимого ожидания в очереди узлов h-го уровня кластера, таким 
образом, вычисляется как th =t0 – (i1+ i2+…+ih–1) (t0/N). 

Для трехуровневого кластера (h=3) вероятность непревышения суммарного времени поэтапного 
ожидания в очередях всех уровней предельно допустимого ожидания t0 вычислим как 

1

1 2 1 2

1 2

11

3 ,
0 0

N iN

i i i i
i i

P P P P
 

 

   , 

где вероятность того, что время ожидания запросов в узле кластера первого уровня соответствует i1-му 
(i1=1, 2,…N–1) интервалу ожидания, отсчитываемому от момента времени (i1–1)(t0/N) до момента време-
ни i1(t0/N), определяется как 
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где Λ – интенсивность суммарного потока поступающих в кластер запросов. 

Вероятность того, что время ожидания запросов в узле кластера второго уровня принадлежит i2-му 
(i2=1, 2,…N–1–i1) интервалу ожидания, отсчитываемому от момента времени (i2–1)(t0/N) до i2(t0/N), вы-
числяется как 



В.А. Богатырев, С.В. Богатырев  
 

Научно-технический вестник информационных технологий, механики и оптики,  
2017, том 17, № 5  875 

2 2

12 0
2 2

2 2

1 exp ,i i

i t
P v v b

n N n
   

         
 

 
2

0 2 1
2 2 2

2 2

2

1
1 exp , 1,

0, 0

i

t i
v v if i

b n N n

if i


     
           

 

. 

Случаи, когда i1=0 или i2=0, отражают поступление запроса (или его копии при резервированном 
обслуживании) соответственно в узел кластера первого или второго уровня при его незанятости, вероят-
ность указанных событий определяется как 
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Вероятность того, что время ожидания запросов в узле кластера третьего уровня не превосходит 
остаточное время ожидание, вычисляется как 
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При интенсивности потока запросов Λ0 и создании k копий каждого запроса (k – кратность резер-
вирования запросов) при его резервированном обслуживании суммарная интенсивность копий запросов, 
поступающих в кластер (до распределения по узлам) каждого уровня, определяется как 0k   , в част-

ности при нерезервированном обслуживании 0   . При независимом выполнении каждой копии в 

узлах кластера вероятность R не превышения суммарного ожидания на трех этапах обслуживания хотя 
бы для одной из k копий допустимого предела t0 вычислим как 

3 31 (1 ) .kR P    

Таким образом, определена вероятность своевременного обслуживания в трехуровневом кластере 
хотя бы одной из k создаваемых копий в предположении безотказности и безошибочности ресурсов, за-
действованных при выполнении копии запроса. 
 

Модель h-уровневой системы 
 

Для h-уровневого кластера вероятность непревышения суммарного времени поэтапного ожидания 
в очередях всех уровней установленного предела t0 определим как 
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при j= 1, 2,…, (h–1). Вероятность того, что время ожидания запросов в узле кластера h уровня не превос-
ходит остаточное время ожидания после прохождения запроса с первого по (h–1)-й этапов обслуживания 
вычисляется как 
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При независимом выполнении каждой копии в узлах кластера внутри каждого уровня вероятность 
Rh не превышения суммарного ожидания на h этапах обслуживания хотя бы для одной из k копий допус-
тимого предела t0 в предположении безотказности узлов системы и безошибочности в них вычислений 
определим как: 
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Если интенсивность отказов узлов и ошибок, возникающих во время ожидания, равна 0λ , а во 

время вычислений – λ v , то вероятность своевременного и безошибочного h-этапного обслуживания хотя 

бы одной из k резервных копии запроса в h-уровневом кластере определим как 
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Результаты расчетов 
 

При расчетах будем считать, что число уровней кластера h=3, число узлов на уровнях  
n1 = n2 = n3=10, а средние времена поэтапного выполнения запросов v1 = v2 = v3 = 0,3 с. Расчет проведем 
для идеального случая безошибочности вычислений при безотказности узлов. 

На рис. 1 представлена зависимость вероятности P не превышения допустимого времени t0 сум-
марного поэтапного ожидания запроса в трехуровневом кластере от интенсивности запросов Λ0 при по-
этапном нерезервированном (рис. 1, а) и резервированном (рис. 1, б) обслуживании запросов. На рис. 1, а, 
кривые 1–3 отражают допустимое время ожидания t0= 0,5; 1; 2 с соответственно. 

На рис. 1, б, кривые 1–3 соответствуют вероятности не превышения допустимого времени сум-
марного ожидания запроса t0=1 с при кратности резервированного обслуживания запросов k=1, 2, 3; кри-
вые 4–6 – вероятности непревышения допустимого времени суммарного ожидания запроса при кратно-
сти резервированного обслуживания k=3 для t0= 0,6; 0,8; 1,2 с. 

Из представленных зависимостей видно, что эффективность резервированного обслуживания при 
различной его кратности зависит от ограничений на предельно допустимое ожидание t0 и от загруженно-
сти узлов, при этом чем меньше загруженность (интенсивность запросов), тем большая кратность резер-
вирования целесообразна. Таким образом, существует зависимость оптимальной кратности резервирова-
ния от загруженности узлов системы и от предельно допустимого суммарного времени поэтапного ожи-
дания на всех этапах обслуживания. 

На рис. 2 приведена зависимость вероятности своевременности трехэтапного обслуживания R от 
его кратности резервирования (числа формируемых копий запросов) k для различных значениях интен-
сивностей потока запросов (рис. 2, а) и допустимого суммарного времени ожидания t0 (рис. 2, б). На 
рис. 2, а, кривые 1–4 соответствуют значениям Λ =5; 4; 3, 2 1/с при t0 =1 с, а на рис. 2, б, кривые 1–5 – 
значениям t0 =0,4; 0,6; 0,8; 1; 1,5 с при Λ= 5 1/с. 

 
 

 
 а б  

 

Рис. 1. Вероятность P непревышения допустимого времени t0 суммарного ожидания запроса 
в трехуровневом кластере при: нерезервированном обслуживании (а); резервированном обслуживании 

запросов (б) 
 

 
 а б 

 

Рис. 2. Зависимость вероятности своевременности обслуживания R от кратности его резервирования  
k для различных значениях интенсивностей потока запросов (а) и допустимого суммарного времени  

ожидания t0 (б) 
 

Приведенные графики позволяют сделать вывод о существовании оптимальной кратности резер-
вированного обслуживания, причем, чем меньше загруженность системы (интенсивность потока запро-
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сов) и меньше допустимое суммарное время ожидания на всех этапах обслуживания, тем больше опти-
мальная кратность резервирования, при которой достигается максимум вероятности своевременности 
многоэтапного обслуживания. Следует заметить, что оптимальная кратность резервированного обслужи-
вания запросов может быть не обязательно целой – ее нецелое значение соответствует смешанной страте-
гии обслуживания, при которой с некоторыми вероятностями выбираются целые значения кратностей из 
заданного ряда. 
 

Заключение 
 

Для многоуровневых компьютерных систем, предполагающих поэтапное выполнение запросов в 
узлах кластеров всех уровней, предложена аналитическая модель и определена эффективность резерви-
рованного обслуживания запросов, критичных к суммарной задержке поэтапного ожидания, в очередях 
узлов кластеров разных уровней. 

Проанализировано влияние кратности резервированного обслуживания в трехуровневой вычисли-
тельной системе кластерной архитектуры на вероятность своевременного выполнения запросов с учетом 
их поэтапного резервированного выполнения в кластерах всех уровней. 

Показано существование области эффективного резервированного обслуживания копий запросов в 
многоуровневых кластерах и оптимальной кратности резервирования копий запросов в зависимости от 
загрузки системы и ограничений на допустимое суммарное время поэтапного ожидания в очередях узлов 
кластеров разных уровней. 

Предложенные модели могут быть использованы при оценке надежности и своевременности 
функционирования резервированных процессов обслуживания критичных к ожиданию запросов и при 
обосновании выбора дисциплин и параметров обслуживания в многоуровневых компьютерных системах, 
в том числе реального времени. 
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