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Аннотация 
Предмет исследования. Рассмотрена одна из актуальных задач спектроскопии – разделение (сепарация) близких 
спектральных линий. Метод. Задача решена математическим и компьютерным путем. Выполнена минимизация 
функционала невязки между измеренным и рассчитанным спектрами. При этом линии-компоненты смоделированы 
гауссианами, и задача сводится к отысканию их параметров. Основной результат. Для минимизации функционала 
предложена модификация метода координатного спуска с использованием способа сужающихся ограничений. Для 
сглаживания и дифференцирования зашумленных экспериментальных спектральных данных предложено использо-
вать сплайны. Разработано программное обеспечение на MatLab и выполнена обработка ряда спектров. Практиче-
ская значимость. Разработанная методика может быть использована для восстановления тонкой структуры спек-
тров и, тем самым, для повышения разрешающей способности спектрометров. 
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Abstract 
Subject of Research. We consider one of the actual problems of spectroscopy, that is, the separation of close spectral lines. 
Method. The problem is solved by a mathematical (computer) way, namely, by minimizing a functional of discrepancy 
between the measured and calculated spectra. In this case, the lines (components) are modeled by Gaussians and the problem 
is reduced to localization of their parameters. Main Results. To minimize the functional we propose the coordinate descent 
method modification with the use of decremental constraints technique. To smooth and differentiate noisy experimental 
spectral data, we suggest using splines. The software on MatLab is developed and a number of spectra are processed. 
Practical Relevance. The developed technique can be used to restore the fine structure of spectra and, thereby, to increase 
the resolving power of spectrometers. 
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Введение 
 

В ряде работ ([1–8] и др.) рассматривается характерный для спектроскопии случай, когда отдель-
ные линии перекрываются в той или иной степени вследствие их близости или из-за наличия магнитного 
или электрического поля, в результате чего каждая линия расщепляется на ряд перекрывающихся компо-
нент (эффект Зеемана или Штарка) и создается сверхтонкая структура линии. Эффект перекрытия спек-
тральных линий в спектре имеет место также, например, для колебательных спектров вещества в конден-
сированном состоянии [7]. Перекрытие создается за счет того, что взаимодействие молекул в жидкости 
ведет к уширению линий в спектре и, как следствие, к их частичному наложению. 

Возникает актуальная задача разделения (сепарации) отдельных линий-компонент путем матема-
тической и компьютерной обработки спектра. Данную задачу сформулируем следующим образом. 
 

Формулировка задачи 
 

Пусть дан суммарный измеренный спектр z(λ), где λ – длина волны, равный сумме N отдельных 

линий-компонент с профилями интенсивности ( )jz  , 1,j N , т.е. 

1

( ) ( ),
N

j
j

z z a b


      , (1) 

где j – номер линии, [a,b] – пределы суммарного спектра (ограниченная протяженность интервала реги-
страции). Требуется на основе суммарного (обычно зашумленного) измеренного спектра z(λ) восстано-
вить профили отдельных линий-компонент ( )jz  , а также определить их число N. При этом возможно 

моделировать профили линий некоторыми функциями (гауссианами, лоренцианами и т.д.) и использовать 
дополнительную информацию о линиях (начальные приближения параметров линий, диапазоны измене-
ния параметров и т.д.). 

Строго говоря, данная задача является некорректной (может не существовать решения, решение мо-
жет быть неединственным или неустойчивым) [9–12]. Однако за счет использования дополнительной ин-
формации задача может стать промежуточной между корректными и некорректными задачами [12] и может 
иметь корректное решение, даже если не использовать, например, метод регуляризации Тихонова [9–11]. 
 

Оценка числа компонент 
 

Важным и изначальным является вопрос о числе компонент-линий N, входящих в суммарный 
спектр z(λ). Во многих публикациях ([1, 4, 6, 7] и др.) для оценки числа компонент N (а также координат 
максимумов линий  ) используется метод производных суммарного спектра ( )l ld z d   обычно 1-го,  

2-го и 4-го порядков (т.е. l = 1, 2 или 4). Этот метод был предложен в работе [1], где была использована 
производная лишь 1-го порядка, а затем метод распространен на производные различных порядков 
[4, 6, 7]. 

Суть метода производных или дифференцирования состоит в следующем. 
Моделируем каждую линию ( )jz   гауссианой1: 

2

2

( )
( ) exp

2
j

j j
j

z A
  

     
, (2) 

где jA  – амплитуда линии, j  – координата максимума (ее центральная длина волны), σj – среднеквадра-

тическое отклонение (СКО), причем 2ln2 1 1773j j j,      – полуширина гауссианы по относитель-

ному уровню 0,5 [6, 13, 14]. 
Производная 1-го порядка от ( )jz   по λ равна (ср. [1]) 
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2 2
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2

j j
j j

j j

z A
                   

, (3) 

а производная 2-го порядка равна (ср. [6]) 

   2 2

2 2 2
( ) exp 1

2

j jj
j

j j j

A
z

                  
     
   

. (4) 

Из формул (3) и (4) следует, что 

                                                      
1 Изложенная далее методика может быть распространена также на случай моделирования линии лоренцианой, 
экспонентой и т.д.  
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( ) 0jjz   , (5) 
2( )j j j jz A     , (6) 

т.е. нулевое значение 1-й производной указывает на j  (на максимум j-й компоненты-линии), а отрица-

тельный экстремум 2-й производной также указывает на линию. При этом можно получить оценку ам-
плитуды jA  (при наличии оценки j ): 

2 ( )j j j jA z   . (7) 

В работах [6, 7] и др. используется также производная 4-го порядка (ее положительные экстремумы 
указывают на линии). При этом в работе [6] предложена оригинальная методика, согласно которой вы-
числяются свертки 2-й и 4-й производных с отдельно взятым пиком (линией) типа (2). Это позволило 
оценить j  и jA . 

Однако при обработке реального (измеренного) спектра необходимо численно дифференцировать 
его. При этом спектр обычно зашумлен, и его численное дифференцирование, тем более вычисление 
производной 4-го порядка, будет отягощено значительными погрешностями. Можно отфильтровать шу-
мы, например, фильтром Савицкого–Голея (с помощью m-функции sgolayfilt.m в системе MatLab) 
[15, С. 193]. Можно также аппроксимировать спектр сглаживающим сплайном [16, С. 42; 17, С.  223; 18; 
19] и дифференцировать сплайн или использовать метод производных без применения производной 4-го 
порядка. 

Заметим также, что на практике отдельные линии ( )jz   не могут быть дифференцированы в силу 

их недоступности, а может быть дифференцирован лишь суммарный спектр z(λ) согласно (1). В результа-
те этого параметры отдельных линий (в первую очередь j ) будут определяться по производным (см. 

(3)–(7)) с погрешностями. Поэтому нужно использовать далее более точный метод сепарации линий 
(Нелдера–Мида и др.), при этом значения j , jA , j  и N, оцененные по производным, полагать в каче-

стве начальных приближений. 
Следующие методы могут быть использованы для более точной сепарации линий: симплекс-метод 

Нелдера–Мида [10, 20, 21], метод Фурье-самодеконволюции спектра [3, 7], метод «полуслепой» спек-
тральной деконволюции [8], метод генетических алгоритмов [5, 7, 21, 22] и др. Метод Нелдера–Мида 
нами использован далее. Что касается метода Фурье-самодеконволюции [3], то в нем для разрешения 
перекрывающихся линий используется аподизация – усечение интерферограммы, по которой с помощью 
преобразования Фурье вычисляется спектр в Фурье-спектрометрах [23]. За счет аподизации ширины ли-
ний искусственно уменьшаются (до 5 раз), т.е. истинные профили линий-компонент искажаются ради их 
разрешения. 

В данной работе для начальной оценки числá компонент N и координат их максимумов   (а также 
амплитуд A) используются производные суммарного спектра z лишь 1-го и 2-го порядков. При этом для 
повышения точности дифференцирования в случае зашумленности спектра предлагается использовать 
его сплайн-аппроксимацию. Затем параметры линий-компонент уточняются путем минимизации функ-
ционала невязки модифицированным методом координатного спуска (с использованием сужающихся 
ограничений на параметры) и для сравнения методом Нелдера–Мида (с заданием начальных приближе-
ний параметров). При этом аподизация и регуляризация не используются1. 
 

Прямая задача 
 

Начнем с прямой задачи – формирования или моделирования перекрывающихся линий-компонент, 
их суммарного спектра и добавления шумов. 

Полагаем, что спектр z(λ) есть сумма N линий-компонент согласно (1). Моделируем каждую линию 
( )jz   гауссианой согласно (2). Полагаем, что суммарный спектр z(λ) может быть зашумлен: 

( ) ( ) noisez z    , (8) 

где noise – адаптивный шум2. На рис. 1 приведен случай трех линий в виде гауссиан и суммарный спектр 
незашумленный и с шумом. 
 

                                                      
1 Не используется также аппаратная функция спектрометра, дополнительно сглаживающая спектр. Ее влияние, 
связанное с решением интегрального уравнения, будет рассмотрено в отдельной публикации. 
2 Шум может быть гауссов, рэлеевский, равномерный и т.д. Однако мы будем формулировать методику обработки 
зашумленного спектра, чувствительную не столько к типу шума, сколько к таким его характеристикам, как 
математическое ожидание (МО) и, особенно, СКО z. Это будет достигнуто за счет использования сглаживающих 
сплайнов и ограничений на решение. 
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Рис. 1. Исходные спектры. 1, 2, 3 – истинные перекрывающиеся линии (гауссианы) z1(λ), z2(λ), z3(λ); 
 4 – суммарный спектр z(λ) = z1(λ) + z2(λ) + z3(λ) –  незашумленный (непрерывная линия) и зашумленный 

(квадратики) 5-процентным шумом (δz = 0,1) 
 

В примере на рис. 1 параметры трех линий jA , j , j , 1,j N , где N = 3, объединены в единый 

вектор p длиной 3N = 9: 

1 1 1 2 2 2 3 3 3[ , , , , , , , , ]p A A A       .  (9) 

Точные (exact) параметры трех линий заданы равными  
pe = [3,7; 565; 3,6; 6,1; 574; 4,2; 2,8; 583; 3,9],  

причем значения λ в (1)–(4), (8) заданы на дискретной сетке узлов: λi = a + h(i – 1), где 1,i n  – номер 
узла дискретизации, a = λmin = 550 нм, b = λmax = 600 нм, h = Δλ = 1 нм – шаг сетки, n = (b – a)/h + 1 = 51 – 
число узлов, приходящихся на интервал регистрации [a, b], а на контур каждой линии в пределах 

3 , 3[ ]j j j j       приходится соответственно 21, 37 и 23 отсчета. 

Суммарный спектр z(λ) рассчитан по формуле (1) при λ = λi, 1,i n . Рис. 1 показывает, что отдель-

ные линии-компоненты ( )jz   в суммарном спектре ( )z   проявляются слабо. К значениям z(λ) были до-

бавлены случайные нормальные погрешности δz (см. (8)) с СКО, равным z = 0,1, что соответствует при-
мерно 5% погрешности z (довольно значительная погрешность). 

В работе [6] введено удобное понятие степени наложения пиков-линий (в наших обозначениях): 
D    , (10) 

где τ – полуширина пиков, а Δ – расстояние между соседними пиками. Однако формула (10) применима 
лишь для случая, когда полуширины соседних пиков одинаковы. А для случая, вообще говоря, разных 
полуширин пиков предлагаем следующую формулу, как обобщение формулы (10): 

, 1 , 1 , 1 , 1, 1j j j j j jD j N       , (11) 

где , 1 1( ) 2j j j j       – средняя полуширина соседних (j и j+1) пиков, а , 1 1j j j j      – расстояние 

между соседними пиками. 
Однако формула (11) применима, строго говоря, для случая одинаковых амплитуд соседних пиков: 

1j jA A  . Предлагаем следующую формулу для случая, вообще говоря, разных jA  и 1jA   как обобщение 

формулы (11): 

, 1 1
, 1

, 1 1

1 1, 1j j j j
j j

j j j j

| A A |
D , j N

A A
 


 

  
       

. (12) 

Если 1j jA A  , то формула (12) переходит в формулу (11). А если, например, 1j jA A  , то 

, 1 , 1 , 12j j j j j jD      . Формула (12) показывает, что чем шире пики, чем они ближе друг к другу и чем 

больше отличаются их амплитуды, тем больше степень наложения пиков D и тем сложнее будет разде-
лить пики при решении обратной задачи (см. далее). Используем также величину 

1

, 1
1

1

1

N

j j
j

D D
N







   (13) 

– среднее значение степени наложения. 
В таблице в варианте 1 приведены данные прямой задачи по рис. 1. 
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Но-
мер 
ва-
ри-
анта 

Тип линий, 
величина 
шума z 

Точные 
параметры 
трех линий 

Степени на-
ложения 
D12, D23 
и D  

(см. (12), (13))

Параметр 
P  

сглажива-
ния спек-
тра z(λ) 
сплайном

На что указы-
вают производ-
ные z′(λ) и z′′(λ) 
после сглажи-
вания z(λ) 
сплайном 

Число итераций I и 
погрешность δp 

в методе координа- 
тного спуска (КС) 
(s задает нач. шаг) 

в методе 
Нелдера– 
Мида (НМ)

1 

Линии – 
гауссианы, 
z = 0,1  

(5% шум) 

3,7; 565; 3,6; 
6,1; 574; 4,2; 
2,8; 583; 3,9 
(см. рис. 1) 

0,635; 0,726;
0,681  

(см. рис. 1) 

0,4  
(см. z(λ) 

на 
рис. 2, а) 

на λ = 574; 
на λ = 563, 573

и 583 
(см. рис. 2) 

I = 18, δp = 0,0103 
при s = 100 (рис. 3); 
I = 27, δp = 0,0137 

при s = 10 

I = 1098, 
δp = 0,0697 
(см. рис. 4) 

2 

Линии – 
гауссианы, 
z = 0,05  

(2,5% шум) 

3,7; 566; 3,6; 
6,1; 574; 4,2; 
2,8; 582; 3,9 

0,714; 0,817;
0,766 

 
0,5 

на λ = 573; 
на λ = 565, 574 

и 583 

I = 18, δp = 0,0433  
при s = 100; 

I = 27, δp = 0,0408 
при s = 10 

I = 1245, 
δp = 0,0685

3 

Линии – 
гауссианы, 
z = 0,1  

(5% шум) 

3,7; 565; 3,6; 
3,5; 574; 4,2; 
2,8; 583; 3,9 

 

0,524; 0,589;
0,556 

 

0,2 
 

на λ = 566, 573; 
на λ = 564, 574 

и 583 
 

I = 18, δp = 0,0075 
при s = 100; 

I = 27, δp = 0,0122 
при s = 10 

I = 1146, 
δp = 0,0718

4 

Линии – 
гауссианы, 
z = 0,05  

(2,5% шум) 

3,7; 567; 3,6; 
3,5; 574; 4,2; 
2,8; 581; 3,9 
(см. рис. 5) 

0,674; 0,757;
0,715 

(см. рис. 5) 

0,5 
(см. z(λ) 
на рис. 6)

на λ = 569; 
на λ = 565, 575 

и 580 
(см. рис. 6) 

I = 18, δp = 0,0351  
при s = 100 (рис. 7); 
I = 27, δp = 0,0356 

при s = 10 

I = 1068, 
δp = 0,0445 
(см. рис. 8) 

 

Таблица. Зависимость сепарации трех линий от различных факторов  
 

Обратная задача 
 

Под обратной задачей подразумевается задача сепарации (разделения) линий. Обратная задача яв-
ляется более сложной и важной, чем прямая задача. 

Сначала оценим число компонент N в примере на рис. 1, для чего используем метод производных. 
Численно, например, с помощью m-функции diff.m находим производные 1-го порядка ( )z   и 2-го по-

рядка ( )z   по λ суммарного спектра z(λ). На рис. 2, а, приведен спектр z(λ), зашумленный 5-процентным 

шумом. Первая производная ( )z   от зашумленного спектра z(λ) дает очень неустойчивый результат 

(пунктир на рис. 2, б). Еще более неустойчивый результат дает вторая производная ( )z   (пунктир на 

рис. 2, в). 
Чтобы сделать процедуру дифференцирования устойчивой, мы аппроксимировали зашумленный 

спектр ( )z   сглаживающим кубическим сплайном [16, 17] с помощью m-функции csaps.m (ср. [18, 19]) и 

затем дважды дифференцировали сплайн. Заметим, что степень сглаживания сплайна регулируется пара-
метром сглаживания P ∈ [0, 1], причем при P = 0 сплайн получается максимально гладким, а при P = 1 
сглаживание отсутствует, и сплайн становится интерполирующим. 

 

 
 а  б  в 

 

Рис. 2. Метод производных. Исходная функция z(λ) незашумленная (непрерывная линия), зашумленная 
(квадратики) и сглаживающий сплайн (точки) (а); 1-я производная z′(λ) от зашумленной функции z(λ)  
(пунктирная линия) и от сплайна (непрерывная линия) (б); 2-я производная z′′(λ) от зашумленной z(λ) 

(пунктирная линия) и от сплайна (непрерывная линия) (в) 
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Данный параметр P близок к 1 – , где  – параметр регуляризации [17, C. 223]. Чем больше P (а, 
значит, чем меньше ), тем меньше гладкость сплайна, и наоборот. Параметр P можно выбирать спосо-
бом подбора такого значения P, при котором производные ( )z   и ( )z   имеют умеренную гладкость, 

причем 1-я производная дает четкий нулевой отсчет (или несколько отсчетов), а 2-я производная дает 
отрицательные экстремумы в количестве ≈ N, где N – предполагаемое количество линий. 

На рис. 2, а, точками представлен сглаживающий сплайн, а на рис. 2, б, в, непрерывными линиями 
– производные ( )z   и ( )z   от сплайна. При этом способом подбора выбрано умеренное значение па-

раметра сглаживания: P = 0,4. Первая производная от сплайна имеет одно нулевое значение (см. (5)) при 
λ = 574 нм, а вторая производная – три отрицательных экстремума (см. (6)) при λ = 563, 573 и 583 нм. 
Сделан вывод, что число линий N = 3 (см. столбец 6 варианта 1 в таблице), и их центральные длины волн 
оценены как j  = 563; 573,5 и 583 нм. 

Уточнение параметров линий. После получения оценки количества компонент N на основе 1-й и 
2-й производных переходим к уточнению параметров компонент. 

Компоненты ( )jz  , 1,j N , суммарного спектра ( )z   моделируем гауссианами согласно (2), у ка-

ждой – по три искомых параметра: амплитуда jA , координата максимума j  и СКО σj. 

Далее 3N параметров объединяем в единый вектор p длиной 3N по образцу (9). Параметры Jp , 

1,3J N , находим путем минимизации функционала невязки: 

 2

1

n

i i
i

F z z


    (14) 

с ограничениями на параметры Jp  в виде  

min max , 1, 3J J Jp p p J N   , (15) 

где ( )i iz z    – измеренные значения суммарного спектра, а ( )i iz z p  – рассчитанные значения суммар-

ного спектра согласно (1) при ( ) ( )iz z   , а также согласно (2) при ( ) ( )j j iz z    и согласно (9). 

Для минимизации функционалов с ограничениями существует ряд методов: проекции градиента, 
условного градиента, сопряженных градиентов, наискорейшего спуска, оврагов, хорд, градиентного спус-
ка и др. [10, 21, 24]. В данной работе для минимизации функционала (14) мы использовали разработан-
ную нами модификацию метода координатного спуска [21, 25, 26]. В модификации метода координатного 
спуска (the method of coordinate descent) не используются градиенты, а вводятся ограничения на решение 
вида (15). Ограничения не позволяют выходить решению за пределы «коридора», даваемого неравенст-
вами (15), тем самым, обеспечивая устойчивость и сходимость решения. 

Приводим псевдокод модифицированного метода координатного спуска с использованием ограни-
чений вида (15). Псевдокод оформлен в стиле m-функции системы MatLab, но не является m-функцией, а 
дает изложение метода, удобное для компьютерной реализации (в принципе, на любом языке программи-
рования). 
function [p, Fmin, Niter] = CoDesc(F, pmin, pmax, e, s, z, x) 
% F – минимизируемый функционал, 
% pmin, pmax – массивы левых и правых ограничений для параметров, 
% e – задаваемая погрешность определения параметров (массив), 
% s – количество начальных шагов между pmin и pmax, 
% z, x – формальные параметры, передаваемые в F  
% (в данном случае z – экспериментальный спектр ( )z  , а x – сетка значений λ) 

N ← length(pmin);  
h ← (pmax – pmin) / s;  d ← h;   % h и d – массивы начальных шагов 
p ← (pmin + pmax) / 2;   % массив начальных параметров 
% Итерации: 
Niter ← 0; 
while (any( | d | ≥ e / 9 ))   % пока хотя бы один из шагов больше предельного 
  for j = 1 to N do   % j – номер параметра 
    Niter ← Niter + 1;   
    f ← F(p, z, x);   % вычисление функционала 
      while ( | hj | ≥ ej / 3 ) 
        pj ← pj + hj; 
        if (pj < pminj) then    % в случае выхода за левое ограничение 
          pj ← pminj;   
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          hj ← – hj / 3;    % уменьшение шага и смена его знака 
          continue;   % переход на while 
        end if 
        if (pj > pmaxj) then    % в случае выхода за правое ограничение 
          pj ← pmaxj; 
          hj ← – hj / 3;    % уменьшение шага и смена его знака 
          continue;   % переход на while 
        end if 
        g ← f;   % сохранение предыдущего значения функционала 
        f ← F(p, z, x); % вычисление нового значения функционала 
        if ( f  ≥ g ) then 
          hj ← – hj / 3;    % уменьшение шага и смена его знака 
        end if 
      end while 
    hj ← sign(hj) × dj;   % восстановление шага со знаком 
  end for 
  h ← h / 9;  d ← h;  % уменьшение всех шагов 
end while 
Fmin ← f; 
return 

Заметим, что не всегда можно задать достаточно узкий «коридор». В этом случае предлагается за-
давать сначала широкие ограничения (15), а затем их итеративно сужать (снова обращаясь к функции 
CoDesc), но так, чтобы решение не выходило из «коридора» (15). Данный способ называется способом 
сужающихся ограничений (the way of decremental constraints) [26]. В работе [26] он продемонстрировал 
свою эффективность в обратной задаче геофизики (гравиметрии). 

Ниже мы использовали модифицированный метод координатного спуска в соединении со спосо-
бом сужающихся ограничений для уточнения параметров линий. 
 

Численные иллюстрации 
 

В рамках системы программирования MatLab были разработаны программы для сепарации пере-
крывающихся линий. Выше в прямой задаче (а также на рис. 1, 2 и в начале таблицы) уже приведены ис-
ходные данные варианта 1 в дискретном виде и результаты дифференцирования суммарного спектра 

( )z  . 

Вариант 1 (а также другие варианты) описывает, например, физический процесс расщепления оди-
ночной спектральной линии на зеемановский триплет в магнитном поле [27, С. 199], или расщепление 
линии в электрическом поле (эффект Штарка) [27, С. 857], или масс-спектр как суперпозицию пиков га-
уссовой формы [6], или эффект перекрытия линий колебательного спектра вещества в конденсированном 
состоянии [7], когда взаимодействие молекул ведет к уширению, например, трех линий и, как следствие, 
к их частичному наложению. 

Далее выполнено уточнение параметров трех линий-гауссиан путем минимизации функционала 
(14) модифицированным методом координатного спуска (КС) с ограничениями типа (15): pmin = [3,3; 560; 
3,3; 5,6; 572; 4; 2,6; 580; 3,7], pmax = [4; 568; 3,9; 6,5; 576; 4,3; 3,1; 586; 4,3]. Методом КС выполнено 18 
итераций и получено следующее решение: p = [3,715; 565,0; 3,666; 6,068; 574,0; 4,163; 2,862; 582,9; 
3,880]. При этом достигнуто следующее значение функционала: F = 0,457. 

Среднеквадратическая погрешность решения p вычислена по формуле [26] 
1 23

2

1

1
( )

3

N

J J J
J

p w p p
N 

    
 

 , (16) 

где Jp  – вычисленные значения параметров линий, Jp  – точные параметры (известные лишь при обра-

ботке модельных спектров), а Jw
 
– весá, равные 2

mid1J Jw p , причем mid min max( ) 2J J Jp p p  . Весá Jw
 

введены потому, что искомые параметры (амплитуда, длина волны, полуширина линии) имеют, вообще 
говоря, различную физическую размерность и различный порядок величины, а введение весов делает 
слагаемые 2( )J J Jw p p  в (16) близкими по величине и безразмерными. 

Погрешность δp решения p методом КС по формуле (16) получилась равной 0,0103 при s = 100 и 
0,0137 при s = 10.1 На рис. 3 и в таблице в варианте 1 представлен результат восстановления трех линий-
гауссиан модифицированным методом КС. 

                                                      
1 В методе КС число s задает начальные шаги: hj = (pmax j – pmin j)/s. 
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Для сравнения было выполнено уточнение параметров трех линий-гауссиан путем минимизации 
функционала (14) также симплекс-методом Нелдера–Мида (НМ) [7, 20, 21], реализованным в m-функции 
fminsearch.m [28, С. 399]. Специфика метода НМ состоит в том, что он не использует ограничения, как 
модифицированный метод КС, а использует начальные приближения для параметров. Кроме того, метод 
НМ (как и КС) не требует вычисления градиентов. 

В методе НМ использовано начальное приближение для вектора p согласно (9) в виде: p = [3; 563; 
3,3; 6; 573,5; 4,4; 3; 583; 3,8]. Методом НМ было выполнено 1098 итераций и получено уточненное реше-
ние: p = [4,053; 565,3; 3,728; 5,981; 574,0; 3,755; 3,215; 582,5; 3,890]. При этом F = 0,372, а погрешность 
решения δp = 0,0697 (примерно в 6–7 раз больше, чем методом КС). На рис. 4 и в таблице в варианте 1 
представлен результат восстановления трех линий-гауссиан методом НМ. 

Если же начальное приближение для p в методе НМ положить равным p = [3,5; 567; 3,5; 6; 573; 4,4; 
3; 583; 3,8], а именно, приблизить p к точному решению, то получим более точное восстановление:  
δp = 0,0314, I = 1237. Однако такое начальное приближение на практике трудно получить. Методу КС эта 
зависимость погрешности δp от начального приближения менее свойственна, так как в нем задается су-
жающийся диапазон значений параметров (15). 

 

 
Рис. 3. Нахождение параметров трех линий-гауссиан модифицированным методом координатного спуска. 

Непрерывная линия – точный суммарный профиль z(λ), квадратики – использованный зашумленный  
профиль, пунктирные линии – найденные профили трех линий, кружки – суммарный найденный профиль, 

штрих-пунктир – точные профили линий 
 

 
 

Рис. 4. Нахождение параметров трех линий-гауссиан путем минимизации функционала F методом  
Нелдера–Мида. Обозначения такие же, как на рис. 3 

 

Были решены также другие примеры-варианты (см. таблицу и рис. 5–8). 
Пояснения к таблице. Вариант 2 в таблице отличается от варианта 1, рассмотренного выше, 

меньшим расстоянием между линиями Δ и, как следствие, большей степенью наложения D, в результате 
чего погрешность δp методом КС в варианте 2 увеличилась по сравнению с вариантом 1. 

Вариант 3 отличается от варианта 1 тем, что амплитуда A2 средней линии близка амплитудам A1 и 
A3, в результате степень наложения D уменьшилась и погрешность δp методом КС понизилась. 

Вариант 4 характерен еще бóльшим сближением линий и еще большей степенью наложения D, в 
результате погрешность δp стала больше, чем в вариантах 1 и 3. 

Замечание. В варианте 1 (см. таблицу) погрешность p методом КС равна ≈ 0,01, а методом  
НМ ≈ 0,07, т.е. примерно в 7 раз больше. В то же время значение функционала невязки F методом КС 
равно ≈ 0,45, а методом НМ ≈ 0,37, т.е. меньше, чем методом КС. Этот неожиданный результат объясня-
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ется тем, что при решении некорректных задач (а задача сепарации, строго говоря, является некоррект-
ной) малость невязки не является, вообще говоря, критерием малости погрешности решения [10, С. 224]. 

 

 
 

Рис. 5. Исходные спектры (гауссианы) в варианте 4 (см. таблицу) 
 

 
 а  б  в 

 
Рис. 6. Метод производных в варианте 4 (см. таблицу). Исходная функция z(λ) незашумленная  

(непрерывная линия), зашумленная (квадратики) и сглаживающий сплайн (точки) (а); 1-я производная z′(λ) 
от зашумленной функции z(λ) (пунктирная линия) и от сплайна (непрерывная линия) (б); 2-я производная 

z′′(λ) от зашумленной z(λ) (пунктирная линия) и от сплайна (непрерывная линия) (в) 
 

 
 

Рис. 7. Нахождение параметров трех линий-гауссиан модифицированным методом координатного спуска  
в варианте 4 (см. таблицу) 

 
Важными являются также вопросы о влиянии на сепарацию ошибочности оценки числá линий N, о 

моделировании линий лоренцианами и другими функциями, о дополнительном сглаживании суммарного 
спектра под воздействием аппаратной функции спектрального прибора [13, 14, 29] и др. Эти вопросы 
могут быть предметом изучения в отдельных статьях. 
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Рис. 8. Нахождение параметров трех линий-гауссиан симплекс-методом  

Нелдера–Мида (НМ) в варианте 4 (см. таблицу) 
 

Заключение 
 

В работе рассмотрен вопрос о разделении (сепарации) близких спектральных линий на основе из-
меренного зашумленного суммарного спектра z(). Число линий-компонент N оценено по производным 
1-го и 2-го порядков ( )z   и ( )z  . При этом зашумленный спектр z() аппроксимирован сглаживающим 

сплайном, что существенно снизило погрешность дифференцирования ( )z  . 

Далее линии-компоненты смоделированы гауссианами. Параметры линий определены путем ми-
нимизации функционала невязки между измеренным и рассчитанным спектрами z(). Для минимизации 
функционала использован модифицированный метод координатного спуска (КС) с сужающимися огра-
ничениями. Разработаны программы для среды MatLab, выполнена сепарация ряда спектров. Произведе-
но сравнение результатов методом КС с результатами методом Нелдера–Мида (НМ), показавшие, что 
погрешность определения параметров линий методом КС в среднем меньше погрешности методом НМ. 

Разработанная и представленная в работе методика может быть использована для разрешения 
близких линий в спектре, для восстановления тонкой структуры отдельных линий и т.д., тем самым, для 
повышения разрешающей способности спектрометров за счет математической и компьютерной обработ-
ки спектров. 
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