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Аннотация 
Рассмотрена нелинейная автономная управляемая механическая система с несколькими степенями свободы с 
математической моделью в виде многочленной системы дифференциальных уравнений, содержащей однородные 
линейные формы относительно фазовых переменных и нелинейные однородные формы до четвертой степени с 
малыми коэффициентами. Заменой переменных с множителями  – показательными функциями времени – система 
преобразуется в систему с автономной линейной частью и неавтономными переменными коэффициентами при 
однородных нелинейных формах с матрицей, имеющей собственные значения с уменьшенными по модулю 
отрицательными вещественными частями, а также нелинейными формами с переменными коэффициентами. 
Предложен метод формирования последовательности линейных дифференциальных неравенств для определенно-
положительных функций Ляпунова с оценками приближения системы к устойчивому состоянию равновесия. 
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Abstract 
We consider a nonlinear autonomous controlled mechanical system with several degrees of freedom with a mathematical 
model in the form of a polynomial system of differential equations containing homogeneous linear forms with respect to 
phase variables and nonlinear homogeneous forms up to the fourth power with small coefficients. By replacing variables with 
multipliers–exponential functions of time–the system is transformed into a system with an autonomous linear part and non-
autonomous variable coefficients for homogeneous nonlinear forms with a matrix having eigenvalues with negative real parts 
reduced in absolute value, as well as nonlinear forms with variable coefficients. A method is proposed for the formation of a 
sequence of linear differential inequalities for positive-definite Lyapunov functions with estimates of the system 
approximation to a stable equilibrium state. 
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Введение 
 

В современных научных работах существенное место занимает определение нелинейных матема-
тических моделей механических систем в виде нелинейных дифференциальных уравнений с линейными 
составляющими и малыми нелинейными составляющими силовых факторов. Основными методами ис-
следования таких систем являются методы разложения по малому параметру. В особых случаях за поро-
ждающие решения принимаются решения нелинейной системы с включением в нее некоторых нелиней-
ных слагаемых, что демонстрируется в статьях, монографиях и учебниках по теории устойчивости [1–3]. 
Согласно теории устойчивости движения, наряду с исходной математической моделью в виде системы 
обыкновенных дифференциальных уравнений, отражающей все особенности движения системы, опреде-
ляется одно нелинейное дифференциальное неравенство для определенно-положительной функции, при-
водящее к покоординатной оценке практической устойчивости движения. Такие достоверные качествен-
ные и количественные, сравнительно простые оценки находят широкое практическое применение [4–16]. 
Они носят достаточный характер – оценки можно уточнять посредством перехода к формированию и 
исследованию более сложных и точных дифференциальных неравенств. В то же время возникает про-
блема аналитического интегрирования сложных динамических неравенств. Методу последовательного 
уточнения и анализа дифференциальных неравенств и уделяется внимание в данной работе. 
 

Постановка задачи 
 

Рассмотрим движение нелинейной многочленной механической системы с конечным числом степеней 
свободы, управляемой или неуправляемой, с выбранным вектор-столбцом фазовых координат 1[ ,..., ]T

nq qq , 

определяющим фазовое состояние системы. Пусть математическая  модель движения рассматриваемого не-
линейного технического объекта в окрестности нуля фазового пространства состояний приведена к форме 
Коши, имеет вид системы n  дифференциальных уравнений, содержащих многочлены до четвертой степени 
включительно, заданной в конечной окрестности 0D  нуля фазового пространства состояний: 

(2) (3) (4)

0 0 1

( ) ( ) ( ),

при { [ ,..., ] : , 1,..., },T
n s sD , D q q | q | l s n
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здесь 1[ ,…, ]T
nq qq  – вектор-столбец фазовых координат, 1[ ]n

ijp P  – постоянная матрица линейной 

части системы.  Предполагаем, что собственные значения матрицы P  различны, имеют отрицательные 
вещественные части, пронумерованы в порядке убывания их вещественных частей: 

1 1λ α β , α α α 0, 1,...,s s s n ni s n            . 

Малые однородные формы второго, третьего и четвертого порядков  (2) (3) (4), ,Q Q Q  относительно 

фазовых переменных представлены в виде суммы мономов 1
1( ... )n
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Требуется оценить переходные процессы устойчивого движения динамической системы с приме-
нением метода дифференциальных неравенств [1, 12] в случаях, если дифференциальные неравенства 
для функций Ляпунова имеют сложный, не интегрируемый в квадратурах вид. 
 

Метод последовательности дифференциальных неравенств 
 

Выполним замену переменных с целью приведения первой вещественной части 1α  к малой отри-

цательной величине ( ε) : 

1 1exp(α ) при α α ε α ε, ε 0t | |      x q . 

Система (1) после почленного деления на exp(α )t принимает нестационарный вид, но со стацио-

нарной линейной частью: 
(2) 2 (3) 3 (4)( ) ( ) ( ),t t te e e           x Px Q x Q x Q x P P E . (2) 

Пусть на основе линейной части системы выбрана функция Ляпунова ( )V x  в виде определенно 

положительной квадратичной формы, производная от которой в силу системы (2) содержит определенно-
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отрицательную квадратичную форму (2) ( )W x , а также содержит однородные формы третей – пятой сте-

пеней с нестационарными множителями – показательными функциями, 
(2) α (3) 2α (4) 3α (5)( ) ( ) ( ) ( ) ( )t t tV x W x e W x e W x e W x      . (3) 

Отсюда имеем дифференциальное неравенство 
(2) α (3) 2α (4) 3α (5)t t tV W e |W | e |W | e |W |      .  (4) 

Квадратичная форма (2)W  допускает мажорацию определенно-отрицательной формой вида 

0( )c V  при 0 0c   [12]. Однородные формы (3) (4) (5), ,|W | |W | |W |  с малыми коэффициентами мажориру-

ем соответствующими формами с малыми неотрицательными коэффициентами 1 2 3, ,c c c . Получаем 
(2) (3) 3 2 (4) 2 (5) 5 2

0 1 2 3( ), ( ), ( ), ( )./ /W c V x |W | c V x |W | c V x |W | c V x      (4) 

Подставляя эти оценки в (4), получаем дифференциальное неравенство 
3

α 2
0 0

1

{ ( , )} при ( , ) , 0, 0, 1,2,3k t k /
k i

k

V c f V t V f V t c e V c c i .



        (5) 

Неравенство (5) будем использовать при условии отрицательности его правой части вида 

0( , )f V t c , т.е. в фазовой области ( ) { : ( ) }G H x V x H  , где константа H  удовлетворяет неравенству 

0( ,0)f H c . Можно вместо ( )G H рассматривать область ( )G h  при h H . Присоединяя дифференци-

альное уравнение (3) к системе (2), получаем расширенную систему ( 1)n   дифференциальных  уравне-

ний с переменными 1( ,..., , )nx x V . 

Возьмем множество решений системы (2), (3) с начальными условиями из области ( )G h : 

0 0 0 0, ( ) ( ), при .x x V V x G h t t      (6) 

В начальный момент времени правая часть неравенства (5) по условию отрицательна, следова-
тельно, отрицательна и левая часть вида ( )V x , т.е. функция ( )V x  убывает, приближаясь к нулю, и выпол-

няется условие 0( )V x V  при всех 0t t . Интегрирование сложного дифференциального неравенства (5) 

при начальных условиях (6) выполним методом итераций. Подставим в монотонно возрастающую по V  
функцию ( , )f V t  значение 0V V . Получим линейное, более грубое, дифференциальное неравенство с 

завышенной правой частью вида 

0 0( ( , )) 0V c f V t V    .  (7) 

Умножая почленно (7) на положительную функцию 
0

0 0 0exp{ ( ) ( , ) }
t

t

c t t f V t dt    и интегрируя в 

пределах 0[ , ]t t , получаем оценку 

0

0 0 0exp ( ( , ) ,
t

t

V c f V t dt V
    
  
   при  0t t . 

Отсюда находим функциональную оценку асимптотического приближения к нулю определенно-
положительной функции вида 

0

1 0 0 1 0 0 0 0( , , ), exp ( ) ( , ) ,
t

t

V F V t t F V c t t f V t dt t t ,
        
  

  (8) 

где 0( , )f V t  и 1 0 0( , , )F V t t  – монотонно возрастающие по 0V  функции. 

Затем выполним первую итерацию. А именно, в неубывающей по V  функции ( , )f V t  дифферен-

циального неравенства (5) положим 1V F  и выполним интегрирование полученного линейного диффе-

ренциального неравенства в пределах 0[ , ]t t . В результате находим более точную оценку сверху функции 

Ляпунова: 

0

2 0 0 2 0 0 1 2 0 0 0( , , ) при exp ( ) ( , ) ( , , ),
t

t

V F V t t F V c t t f F t dt V V t t t t
         
  

 . (9) 

Аналогично определяем вторую итерацию, использующую более точную мажорацию функции Ля-
пунова: 

0

3 0 0 3 0 0 2 3 0 0 0( , , ) при exp ( ) ( , ) ( , , ),
t

t

V F V t t F V c t t f F t dt V V t t t t
         
  

 . (10) 
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Для дальнейшего уточнения оценки переходного процесса можно выполнить и последующую ите-
рацию. Ввиду определенной положительности квадратичной формы ( )V x  из оценки (10) (а также из оце-

нок (8), (9)) следуют покоординатные функциональные оценки фазовых переменных sx  вида 

0 0 0( , , , ) при 1,2, ,s s| x | f t x V t s ... n  .  (11) 
Таким образом, возмущенное движение нелинейной механической системы с математической моде-

лью вида (2) из любого начального состояния (6), взятого на гиперповерхности вида 0( ) ( )V x V x , асимпто-

тически приближается к положению статического равновесия согласно функциональной оценке (10) с ко-
ординатными оценками (11), которые и принимаем за меры практической устойчивости движения. 
 

Пример 
 

Рассмотрим голономную стационарную механическую систему с одной степенью свободы с обоб-
щенными координатами 1 2,q q , с математической моделью в виде автономной системы двух уравнений 

3 3
1 1 2 2 2 11,1 ε , 2 3εq q q q q q       . 

Собственные значения матрицы 
1,1 0

0 2

     
P  линеаризованной системы – вещественные, отри-

цательные: 1 2λ 1,1, λ 2    .  

Параметр α  назначаем меньшим 1, но близким к нему, например, примем α 1 . Заменой пере-
менных преобразуем динамическую систему к виду  

1 1 1 2 2 1 1 2 2, ,t t t t tx q e q e x q e q x e q x e        . 

Математическая модель системы в новых переменных 
2 3

1 1 1 1 2

2 3
2 2 2 2 1

( ) 0,1 ε

( ) 3ε

t t

t t

x q q e x e x

x q q e x e x





    

    

 
 

. 

Производная от функции Ляпунова 2 2
1 2V x x  , в силу динамических уравнений, равна 

3 2 3 2
1 1 2 2 2 12 ( 0,1 ε ) 2 ( 3ε )t tV x x x e x x x e       , 

отсюда 
2 2 3 3 2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 1 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 20,2 2 2ε( 3 ) 0,2 2ε (3 ) 0,2 ε( )(3 3 )t t tV x x x x x x e V x x x x e V x x x x e .               

Получаем неавтономное дифференциальное неравенство с добавленным условием неположительности 
правой части: 

2 20,2 3ε 0tV V V e     при 1(15ε)HV   . 

Составим последовательность дифференциальных неравенств 
2 2 2

0 1 1 2 2 3( 0,2 3ε ) , ( 0,2 3ε ) ( 0,2 3ε )t t tV V Ve V V V Ve V , V V Ve V                . 

Интегрирование  этих простых линейных дифференциальных неравенств в пределах 0[ , ]t t  приво-

дит к оценке функции V , полученной из третьего неравенства, а также – к менее точным оценкам из 
первого неравенства и второго неравенства. 
 

Заключение 
 

В работе предложен метод построения неавтономного дифференциального неравенства для опре-
деленно-положительной функции Ляпунова и его аналитическое интегрирование итерационным методом 
построения последовательности дифференциальных неравенств. При этом используется особенность 
дифференциального неравенства (4), заключающаяся в том, что оно состоит из линейного относительно 
V  слагаемого и нелинейной малой положительной монотонно возрастающей по V  функции. Оценки 
переходных процессов во времени, представленные в виде функционального неравенства для определен-
но-положительной функции, содержат начальные значения функции Ляпунова и асимптотически стре-
мящиеся к нулю функции времени. 
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