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Аннотация 
Исследованы проблемы робастности класса обобщенно однородных систем с отрицательным показателем 
однородности по отношению к запаздыванию. Показано, что в случае глобальной асимптотической устойчивости 
нелинейной обобщенно однородной системы с отрицательной степенью однородности при наличии запаздывания в 
системе все траектории асимптотически сходятся в некоторое компактное множество, содержащее начало координат. 
При отсутствии запаздывания такие системы достигают своего положения равновесия за конечное время. Анализ 
робастности также охватывает случаи наличия множества запаздываний и присутствия переменного запаздывания. 
Представленный анализ основан на применении методов Ляпунова для систем с запаздыванием (метод функций 
Ляпунова–Разумихина) и теории обобщенно однородных систем. Проведено компьютерное моделирование для 
проверки представленного анализа робастности систем с отрицательной степенью однородности по отношению к 
запаздыванию. В качестве примера взята стабилизируемая система, представляющая собой два последовательно 
соединенных интегратора. Данная система является обобщенно однородной с отрицательной степенью при 
использовании нелинейного закона управления по состоянию, обеспечивающего достижение системой своего 
положения равновесия за желаемое конечное время. При проведении компьютерного моделирования вектор 
состояния был доступен для измерения с некоторыми запаздываниями. Проведенное компьютерное моделирование 
подтвердило эффективность представленных теоретических результатов. 
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Abstract 
The paper considers robustness problems of a class of weighted homogeneous systems with negative homogeneity degree in 
relation to the delay. It is shown that in the case of global asymptotic stability of a nonlinear weighted homogeneous system 
with negative homogeneity degree, in the presence of a delay in the system, all the trajectories converge asymptotically to 
some compact set containing the origin. In the absence of delay, such systems reach their equilibrium position in a finite time. 
The robustness analysis also covers cases of variable and multiple delays. The presented analysis is based on the application 
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of the Lyapunov methods for delayed systems (the Lyapunov-Razumikhin function method) and the theory of weighted 
homogeneous systems. Computer simulation was performed to verify the analysis of system robustness with a negative 
degree of homogeneity in relation to the delay. A stabilizing system that represents a double integrator is used as an example. 
This system is weighted homogeneous with a negative degree when using a nonlinear state feedback control law that ensures 
that the system achieves its equilibrium position for the desired finite time. During computer simulation, the state vector was 
available for measurement with some delays. The computer simulation has confirmed the effectiveness of the presented 
theoretical results.  
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Введение 
 

Динамические системы с запаздыванием являются объектом множества исследований, поскольку 
запаздывания появляются во многих областях науки и техники, например, в системной биологии, распре-
деленных и сетевых системах [1–4]. Такой интерес к изучению динамических систем с запаздыванием 
объясняется тем, что наличие запаздывания может привести к ухудшению работоспособности и даже к 
потере устойчивости системы. Несмотря на множество методов решения проблемы оценки робастности 
системы по отношению к величине запаздывания, в большинстве случаев речь идет о линейных системах 
с запаздыванием, что объясняется сложностью анализа устойчивости для нелинейного случая. Более то-
го, конструктивные условия существуют только для линейных систем [5]. 

Настоящая работа посвящена анализу робастности нелинейных обобщенно однородных систем с от-
рицательным показателем однородности по отношению к запаздыванию и является развитием результатов 
статьи [6], где представлен анализ робастности на случай неотрицательного показателя однородности. В 
работе показано, что если система обобщенно однородна с отрицательной степенью однородности и гло-
бально асимптотически устойчива, то при наличии любого запаздывания траектории системы сходятся к 
некоторому компактному множеству, содержащему начало координат. Более того, данное свойство сохраня-
ется на случаи наличия множества запаздываний и присутствия переменного запаздывания. 
 

Предварительные сведения 
 

Рассматриваются системы, модель динамики которых представлена в виде [7] 
( )

( ), 0t

t
f t

t


 


x

x , (1) 

где nx  и [ τ,0]t C x  – вектор состояния, ( ) ( )t s t s x x , τ 0s    (здесь и далее [ τ,0]C   обозначает 

банахово пространство непрерывных функций : [ τ,0] n φ  с нормой τ ζ 0sup  φ φ , где   обозна-

чает стандартную евклидову норму); [ τ,0]: nf C    – непрерывная функция, гарантирующая уникаль-

ность решений, (0) 0f  . Предполагается, что решения системы (1) удовлетворяют начальным условиям 

0 [ τ,0]C x , для которых система (1) имеет единственное решение 0( , )x t x  и 
0, 0( ) ( , )t xx s x t s  x  для 

τ 0s   , которое определено на некотором конечном временном интервале [ τ, )T  (далее по тексту 

обозначение ( )tx  будет использоваться вместо 0( , )tx x , если 0x  понятно из контекста). 

Непрерывная функция σ :     принадлежит к классу  , если она является строго возрас-

тающей и σ(0) 0 ; функция принадлежит к классу  , если она радиально неограниченна. 

Определения устойчивости. Пусть   – окрестность начала координат в [ τ,0]C  . 

Определение 1 [8]. Система (1) является: 
 устойчивой в начале координат в  , если существует функция σ  такая, что для любого 0 x  

решения существуют для всех 0t   и  0 0( , ) σt x x x  для всех 0t  ; 

 асимптотически устойчивой в начале координат в  , если она устойчива в   и 0lim ( , ) 0t t x x  

для всех 0 x ; 

Если [ τ,0]C  , тогда соответствующие свойства являются глобальными. 

Теорема 1 (теорема Ляпунова–Разумихина [9]). Пусть [ τ,0]
nf C    и существуют функции 

, , :u v w     такие, что u(s) и v(s) – непрерывные неубывающие функции и положительные для 0s   

и u(0)=v(0)=0, v  – непрерывная строго возрастающая функция. Решение (1) является равномерно устой-

чивым, если существует дифференцируемая положительно определенная функция : nV   , т.е. 
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( ) ( ) ( )u V v x x x , 

и такая, что производная V  вдоль решения (1) ( )tx  удовлетворяет выражению 

 ( ) ( ( ) ),t

V
f w t


 


x x

x
 если ( (θ)) ( ( )) θ [ τ,0]tV V t   x x . (2) 

Если в дополнение ( ) 0w s   для 0s   и существует непрерывная неубывающая функция ( )p s s  

для 0s   такая, что условие (2) может быть представлено в виде 

( ) ( ( ) ),t

V
f w t


 


x x

x
 если ( (θ)) ( ( ( ))) θ [ τ,0]tV p V t   x x , 

тогда решение (1) равномерно асимптотически устойчиво. Если lim ( )s u s   , тогда решение глобаль-

но равномерно асимптотически устойчиво. 

Обобщенная однородность. Для любых 0ir  , 1,i n  и λ 0  введем матрицу диляции 

1(λ) {λ }ir n
r idiag Λ  и вектор весов 1[ , , ]T

nr rr  . Для nx  обозначим норму однородности в виде 
1/ ρ

ρ /

1
1

, ρ maxi
n

r

i ir i n
i

x r
 

 
  
 
x . 

Заметим, что для всех nx евклидова норма соотносится с однородной как 

   σ σr rr r
 x x x  

для некоторых σ ,σr r  . Однородная норма обладает важным свойством: (λ) λr r r
Λ x x  для всех 

nx  [10]. Обозначим сферу { : 1}n
r r

S   x x . 

Представим понятие обобщенной однородности для банахового пространства [ τ,0]C  . Для любых 

0ir  , 1,i n  и [ τ,0]C φ  однородная норма может быть обозначена как 
1/ ρ

ρ /

1
1

φ , ρ maxi
n

r

i ir i n
i

r
 

 
  
 
φ . 

Также, согласно [6], существуют такие функции ρ ,ρrr  , что для всех [ τ,0]C φ  

    ρ ρrr rr
 φ φ φ . (3) 

Норма однородности в банаховом пространстве обладает тем же свойством (λ) λr r r
Λ φ φ  для 

всех [ τ,0]C φ . В [ τ,0]C   обозначим соответствующую сферу [ τ,0]{ : 1}r r
С    φ φ . Обозначим шар с 

радиусом ρ 0  в [ τ,0]C   как τ
ρ [ τ,0]{ : ρ}

r
B C   φ φ . 

Определение 2 [11]. Функция [ τ,0]:g C    (векторное поле [ τ,0]: nf C   ) обобщенно одно-

родна, если для любого [ τ,0]C φ  выражение ( (λ) ) λ ( )d
rg gΛ φ φ   ( (λ) ) λ (λ) ( )d

r rf fΛ φ Λ φ  выполня-

ется для некоторого d ( 1min i n id r   ) и всех λ 0 . Константа d  называется степенью однородно-

сти. Система (1) обобщенно однородна, если она удовлетворяет данному свойству. 
Стоит отметить, что представленное понятие обобщенной однородности для банахового простран-

ства [ τ,0]C   сводится к стандартному понятию в т , если τ 0 . 

Лемма 1. Пусть [ τ,0]: nf C    локально ограничена и обобщенно однородна со степенью d, тогда 

существует такое k>0, что  
1 /

[ τ,0]
1

( ) max id r

r ri n
f k C


 

  x x x . 

Доказательство. Возьмем [ τ,0]C x , тогда существует rξ  такое, что (λ)rx Λ ξ  для λ
r

 x . 

Согласно определению однородности можно получить: 
1 /1 /

1 1
( ) ( (λ) ) max λ ( ) max ii

d rd r
rr r r ri n i n

f f f k


   
  x Λ ξ ξ x  

для sup ( )
r r

k f ξ ξ . Отметим, что, так как 1min i n id r    для непрерывной f , то 1 / 0id r  . 

Данная лемма означает, что если непрерывная [ τ,0]: nf C    обобщенно однородна со степенью 

d , то это предполагает некоторое подобие гелдеровой непрерывности в начале координат (т.е. для λ 1 ). 
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Лемма 2. Пусть [ τ,0]: nf C    обобщенно однородна со степенью d и непрерывна в τ
ρB  для неко-

торого ρ 0 , тогда для любой η 0  существует 0k   такое, что 

1 τ
ρ

1
( ) ( ) max{ max ,η} ,i

d

r
r ri n

f f k B


 
    x z x z x z . 

Доказательство. Так как f  непрерывна в τ
ρB , тогда для η 0  существует δ 0   такое, что 

( ) ( ) η
r

f f x z  для всех τ
ρ, Bx z  с ηδr

 x z . Пусть [ τ,0]C   e x z , тогда существует такое rκ

, что (λ)re Λ κ , где λ
r

 e . Для ηλ δ  обозначим (λ)rz Λ ζ  для некоторого [ τ,0]C ζ , тогда 

 
1

1
( ) ( ) ( ) ( ) λ (λ) ( ) ( ) max λ ( ) ( )i

d

rd
rr r rr i n

f f f f f f f f


 
         x z z e z Λ ζ κ ζ ζ κ ζ . 

Так как ρ
r
z , то 1

ηδ ρ
r

ζ  и ( ) ( )
r

f f k  ζ κ ζ  для некоторого 0k  , зависящего от ρ  и , 

для всех τ
ρ, Bx z , где ηδr

 x z . Доказательство леммы следует из совмещения обоих рассмотренных 

случаев. 
Следствие 1. Пусть [ τ,0]: nf C     однородна со степенью d<0 и непрерывна в τ

ρB  для некоторого 

ρ 0 , тогда для любой η 0  существует 0k   такое, что 
τ
ρ( ) ( ) max{ ,η} ,

r r
f f k B    x z x z x z . 

Доказательство. Данный результат следует из леммы 2 с учетом того, что для d<0 выполняется 

неравенство 0 1 / id r   для всех 1 i n  . Тогда для любых ρ 0  и η 0  существует такое 0k  , что 

1 / τ
ρ

1

η
max max{ , } ,id r

r ri n
k B

k



 
    x z x z x z . 

Утверждение 1 [6]. Пусть 0( , )x t x  – решение обобщенно однородной системы (1) со степенью од-

нородности 0d   и начальными условиями 0 [ τ,0]C x , τ (0, )  . Для любого λ 0  функциональное 

дифференциальное уравнение 
( )

( ), 0t

t
f t

t


 


y

y  

с 
[ λ τ,0]dt C 

y  имеет решение 0 0( , ) (λ) (λ , )d
rt y ty Λ x x  для всех 0t   с начальными условиями 

0 [ λ τ,0]dC 
y , 0 0( ) (λ) (λ )d

rs sy Λ x  при [ λ τ,0]ds   . 

Следующий результат также был представлен в работе [6]. 
Лемма 3 [6]. Пусть τ( ) [ ( ), ( τ)]f F t t x x x  в (1), а система (1) обобщенно однородна со степенью 

однородности 0d   и глобально асимптотически устойчива в начале координат для τ 0 , тогда для лю-
бого ρ 0  существует 00 τ    такое, что система (1) асимптотически устойчива в начале координат 

в τ
ρB  для любого 00 τ τ  . 

Таким образом, система (1) является локально робастно устойчивой по отношению к достаточно 
малому запаздыванию, если она обобщенно однородна с неотрицательной степенью однородности и ус-
тойчива в случае отсутствия запаздывания. 
 

Робастность обобщенно однородных систем с отрицательной степенью однородности  
по отношению к запаздыванию 

 

Представим развитие леммы 3 для случая отрицательной степени однородности. 
Лемма 4. Пусть ( ) [ ( ), ( τ)]tf F t t x x x  в (1) является равномерно непрерывной, а система (1) 

обобщенно однородна со степенью однородности 0d   и глобально асимптотически устойчива в начале 
координат для τ 0 , тогда для любого ε 0  существует 00 τ    такое, что система (1) глобально 

асимптотически устойчива по отношению к τ
ρB  для любого запаздывания 00 τ τ  . 

Доказательство. Зафиксируем некоторые ρ 0 , τ 0  и рассмотрим τ
0 ρBx , тогда 

0 0 0 0

0

( , ) (0) [ ( , ), ( τ, )]
t

t F s s ds  x x x x x x x  
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является решением системы (1), если оно определено на интервале [0, ]t  для 0t   [12], и 0 ρ (ρ)rx  

согласно (3). Для всех 2ρ (ρ)rφ , согласно лемме 1, существует такое 0,k   что 
1 /

1[ (0), ( τ)] max id r

i nr r
F k


  φ φ φ . Таким образом, используя также (3), можно записать: 

   
 

1 /

1

1 /1
1

[ (0), ( τ)] σ [ (0), ( τ)] σ max ,

σ max ρ ( ) ( ),

i

i

d r

r r i nr r

d r

r i n kr

F F k

k


 


 

   

   

φ φ φ φ φ

φ φ
 

где  1 /1
1( ) σ max ρ ( )

id r

k r i n r
s k s


 

     – функция класса  . Выберем 
ρ (ρ)

0 τ
(2ρ (ρ))

r

k r
   и покажем, что с 

учетом данного ограничения справедливо 0( , ) 2ρ (ρ)rt x x  для всех 0 τt  . Допустим, что это условие 

не выполняется. Тогда предположим, что 2ρ (ρ)s rx  для всех [0, ]s t  и некоторого τt  , а 

2ρ (ρ)s rx  для [ , τ]s t . Тогда 

 0 0 0 0 00 0

0 0

( , ) (0) ( , ), ( τ, ) (0) ( ) ,

(0) sup ( ) ρ (ρ) (2ρ (ρ)) 2ρ (ρ),

t t

k s

s t k s r k r r

t F s s ds ds

t t

 

 

     

     

 x x x x x x x x x

x x



 
 

что является противоречием, т.е. 2ρ (ρ)s rx  для [0, τ]s . Таким образом, для любого ρ 0  существу-

ет τ 0  такое, что для τ
0 ρBx  выполняется τ

ρt B x  для 1ρ ρ [2ρ (ρ)]rr

   согласно выражению (3). 

Условия данной леммы означают, что [ (λ) , (λ) ] λ (λ) [ , ]d
r r rF FΛ x Λ z Λ x z  для любых , nx z  и 

λ (0, )  . В дополнение 0x   для системы 

( , )Fx x x  (4) 

является глобально асимптотически устойчивой точкой. Отметим, что система (4) также однородна со 
степенью 0d   ( [ (λ) , (λ) ] λ (λ) [ , ]d

r r rF FΛ x Λ x Λ x x  для любого nx  и λ (0, )  ), тогда, согласно 

[13, 14], существует дифференцируемая обобщенно однородная функция Ляпунова : nV    со сте-

пенью однородности υ d  , такая, что 

sup ( , ) 0
r

V
a F


  

ξ ξ ξ
ξ

; 1

( )
0 sup

r

V
b 


   

ξ

ξ

ξ
; 

1 2inf ( ) 0; sup ( ) 0
r r

c V c V    ξ ξξ ξ ; 
υ υ

1 2( ) , n

r r
c V c   x x x x . 

Рассмотрим производную данной функции, посчитанную для системы (1) для [ τ,0]C φ . Опреде-

лим 1λ (0)
r

 φ  и 2λ r
 φ  для 1(0) (λ )rφ Λ ξ , rSξ  и 2(λ )r φ j , [ τ,0]r C  j  соответственно, где 

2 1λ λ  согласно определению норм и (0) 1
r r
 j ξ  (необходимость обозначать два преобразования с 

1λ  и 2λ  заключается в том, что векторы состояния систем (1) и (4) принадлежат разным пространствам, 
n  и [ τ,0]C  ): 

υ υ
1 1

( (0)) ( (0)) ( (0))
[ (0), ( τ)] [ (0), (0)] { [ (0), ( τ)] [ (0), (0)]}

(0) (0) (0)

( (0))
λ [ , ] λ { [ (0), ( τ)] [ (0), (0)]}.

(0)
d d

V V V
F F F F

V V
F F F 

  
     

  
 

   
 

φ φ φ
φ φ φ φ φ φ φ φ

φ φ φ

φ
ξ ξ φ φ φ φ

ξ φ

. 

Согласно лемме 2, для всех [ τ,0]r C  j  и некоторого η 0  существует такое 0L  , зависящее 

от η , что  
1 /

1
| [ (0), ( τ)] [ (0), (0)] | max{ | (0) ( τ) | ,η}.max

d ri
r r

i n
F F L



 
    j j j j j j  

Рассмотрим решение системы (1) для τt   (ранее было показано, что для τ
0 ρBx  выполняется 

условие τ
ρt B x  для [0, τ]t  и любых ρ 0 , 1ρ = ρ [2ρ (ρ)]rr

  и 
ρ (ρ)

τ <
(2ρ (ρ))

r

k r
), тогда | (0) ( τ) | τM  φ φ , 

где | |= | [ , ] |sup ρ ,| | ρr r
M F  z z yy , и 
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1

1 / 1 /1

1

|| || | (0) ( τ) | =| (0) ( τ) | σ ( τ),

| [ (0), ( τ)] [ (0), (0)] | σ max{ || || σ ( τ) ,η}.max

r r r r

d r d ri i
r r r

i n

M

F F L M



  

 

    

  

φ j j φ φ

j j j j φ
 

Наконец, получим для τt   

1 2 2| [ (0), ( τ)] [ (0), (0) | σ max{π (τ)π (λ ),η}rF F  j j j j  , 

где  
1 /

1
1 /1 2 2

1 2 2 1 /1
1

2 2

min
λ if λ 1

π (τ) = σ ( τ) , π (λ ) =max
max

λ if λ < 1

d i
i n

d ri
r di n i

i n

r

L M r

 
 



  
 








 

являются функциями класса  . Для того чтобы доказать асимптотическую устойчивость системы, при-

меним подход Ляпунова–Разумихина [9]. Предполагая, что для некоторого γ > 1  

1 2θ [ τ ,0] θ [ τ,0]| (θ) | [ (θ)] < γ [ (0)] γ | (0) |sup supv v
r rc V V c    φ φ φ φ  и  1/1

1 2 1θ [ τ ,0] | (θ) | γ λsup
v

r с с
  φ , получим 

1/ρ 1/ρ
ρ/ ρ 1/ρ

2 1
θ [ τ,0] θ [ τ,0] θ [ τ,0]=1 =1

λ =|| || = | (θ) | | (θ) | = | (θ) | λ ,sup sup sup
n n

ri
r i r r

i i

n R
     

   
    

   
 φ φ φ φ  

где 1/ρ 1 1/
1 2= (γ ) vR n c c . Наконец, можно получить 

1 2 2 2 2

1 2

( (0))
[ (0), ( τ)] σ max{π (τ)π (λ ),η}λ λ

(0)

=|| || ( σ max{π (τ)π (|| || ),η} ),

d v d v d v
r

d v d v
r r r

V
F b aR

b aR

   

  


   





φ
φ φ

φ

φ φ




  

Выберем 
1σ ( ε)

η =
d v

r aR

b

   
 (зависящее от ρ  и не зависящее от τ ) и ρ > ε > 0 , тогда для всех 

1
1

0
2

ρ (ρ) σ ( ε)1
0 τ τ = min , π

π (ε)(2ρ (ρ))

d v
r r

k r

aR

b

  
       

   
 и некоторого ε (0, )d vaR   можно получить 

θ [ τ,0]

( (0))
[ (θ)] < γ [ (0)] [ (0), ( τ)] ε | (0) |max

(0)
d v
r

V
V V F 

 


   


φ

φ φ φ φ φ
φ

 

для всех τ τ
ρ ε\B Bφ , которые являются решениями системы (1) для τt  . Согласно [9], траектории сис-

темы (1) сходятся к τ
εB  и остаются ограниченными для τt  , но они также остаются ограниченными для 

0 τt   с 0|| || ρr x , что обеспечивает асимптотическую устойчивость по отношению к τ
εB  в τ

ρB  для 

любого запаздывания 00 τ τ  . 

Используя утверждение 1 для некоторого масштабирующего 0λ > 1 , получим последовательности 

0ε = λ εi
i  и 0ρ = λ ρi

i  для всех 0i  , такие, что 1ε < ρi i  для всех 1i  . Тогда система (1) асимптотически 

устойчива по отношению к τ
εi

B  в τ
ρi

B  для любого запаздывания 00 τ τ  . Свойство 1ε < ρi i  для всех 

1i   гарантирует глобальную аттрактивность множества τ
εB  с сохранением устойчивости, что и требо-

валось доказать. 
Замечание. Легко заметить, что результат леммы 4 сохраняется как для любого варьирующегося 

запаздывания, так и при наличии множества запаздываний. 
 

Численный пример 
 

Воспользуемся результатом работы [15] и приведем в качестве примера систему двойного интегра-

тора, финитно стабилизируемую законом управления     1 μ 1
( ) u ur r

u c c
 

x x kD x x , где 1,97uc  , 

μ 0, 2 , ρ 1, 2 ,  0,6121 0, 4418  k и 1 ( )μ
1(λ) {λ }n i n

idiag  
D . Данная система однородна со степе-

нью μ , вектором весов  1 μ 1
T r  и финитно устойчива. Предположим, что вектор состояния дос-

тупен для измерения с некоторыми запаздываниями maxτ (0, τ )i  , =1,2i , max 00 < τ τ <  , т.е. 

1 1 2 2

0 1 0( )
( ) ( ( τ ), ( τ ))

0 0 1

t
t u x t x t

t

   
          

x
x . Тогда приведенная система является глобально асимптоти-
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чески устойчивой по отношению к 
τmax
εB  для некоторого ε > 0 , зависящего от выбранных значений за-

паздываний. На рисунке представлены результаты моделирования для maxτ 0,8  и maxτ 1 . 
 

 
 а б 

 

Рисунок. Результаты моделирования: max =0,8 (а); max =1 (б) 
 

Заключение 
 

В работе было показано, что, если система обобщенно однородна с отрицательной степенью одно-
родности и глобально асимптотически устойчива, то при наличии любого запаздывания траектории сис-
темы сходятся к некоторому компактному множеству, содержащему начало координат, что является инте-
ресным свойством робастности нелинейных систем, которое, например, не распространяется на класс 
линейных систем. Основываясь на полученном результате, в дальнейшем планируется развитие новых 
алгоритмов стабилизации и оценки, которые сохраняют ограниченность всех траекторий системы при 
наличии любого запаздывания. 
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