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Аннотация 
При моделировании систем массового обслуживания традиционно предполагается, что распределение интервалов 
между поступающими в систему заявками имеет унимодальный вид. В то же время на практике встречаются 
системы с полимодальным распределением интервалов, имеющим две и более моды. При исследовании таких систем 
полимодальное распределение обычно заменяется унимодальным с совпадающими числовыми моментами, что 
упрощает процесс моделирования, но вносит методическую погрешность в получаемые результаты. Предметом 
исследования является анализ свойств полимодальных потоков и оценка величины этой погрешности. В качестве 
метода исследования предложено имитационное моделирование в среде AnyLogic, позволившее выявить 
зависимость погрешности от загрузки системы. Выявлено, что в высоконагруженных системах вносимая заменой 
погрешность не превышает 15%, но с уменьшением загрузки системы погрешность увеличивается и может достигать 
сотен процентов. В ходе многочисленных экспериментов выявлено, что значение коэффициента вариации интервалов 
между поступающими заявками в полимодальном потоке с увеличением межмодового интервала стремится к 
значению, не превышающему единицу. Практическая значимость работы состоит в упрощении процесса 
проектирования высокозагруженных вычислительных систем с использованием имитационных и аналитических 
моделей за счет замены полимодальных потоков унимодальными. При этом обеспечивается заданная точность 
расчета характеристик. 
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Abstract 
In queuing systems modeling it is traditionally assumed that the distribution of the inter-arrival time between requests 
entering the system is unimodal. At the same time, in practice, systems with a multimodal inter-arrival time distribution 
having two or more modes are encountered. The multimodal distribution is usually replaced by a unimodal one with 
appropriate numerical moments, which simplifies the modeling process, but introduces a methodical error in the obtained 
results. The subject of the study is the analysis of properties of multimodal flows and the estimation of such an error. 
Simulation modeling in the AnyLogic environment is used as a re-search method provided to discover the error dependence 
on the system load. It was revealed that in the high-load systems the error introduced by the replacement is not higher than 
15%, but with a decrease in the system load, the error increases and can reach hundreds of percent. In the course of extensive 
experiments, it was found out that with an increase in the inter-arrival time the value of the variation coefficient between 
incoming queries in a polymodal flow tends to a constant value not greater than unity. The practical importance of the work 
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lies in simplification of design process for high-load computing systems with the use of simulation and analytical models by 
replacing the polymodal flows with unimodal providing required accuracy of calculations. 
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Введение 
 

При исследовании систем с очередями для построения модели потока обычно измеряются интер-
валы между происходящими событиями, затем вычисляются математическое ожидание и коэффициент 
вариации, и на основе этих характеристик выполняется аппроксимация потока заявок унимодальным 
распределением [1–3]. В то же время, если построить гистограмму реального распределения, то она мо-
жет иметь полимодальный вид. Примерами реальных систем, для которых характерна такая гистограмма 
распределения, могут служить беспроводная вычислительная сеть с централизованным контролем досту-
па к среде передачи или вычислительная сеть с подтверждением приема сетевых пакетов [4–7]. И в том, и 
в другом случаях передаваемое сообщение разделяется на сетевые пакеты [8, 9]. Отправка каждого сете-
вого пакета требует также передачи служебного сетевого пакета меньшего размера [10–12]. В связи с 
этим в передающее оборудование пакеты поступают с распределением, имеющим две моды. Возникает 
вопрос правомочности аппроксимации реального распределения с помощью унимодальной функции. 
Материалов, посвященных данному вопросу, при обзоре предметной области не было найдено. Цель ра-
боты состоит в выявлении свойств систем с полимодальным распределением интервалов поступления 
заявок и оценке погрешности, возникающей при замене полимодального распределения унимодальным. 
Параметры используемого в модели распределения получены в результате анализа потоков данных в вы-
числительной сети с подтверждением приема сетевых пакетов. 
 

Постановка задачи 
 

Рассмотрим телекоммуникационную систему, работающую по протоколу передачи данных с под-
тверждением, состоящую из трех последовательно соединенных вычислительных узлов. Узлы функцио-
нируют под управлением операционной системы GNU/Linux версии Debian 8.4. Между узлами происхо-
дит обмен сообщениями размером 8,5 МБ. На основе результатов, полученных в процессе измерений 
характеристик потоков пакетов, построена гистограмма распределения времени (в миллисекундах) меж-
ду поступлениями сетевых пакетов в промежуточный узел при установленных в ядре операционной сис-
темы настройках net.ipv4.tcp_wmem и net.ipv4.tcp_rmem в значение «1500, 1500, 1500» (рис. 1). 
 

 
 

Рис. 1. Гистограмма распределения интервалов между сетевыми пакетами 
 

Очевидно, функция плотности распределения имеет две моды. Такой поток заявок можно предста-
вить в модели как унимодальной функцией, так и полимодальной, имеющей две моды. Пусть имеется 
система массового обслуживания с экспоненциальным распределением времени обслуживания заявок. 
Входной поток задается полимодальной функцией с различным числом компонент. Рассмотрим варианты 
замены полимодального распределения унимодальным и погрешность, вносимую в результаты модели-
рования вследствие такой замены. 
 

Анализ полимодальных потоков 
 

Полимодальную функцию можно получить путем композиции унимодальной функции 𝑓(𝑥) и ее 
смещенного варианта 𝑓(𝑥 − 𝐷). В работе рассматриваются распределения, функции которых имеют две и 
три моды и являются мультиэкспонентами (ввиду удобства построения используются гипо- и гиперэкс-
поненты). Каждая мода полимодальной функции смещается относительно предыдущей на равные интер-
валы 𝐷 по оси абсцисс, т.е. 𝐷௜ = 𝐷௜ିଵ + 𝐷 = 𝑖 𝐷; (𝑖 = 1,2, … ); 𝐷଴ = 0. Например, распределение с интен-
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сивностью λ, состоящее из композиции двух экспоненциальных функций, каждая из которых определяет 
значение случайной величины с вероятностью p, имеет плотность f(x) и математическое ожидание M: 𝑓(𝑥) = ቐ 0, 𝑥 < 0𝑝λ𝑒ି஛௫, 0 ≤ 𝑥 < 𝐷𝑝λ𝑒ି஛௫ + (1 − 𝑝)λ𝑒ି஛(௫ି஽), 𝑥 ≥ 𝐷; 𝑀 = 𝐷(1 − 𝑝) + 1λ. 

Характер полимодального распределения, полученного по этим формулам с разными значениями 
параметров 𝑝, 𝐷 и λ, а именно: 𝑝ଵ = 𝑝ଶ > 𝑝ଷ;  𝐷ଷ > 𝐷ଶ > 𝐷ଵ;  λଷ = λଵ > λଶ, имеет вид кривых 1, 2 и 3 
(рис. 2). 
 

 
 

Рис. 2. Примеры двухмодовых распределений 
 

Для выявления свойств рассматриваемых полимодальных распределений построены имитацион-
ные модели потоков, составленные из функций, имеющих равные математические ожидания. Имитаци-
онные эксперименты выполнялись в среде AnyLogic 7.0.2 Professional в предположениях о детерминиро-
ванном и экспоненциальном распределениях времени обслуживания. Модель представляет собой один 
или несколько приборов, обслуживающих поступающие заявки, и накопитель, в который помещается 
заявка, поступившая, когда все приборы заняты обслуживанием. Полимодальная функция задает распре-
деление времени между поступлениями заявок в модель. При этом варьировались следующие параметры: 
величина смещения каждой моды 𝐷, создаваемая потоком нагрузка 𝑦, распределение времени обслужи-
вания поступающих заявок 𝑓(τ). В качестве исследуемых характеристик рассматривались среднее время 
пребывания заявок 𝑈 в модели, загрузка прибора ρ, средняя длина очереди 𝑙 и усредненная максимальная 
длина очереди 𝑙୫ୟ୶, позволяющая оценить верхнюю границу емкости накопителя проектируемой систе-
мы. Для исключения влияния переходных процессов на измеряемые величины через системы пропуска-
лось 500 тыс. заявок, что обеспечило отклонение характеристик систем не более 0,1%. 
 

Аппроксимация полимодальных распределений 
 

Аппроксимация вероятностных распределений по двум числовым моментам – математическому 
ожиданию 𝑀 и второму начальному моменту – требует выбора аппроксимирующей функции на основе 
коэффициента вариации 𝜈. Для распределений с 𝜈 > 1 можно использовать гиперэкспоненциальное рас-
пределение, составленное из двух экспоненциальных распределений с математическими ожиданиями 𝑀ଵи 𝑀ଶ соответственно, одно из которых формирует значение случайной величины с вероятностью q, а 
второе – с вероятностью (1 − 𝑞). В этом случае формулы для нахождения параметров гиперэкспоненци-
ального распределения [13, 14] имеют следующий вид: 𝑞 ≤ 2𝜈ଶ + 1 ; 𝑀ଵ = 𝑀 ቎1 + ඨ1 − 𝑞2𝑞 (𝜈ଶ − 1)቏ ; 𝑀ଶ = 𝑀 ቎1 − ඨ 𝑞2(1 − 𝑞) (𝜈ଶ − 1)቏ . 

Для аппроксимации полимодальных распределений с коэффициентом вариации 0 < 𝜈 < 1 исполь-
зовались гипоэкспоненциальные распределения, представляемые суммой 𝑘ଵ экспоненциальных распре-
делений с математическими ожиданиями 𝑀ଵ и 𝑘ଶ экспоненциальных распределений с математическими 
ожиданиями 𝑀ଶ. При этом 𝑘 = 𝑘ଵ + 𝑘ଶ. Формулы для нахождения параметров в этом случае имеют сле-
дующий вид [13, 14]: 𝑘 ≥ 1𝜈ଶ ; 𝑀ଵ = 𝑀𝑘 ቎1 + ඨ𝑘ଶ𝑘ଵ (𝑘𝜈ଶ − 1)቏ ; 𝑀ଶ = 𝑀𝑘 ቎1 − ඨ𝑘ଵ𝑘ଶ (𝑘𝜈ଶ − 1)቏ . 
 

Результаты экспериментов 
 

В ходе имитационного моделирования было получено множество гистограмм полимодальных рас-
пределений. Каждое распределение было аппроксимировано мультиэкспоненциальной функцией по двум 
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числовым моментам. Характер исходной функции плотности распределения, представляемой гистограм-
мой, существенно отличается от характера аппроксимирующей функции, представляемой кривой (рис. 3).  

 

 
 

Рис. 3. Аппроксимация полимодального распределения 
 

Загрузка 0,3 0,7 0,95 

l, шт 
0,964±0,007 

124% 
2,655±0,08 

14% 
22,20±4,90 

9% 
0,429±0,005 2,33±0,044 20,22±3,85 

lmax, шт 
17,8±1,77 

69% 
36,8±3,45 

10% 
179,1±29,76 

25% 
10,5±0,88 33,5±1,49 142,8±20,65 

U, с 
14,684±0,26 

37% 
63,81±2,07 

9% 
553,75±122,2 

9% 
10,71±0,14 58,1585±1,12 504,5±96,15 

 

Таблица. Сравнение характеристик систем с полимодальными и унимодальными потоками 
 

В таблице показаны результаты сравнения систем с полимодальными и аппроксимирующими его 
унимодальными мультиэкспоненциальными потоками. Уровень доверия результатов составляет 95%. Ин-
тервалы между поступлением заявок в потоке имеют математическое ожидание 24,933±0,02, коэффици-
ент вариации 1,00015±0,0004. Полимодальный поток составлен из двух гиперэкспоненциальных компо-
нент с коэффициентом вариации, равным 5, расположенных на расстоянии 45,9. 

Полученные значения характеристик для полимодального и унимодального потоков представлены 
в числителе и знаменателе соответственно. Для наглядности приведены отличия характеристик, выра-
женные в процентах. Видно, что при малых загрузках, характерных для многих реальных систем, расхо-
ждение измеренных величин достигает двух и более раз. Абсолютные значения характеристик меньше в 
системах с унимодальными потоками. Следовательно, могут возникать ошибки при проектировании ре-
альных систем [15]. Для высоконагруженных систем значение расхождения имеет существенный раз-
брос, однако в целом с увеличением загрузки системы погрешность замены полимодального распределе-
ния унимодальным уменьшается. Видно, что с увеличением загрузки существенно увеличивается дове-
рительный интервал для измеренных значений (рис. 4). Это объясняется тем, что чем ближе система к 
перегруженному состоянию, тем значительнее отклоняются измеряемые значения от средних. Также по-
грешность такой замены увеличивается с увеличением числа обслуживающих приборов. Например, в 
системе с двумя приборами при загрузке 0,9 погрешность средней длины очереди достигает 70%. На 
данную величину оказывает существенное влияние и межмодовый интервал. Характеристики систем со 
сравнительно малым межмодовым интервалом стремятся к характеристикам систем с унимодальным 
распределением. Это объясняется тем, что у системы с полимодальным распределением заявки склонны 
к группировке, и при большом межмодовом интервале для получения конкретного математического ожи-
дания потребуется формировать группы из большего числа заявок. Чем больше приборов в системе мас-
сового обслуживания, тем более явно наблюдается эффект группировки заявок, следовательно, тем боль-
ше расхождение средних значений исследуемых характеристик. 

Среднее время пребывания заявки в системе монотонно возрастает с увеличением загрузки систе-
мы ρ и межмодового интервала 𝐷. Коэффициент вариации двухмодового гиперэкспоненциального рас-
пределения зависит от 𝐷: уменьшается, начиная со значения 𝜈଴ > 1, равного коэффициенту вариации 
первой составляющей (в случае, когда составляющие распределения имеют одинаковый коэффициент 
вариации), принимая некоторое минимальное значение при незначительном влиянии мод друг на друга, и 
при дальнейшем увеличении 𝐷 принимает постоянное значение 𝜈 < 1. Для двухмодового гипоэкспонен-
циального распределения коэффициент вариации также стремится к постоянному значению 𝜈 < 1 
(рис. 5). Выявленное свойство позволяет сделать вывод, что при большом межмодовом интервале для 
моделирования можно использовать простейший поток, поскольку его коэффициент вариации больше. 
Однако, как показали многочисленные эксперименты, если поток имеет полимодальное распределение, 
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то получаемые в ходе моделирования результаты существенно отличаются от реальных, а аппроксимация 
по математическому ожиданию и коэффициенту вариации не позволяет добиться адекватных результатов. 

 

 
 

Рис. 4. Зависимость погрешности от загрузки системы 
 

 
 

Рис. 5. Зависимость коэффициента вариации от межмодового интервала 
 

Заключение 
 

Обобщая рассмотренные выше свойства полимодальных распределений, можно сделать вывод, что 
для построения модели высоконагруженной системы с полимодальными потоками с допустимой инже-
нерной погрешностью порядка 15% замена полимодального потока на унимодальный допустима. Следо-
вательно, при моделировании высоконагруженных систем можно использовать унимодальные потоки 
вместо полимодальных. В частности, это существенно упрощает процесс проектирования высоконагру-
женных систем передачи данных, поскольку позволяет использовать классические методы моделирова-
ния, несмотря на полимодальность моделируемых потоков. С уменьшением загрузки системы увеличива-
ется погрешность от замены полимодального распределения унимодальным. Для исследования систем с 
полимодальными потоками можно аппроксимировать реальные распределения совокупностью мульти-
экспоненциальных, число мод которых равно числу мод в реальном распределении. Кроме того, при ими-
тационном моделировании можно формировать поток заявок на основе гистограммы реального распре-
деления или с помощью имеющейся трассы. Дальнейшие исследования вопроса могут предполагать ком-
бинацию распределений с различающимися коэффициентами вариации и исследование комбинации из 
четырех и более мод. 
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