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Аннотация
Введение. Рассмотрена субоптимальная трансграничная задача в применении к нелинейным динамическим 
управляемым системам в условиях действия на них детерминированных, равномерно ограниченных внешних 
неизвестных возмущений. Метод. Задача решается с помощью методов классического вариационного 
исчисления для случая, когда промежуток времени адаптации и оптимизации заранее не задается. Основные 
результаты. Определены необходимые условия для выбора экстремального движения за счет надлежащего 
формирования замкнутой субоптимальной системы адаптивного управления. Теоретический анализ сопоставлен 
с компьютерными расчетами на конкретном модельном примере, который показал эффективность применяемого 
подхода. Обсуждение. Предложенная схема субоптимального адаптивного синтеза может быть использована 
при расчете и проектировании нелинейных управляемых динамических систем. 
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Abstract
A suboptimal cross-border problem is considered about nonlinear dynamic controlled systems under deterministic, 
uniformly bounded external unknown disturbances. The problem is solved by applying the methods of classical variations 
calculus for the case when the time interval of adaptation and optimization is not set in advance. The necessary conditions 
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for the choice of extreme motion are determined due to the proper formation of a closed suboptimal adaptive control 
system. The theoretical analysis is supplemented with computer calculations using a specific model example, which 
showed effectiveness of the considered approach. The proposed scheme of suboptimal adaptive synthesis can be used 
in the calculations and design of nonlinear controlled dynamic systems.
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dynamic system, quality functional, Lagrange multipliers, suboptimal control, adaptation, Euler equations, transversality 
condition
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Введение

В задачах оптимизации в условиях недостаточной 
априорной информации о действующих возмущениях 
важно организовать процесс адаптации — процесс 
восполнения недостаточной информации в ходе управ-
ления динамическим объектом. Процесс адаптации 
(настройки, обучения), под которым подразумевается 
выбор определенной стратегии, предполагает возмож-
ность идентификации действующих на объект управ-
ления возмущений с помощью специальным образом 
сформированной адаптивной обратной связи. 

Отметим, что замена идеального оптимального 
управления, зависящего от неизвестных параметров 
на адаптивное субоптимальное управление и от извест-
ных настраиваемых параметров (оценок неизвестных 
параметров), происходит в соответствии с одним из 
двух основных подходов к синтезу адаптивных систем 
управления [1, 2]: 
— «идентификационному», когда в найденный идеаль-

ный закон оптимального управления подставляют 
вместо неизвестных параметров их настраиваемые 
оценки;

— «прямому адаптивному управлению», где настрой-
ка параметров осуществляется непосредственно 
по рассогласованию динамических характеристик 
модели и искомой системы без предварительной 
идентификации объекта управления, т. е. когда па-
раметры системы управления меняются до те пор, 
пока система не станет в некотором смысле равно-
сильной модели.
Очевидно, что такая процедура обеспечивает сходи-

мость субоптимальных значений функционала качества 
к его оптимальным значениям по мере сходимости 
процесса адаптивной параметрической идентифика-
ции, т. е. сходимости настраиваемых параметров к их 
истинным значениям.

Задачи субоптимизации адаптивных динамических 
систем в рамках линейной модели активно изучались во 
многих научных работах и решались разными метода-
ми и приемами. Отметим некоторые из них, оказавшие 
наибольшее влияние на последующее развитие теории. 
В работе [1] рассмотрены системы высокой размерно-
сти, большим числом входных и выходных перемен-
ных, параметрической и структурной неопределен-
ностями. В [2–12] исследованы в основном линейные 
управляемые динамические системы с неизвестными 

параметрами. Данные работы объединяют общий функ-
ционал качества, минимизацию которого требуется обе-
спечить в процессе адаптивного управления при разных 
дополнительных ограничительных условиях в рассма-
триваемых задачах адаптивного синтеза. В частности, 
этими условиями являются: присутствие помех [3], дис-
кретность [4], критерий обобщенной работы [5], поис-
ковый игровой подход [6], информационный метод [7], 
метод целевых неравенств [2, 8], информативный метод 
стохастической аппроксимации [9, 10], декомпозици-
онный подход с разложением на составляющие, более 
простые подсистемы [11], запаздывание в управлении 
[12]. Учет этих и других ограничений в перечислен-
ных работах приводит к появлению результирующих 
алгоритмов адаптивного управления в виде законов су-
боптимального управления (с некоторым уровнем опти-
мальности). Нелинейным моделям из-за сложности ана-
лиза уделено значительно меньшее внимание [13, 14].

Настоящая работа посвящена изучению вопро-
сов вариационного синтеза субоптимальных систем 
адаптивного управления для нелинейных динамиче-
ских объектов регулирования и продолжает исследова-
ния начатых в работах [15–17] в области решения таких 
задач с помощью вариационных методов при наличии 
подвижной правой границы.

Постановка задачи

Пусть имеется функционал вида

 J = V[x(t1), t1] + ∫
t1

t0
F[x(t), ẋ(t), v(t), t]dt → extr,  (1)

где гладкие скалярные функции V(·), F(·) имеют энер-
гетический смысл: это заданные положительно опре-
деленные, непрерывно дифференцируемые по своим 
переменным скалярные функции; x(t) ∈ Rn — измеря-
емый ∀t ∈ [t0, t1] вектор состояния; v(t) ∈ Rn — неиз-
меряемый неизвестный вектор внешних, равномерно 
ограниченных возмущений: supt∈[t0, t1]||v(t)|| ≤ Cv, где 
Cv > 0 — известная (либо неизвестная) константа, ко-
торая не участвует в анализе.

Движение исходной системы опишем уравнением

 ẋ(t) = f(x, u, t) + v, x, u, v ∈ Rn, (2)

где u(t) ∈ U ⊂ Rn — вектор управлений, U — множе-
ство допустимых ограниченных непрерывных функций 
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u(t), t ∈ [t0, t1]. Предположим, что начальные значения 
x(t0), t0 заданы, но значения правой трансграничной 
точки x(t1), t1 заранее неизвестны. Допустим, что век-
тор-функция f(·) ∈ Rn гладкая и задана.

Уравнение (1) устанавливает для управляемой си-
стемы векторную неголономную связь вида 

 ψ(x, ẋ, u, v, t) = 0, (3)

где  тождество  ψ(x, ẋ, u, v, t) ≡ f(x, u, t) + v – ẋ, 
x, u, v ∈ Rn.

Также считаем, что вектор-функция неизвест-
ных возмущений v(t) удовлетворяет уравнениям на-
стройки ее оценок ṽ(t), т. е. интегральным уравнени-
ям связей, формирующих оптимальное управление  
u0(t) = u0[x(t), ṽ(t), t]. Эти связи задают сходящийся 
алгоритм внешней адаптации по правилу:

 φ�v(t), ∫
t

t0
v(s)ds, t� = 0,  (4)

где тождество

 φ�v(t), ∫
t

t0
v(s)ds, t� ≡ [ṽ(t) – v(t)] +

 + α� ∫
t

t0
[ṽ(s) – v(s)]ds� + β = ṽ(t), v(t) ∈ Rn,

α > 0, β = v(t0) – ṽ(t0) — заданные числа. Интегральное 
уравнение Вольтерра 2-го рода (4) имеет решение:

 ṽ(t) = v(t) – βe–α(t–t0) t→∞  0,  (5)

приводящее к асимптотической сходимости оценок ṽ(t) 
к v(t) в зависимости от требуемой точности оценивания 
δ > 0:

 lim
t→t1

||ṽ(t) – v(t)|| < δ (6)

и времени окончания процесса оптимизации и адапта-
ции t1; ||a(t)|| — евклидова норма вектора a(t), ||a(t)|| = 
= (aT(t), a(t))1/2.

Требуется найти тройку неизвестных вектор-функ-
ций (x(t), u(t), v(t)) со значениями в Rn, t ∈ [t0, t1], удов-
летворяющую начальным условиям (x(t0), v(t0), t0) и 
обеспечивающую выполнение условий: J → extr (1) од-
новременно с обеспечением требований ψ(x, ẋ, u, v, t) = 

= 0 (3) и φ�v(t), ∫
t

t0
v(s)ds, t� = 0 (4), где φ(·), ψ(·) ∈ Rn.

Задачу на условный экстремум сведем к задаче на 
безусловный экстремум с помощью введения множите-
лей Лагранжа. С учетом условий (2), (3) и (4) запишем 
вспомогательный функционал качества в следующем 
виде:

 J* = V[x(t1), t1] + ∫
t1

t0
�F[x, (f(x, u, t) + v), v(t), t] +

 + μT(t)ψ(x, ẋ, u, v, t) +  (7)

+ λT(t)φ�v(t), ∫
t

t0
v(s)ds, t��dt → extr,

где μ(t), λ(t) — неопределенные множители Лагранжа, 
μ(t), λ(t) ∈ Rn.

Согласно работе [15],

 δx(t1) = δx|t=t1 + ẋ(t1)δt1.  (8)

Алгоритм адаптации  
и его асимптотические свойства

Запишем интегральный алгоритм адаптации (4) в 
виде:

 y(t) + α∫
t

t0
y(s)ds + β = 0, α > 0, β = const,  (9)

где y(t) = ṽ(t) – v(t), β = v(t0) – ṽ(t0). Найдем решение (9) 
в асимптотике при t → ∞.

Для этого введем в рассмотрение обозначение:

 z(t) = z(t0) + ∫
t

t0
y(s)ds, ż(t) = y(t), 

Тогда алгоритм адаптации (9) преобразуем к виду:

 ż(t) + α[z(t) – z(t0)] + β = 0 

или к виду линейного однородного дифференциального 
уравнения в новых обозначениях по z(t):

  ż(t) + αz(t) = 0. (10)

На том основании, что

 ż(t) + αz(t) + [–αz(t0) + β] = 0 и z(t0) = ,

получим
 [–αz(t0) + β] = 0.

Решение дифференциального уравнения (10) хоро-
шо известно:

 z(t) = z(t0)e–α(t–t0) = e–α(t–t0) t→∞  0,

 ż(t) = z(t0)e–α(t–t0)(–α) = –βe–α(t–t0) t→∞  0,

т. е. имеем

 ż = y(t) = ṽ(t) – v(t) t→∞  0, либо ṽ(t) → v(t) при t → ∞.

Отметим, что из уравнения (9) получим требование 
для выбора начального условия: 

 y(t0) + β = 0 ⇒ β = v(t0) – ṽ(t0).

Основные результаты

Из интегрирования по частям в функционале (7) 
получим

 J* = V[x(t1), t1] – μT(t)x(t)|t0
t1 + ∫

t

t0
G(x, u, v, t)dt,

 G(x, u, v, t) = G(x, u, v, t, μ(t), μ(t), λ(t)) = 
 (11)

 = F(x, u, v, t) + μT(t)[f(x, u, t) + v] + μT(t)x(t) +

 + λT(t)φ�v(t), ∫
t

t0
v(s)ds, t�.
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Величину вариации функционала J* (11) на экс-
тремальных движениях с подвижной трансграницей 
(x(t1), t1), где δx(t0) = 0, с учетом возникающих вариа-
ций δx(t), δu(t), δv(t), δx(t1), δt1 с точностью до величи-
ны 2-го порядка малости представим в формулировке 
следующей теоремы.

Теорема 1. С учетом непрерывной дифференцируе-
мости по всем переменным функций V, G, а также спра-
ведливости выполнения соотношения (8) для δx|t=t1, 
вариацию функционала J* (11) зададим выражением:

 δJ* = dJ* = �  – μT(t1)� δx(t1) + 

 + �  + G(x, u, v, t)|t=t1 + μT(t1)ẋ(t1))δt1 +  (12)

+ ∫
t1

t0
� δx + δu + δv�dt,

полученным с точностью до малости 2-го порядка.
Доказательство теоремы в настоящей работе не при-

ведено из-за массивности. Заметим, что доказательство 
полностью укладывается в известные схемы, типичные 
для вариационного исчисления [14]. Далее выберем 
векторный множитель μ(t) так, чтобы функциональные 
коэффициенты при δx(t1), δx(t) в соотношении (12) об-
ратились в нуль. Тогда получим систему n уравнений 
Эйлера по х с граничным условием на правом конце:

  = 0, μ(t1) = � �
T

, (13)

или, с учетом обозначения (13), составим систему:

  μ(t) = – �  + μT(t) �
T

 (14)

с граничным условием μ(t1) (13).
Таким образом, выражение (12) при наличии требо-

ваний (13) перепишем в виде:

 δJ* = dJ* = �  + G(x, u, v, t)|t=t1 + 

 + μT(t1)ẋ(t1)�δt1 + ∫
t1

t0
� δu + (15)

 + δv�dt.

Допустим, что в равенстве (15) круглая скобка слева 
равна нулю:

  + G(x(t1), u(t1), v(t1),t1) + μT(t1)ẋ(t1) = 0.

Отсюда, используя граничные условия (13), полу-
чим

 +  ẋ(t1) + G(x(t1), u(t1), v(t1),t1) = 0

или в более компактной форме:

  + G(x(t1), u(t1), v(t1),t1) = 0,

что в итоге даст
  = 0.  (16)

Требование (16) представляет собой условие тран-
сверсальности в граничной точке t1. Полагая условие 
(16) в точке t = t1 выполненным, получим, исходя из 
выражения (15), выполненным также и соотношение

δJ* = dJ* = ∫
t1

t0
� δu + δv�dt.  (17)

В интеграле (17) для второго слагаемого, с уче-
том обозначения (11), выберем множители Лагранжа 
λ(t) ∈ Rn таким образом, чтобы выполнялось равенство: 

  = 0, (18)

приводящее к системе n уравнений Эйлера по v

  + μT(t)I + λT(t)  = 0,

где I ≡ ∂v(t)/∂v(t) — единичная матрица размерности n. 
Следовательно, интеграл (17) будет иметь вид:

 δJ* = dJ* = ∫
t1

t0
δudt.  (19)

С целью обеспечения необходимых условий стацио-
нарности (экстремума) критерия качества J* потребуем, 
чтобы в интеграле (19) выполнялось равенство:

  = 0.  (20)

Система n уравнений Эйлера по u (20) может быть 
записана с помощью обозначения (11) в виде системы 
уравнений

  + μT(t)  = 0.  (21)

Совокупность 3n уравнений (13), (18), (20) вместе с 
уравнениями связей (3), (4) представляет собой замкну-
тую систему уравнений для нахождения вектор-функ-
ций x(t), u(t), v(t), μ(t), λ(t), обеспечивающих решение 
исходной условной вариационной задачи оптимального 
(субоптимального) адаптивного управления с подвиж-
ной границей на правом конце.

Полученный результат вариационного исследования 
для синтеза условной управляемой возмущенной ди-
намической системы, отслеживающей n независимых 
связей запишем в виде следующей теоремы.

Теорема 2. Тройка вектор-функций (x(t), u(t), v(t)), 
реализующих экстремум (минимум) функционала (1) 
при наличии условий (3), (4) удовлетворяет при соот-
ветствующем выборе множителей μk(t), λk(t), k = 1, n 
уравнениям Эйлера, составленным для функционала 
J* (7). Уравнения Эйлера для определения функций 
x(t), u(t), v(t), μ(t) и λ(t) имеют вид уравнений (13), 
(18), (20) с уравнениями связей (3), (4). Решение задачи 
(2), (4), (14) порядка 3n, где управление u(t) ∈ U ⊂ Rn, 
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определяется уравнением (21) и осуществляется при 
наличии n начальных условий x0 = x(t0) на левом конце 
и n краевых условий (13) на правом конце.

К сказанному добавим, что для выполнения мини-
мума критерия качества, когда J → minu∈U, необходимо 
требование: δ2J = δ2J* ≥ 0, ∀δ u(t) ≠ 0.

Модельный пример.  
Синтез субоптимального адаптивного управления

В качестве наглядного и простого примера возь-
мем задачу с одноосным (по оси Ox) прямолинейным 
движением материальной точки с известной посто-
янной массой m под действием управляющей силы 
(управления) u(t), приложенной к точке, и неизвест-
ного равномерно ограниченного возмущения v(t): 
supt∈[t0,t1]||v(t)|| ≤ Cv, Cv > 0 — некоторая постоянная.

Допустим, что это движение осуществляется вдоль 
абсолютно гладкой опоры (поверхности), когда сила тя-
жести уравновешена силой реакции опоры в отсутствие 
силы трения. В этом случае движение точки опишем 
уравнением:

 mq#(t) = u(t) + v(t),  (22)

где q = q(t) — обобщенная (лагранжева) координата, 
представляющая собой отклонение точки от центра О 
системы координат. Движение точки (22) определяется 

величиной кинетической энергии T(t) = :

    = Q(t) = F(t).  (23)

Уравнение (23) отвечает второму закону динамики 
Ньютона для количества движения Q(t) = mq(t) и дей-
ствующей на точку активной силы F(t) = u(t) + v(t). 

При этом предположим, что ∀t ∈ [t0, t1] измерению 
подлежат функции q(t) и q(t), но не q#(t).

Требуется оптимальным образом при данных ус-
ловиях сформировать управляемое движение матери-
альной точки, чтобы обеспечить минимизацию энер-
гетического функционала качества (энергетических и 
мощностных затрат) вида (1):

 J = x2(t1) + ∫
t1

0
[x2(t) + ẋ2(t)]dt =  (24)

 = x2(t1) + ∫
t1

0
{x2(t) + g2[u(t), v(t)]}dt → min

u∈U
,

где введены обозначения для векторов x, g ∈ R2 ска-
лярного управления u(t) ∈ R и скалярного возмущения 
v(t) ∈ R; τ ≡ 1/m = const, V(x, t) = x2(t):

 x = �q
q�, g = f + � 0

τv� = � q
τ(u + v)�, f = � q

τu�

 x2 = q2 + q2, g2 = q2 + τ2(u + v)2, g2 = f2 + τ2v(2u + v)

относительно компонентов уравнения движения, пере-
писанного в нормальном виде

 ẋ = g(x, u, v), x = �x1
x2
� = �q

q�, g = � x2
τ(u + v)�.

Функция управления u(t) ∈ U, U ∈ C1[0; t1] — мно-
жество непрерывно дифференцируемых по t ∈ [0; t1] 
функций, C1 — множество всех непрерывно диффе-
ренцируемых по t ∈ [0; t1] функций. Вектор x0 = x(0) 
задается, а величины x(t1), t1 определяются из допол-
нительных условий.

Функционал качества (24) можно записать так:

 J = x2(t1) + ∫
t1

0
[xTAx + τ2(u + v)2]dt, A = �1 0

0 2�,  (25)

где A — положительно определенная матрица. В вы-
ражении (25) подынтегральная функция F(x, u, v) > 0 
представляет собой сумму положительно определенной 
квадратичной формы xTAx и положительной функции 
τ2(u + v)2.

Перейдем к решению искомой условной вариаци-
онной задачи.

Пусть имеем два уравнения связей по x и по v соот-
ветственно: ψ(·) = 0 (3) и φ(·) = 0 (4).

Тогда вспомогательный функционал с помощью 
соотношений (3), (4) запишем в виде:

 J* = x2(t1) + ∫
t1

0
�x2(t) + g2[x(t), u(t), v(t)] + 

 + μT(t)ψ(x, ẋ, u ,v) + λ(t)φ�v, ∫
t

0
v(s)ds, t��dt, 

 (26)

где μ(t) = (μ1(t), μ2(t))T ∈ R2, λ(t) ∈ R — множители 
Лагранжа. Проинтегрируем по частям множители 
Лагранжа в функционале (26), получим:

 J* = x2(t1) – μT(t)x(t)|0
t1 + 

 + ∫
t1

0
�x2(t) + g2(x, u, v) + μT(t)g(x, u, v) +  (27)

 + μT(t)x(t) + λ(t)φ�v, ∫
t

0
v(s)ds, t��dt.

Выпишем по известной схеме вариацию функцио-
нала (27) согласно выражению (12):

 δJ* = [2x(t1) – μ(t1)]Tδx(t1) + [x2(t1) + g2(t1) +

 + μT(t1)g(t1) + μT(t1)x(t1) + μT(t1)ẋ(t1)]δt1 + 

 + ∫
t1

0
�(2x1 + μ1)δx1 + (4x2 + μ1 + μ2)δx2 +  (28)

 + (2τ2u + 2τ2v + μ2τ)δu + �2τ2u + 2τ2v + μ2τ – λ –

 – α ∫
t

0
v(s)ds�δv�dt.

В выражении (28) выберем множители μ1(t), μ2(t) 
так, чтобы выполнялись уравнения Эйлера (13) по x1 и 
x2 с граничными условиями на правом конце:

 μ1 = –2x1, μ1(t1) = 2x1(t1),

 μ2 = –μ1 – 4x2, μ2(t1) = 2x2(t1).

Тогда, при наличии этих соотношений, выражение 
для δJ* (28) запишем в виде:
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 δJ* = [x2(t1) + g2(t1) + μT(t1)g(t1) +

 + μT(t1)x(t1) + μT(t1)ẋ(t1)]δt1 +

 + ∫
t1

0
�(2τ2u + 2τ2v + μ2τ)δu + 

 + �2τ2u + 2τ2v + μ2τ – λ – α ∫
t

0
v(s)ds�δv�dt,

где 

 ∫
t

0
v(s)ds =  = .

Предположим, что условие трансверсальности вы-
полнено, в результате получим уравнение для выбора 
момента времени t1:

x2(t1) + g2(t1) + μT(t1)g(t1) + μT(t1)x(t1) + μT(t1)ẋ(t1) = 0,

где x2 = x1
2 + x2

2, g2 = x2
2 + τ2(u + v)2, μTg = μ1x2 + 

+ μ2τ(u + v), μTx = μ1x1 + μ2x2, μTẋ = μ1ẋ1 + μ2ẋ2.
Тогда получим:

 δJ* = ∫
t1

0
�(2τ2u + 2τ2v + μ2τ)δu + 

 + �2τ2u + 2τ2v + μ2τ – λ – α ∫
t

0
v(s)ds�δv�dt.

В этом интеграле выберем множитель λ(t) так, что-
бы вторая скобка в подынтегральном выражении была 
равна нулю, т. е. 

 λ = 2τ2(u + v) + μ2τ – α ∫
t

0
v(s)ds.

Тем самым, из стационарности функционала ка-
чества J* получим формулу для задания адаптивного 
оптимального управления u0(t):

 u(t) = u0(t) = – �  + v(t)�. (29)

Отметим, что зависимость u0(t) (29), называемая 
«идеальной», включает в себя неизвестную функцию 
внешнего возмущения v(t), откуда следует, что форму-
лой (29) напрямую воспользоваться невозможно.

Формулу для u0(t) (29) можно применить для пе-
рехода к субоптимальному адаптивному управлению 
согласно следующей зависимости:

 ũ0(t) = – �  + ṽ(t)�,  (30)

где ṽ(t) — оценка v(t), удовлетворяющая выходу алго-
ритма параметрической настройки (4)–(9). 

При такой замене (u0(t) на ũ0(t)) очевидно, исходный 
функционал качества J (24) будет принимать другие, 
большие значения. Обратимся в этой связи к известно-
му определению [7], по которому управление ũ0(t) ∈ U 
при некотором числе ρ ∈ [0; 1] называется субоптималь-
ным с уровнем субоптимальности ρ для функционала 
качества J, если выполнено неравенство:

  min
u∈U

J = J|u=u0
 ≥ ρJ|u=ũ0

, (31)

где u0(x, v, t) — оптимальное, а ũ0(x, ṽ, t) — субопти-
мальное управления.

В соответствии с критерием (31) число ρ оценивает 
близость величины J|ũ0(t) к наименьшему значению 
функционала J (24). Приближение ρ к единице свиде-
тельствует о приближении величины J|ũ0(t) к минималь-
но возможному. При ρ = 1 субоптимальное управление 
ũ0(t) становится оптимальным: J|ũ0(t) = min

u∈U
J. Последнее 

условие требует большого времени адаптации или, 
другими словами, времени шумовой (параметриче-
ской) идентификации объекта управления: ṽ(t) → v(t) 
при t → ∞.

Заметим, что смена оптимального режима функ-
ционирования системы на субоптимальный будет со-
провождаться ухудшением качества показателей ха-
рактеристик работы системы. Кроме того, решение 
задачи субоптимального управления сопряжено с такой 
серьезной трудностью, как требованием измерения 
только фазового вектора x(t), t ∈ [0; t1] и отсутствием 
информации о векторе скорости ẋ(t). Для решения этой 
проблемы выполним следующее: в алгоритме адапта-
ции (4)

 [ṽ(t) – v(t)] + α� ∫
t

0
[ṽ(s) – v(s)]ds� + β = 0

вместо v(t) подставим приближенное значение v*(t), 
пользуясь аппроксимацией уравнения движения (2):

 ẋ2 ~  = τũ0(t) + τv*(t),

где v*(t) =  – ũ0(t), ε > 0 — малый пара-
метр.

При рассмотрении системы дифференциальных 
уравнений для определения переменных x(t) и μ(t) при 
заданных x(0) и x(t1) после подстановки в них ũ0(t) (30):

 � ẋ1(t)
ẋ2(t)� = �

x2(t)

–   – τy(t)�,

 �μ1(t)
μ2(t)� = � –2x1(t)

–μ1(t) – 4x2(t)�,

либо с учетом соотношений (4)–(9)

 y(t) = ṽ(t) – v(t) = [ṽ(0) – v(0)]e–αt,

полагая, что величина v(0) известна, получим:

 � ẋ1
ẋ2
� = –�

–x2

   + τβe–αt�,

 � μ1
μ2
� = –� 2x1

μ1 + 4x2
�.

Для  поиска  общего  решения  введем  вектор  
z = (x1, x2, μ1, μ2)T относительно линейной неоднород-
ной системы дифференциальных уравнений 1-го по-
рядка с постоянной матрицей коэффициентов системы:
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  ż(t) = Bz(t) + w(t),  (32)

 B = �
 0 1 0 0
 0 0 0 –1/2
 2 0 0 0
0 –4 –1 0

�, w(t) = �
0

–τβe–αt

0
0

�,  

 z(t) = zi, i = 1, 4.

Общее решение неоднородной системы z(t) (32) 
представляет собой сумму общего решения ẑ(t) одно-
родной системы ż(t) = Bz(t) и какого-либо частного ре-
шения z(t) неоднородной системы (32): z(t) = ẑ(t) + z(t).

Общее решение ẑ(t) можно определить [15, 16] с 
помощью фундаментальной системы решений:

 ẑ(t) = �
C1 + C2t

C1 + C2 + C2t
2(C2 – C1 – C2t)

–2(2C2 + C1 + C2t)

�et +

 + �
C3 + C4t

C4 – C3 – C4t
2(C4 + C3 + C4t)
2(2C4 – C3 – C4t)

�e–t,

где C1, C2, C3, C4 — произвольные постоянные, а числа 
λ = ±1 кратные двум являются собственными числами 
характеристического уравнения Δ = det(B – λI) = 0 c 
единичной матрицей I размерности 4 × 4.

Что же касается частного решения z(t), то его сле-
дует задавать в известном виде с неопределенными 
коэффициентами γij:

 z(t) = �
γ11t + γ12
γ21t + γ22
γ31t + γ32
γ41t + γ42

�e–αt,

 γij = const, i = 1, 4, j = 1, 2.

Поскольку коэффициент –τβ при e–αt — многоч-
лен нулевой степени (число), а число –α в показателе 
степени у экспоненты e–αt не является корнем харак-
теристического уравнения Δ = 0. Многочлен при e–αt 
должен иметь степень на единицу больше, чем мно-
гочлен нулевой степени. Подставляя выражение z(t) с 
неопределенными коэффициентами γij в систему (32):

 �
ż1
ż2
ż3
ż4

� = 

z2

– 

–2z1
4z2 – z3

 + �
0
σ
0
0

�e–αt, σ = – τβ,

получим после сокращения слева и справа на e–αt: 

 �
γ11 – α(γ11t + γ12)
γ21 – α(γ21t + γ22)
γ31 – α(γ31t + γ32)
γ41 – α(γ41t + γ42)

� =

 = 

γ21t + γ22

–   – 

–2γ11t – 2γ12
–4γ21t – 4γ22 – γ31t – γ32

 + �
0
σ
0
0

�.

Приравнивая далее коэффициенты слева и справа 
при t и свободных членах, получим алгебраическую 
линейную неоднородную систему уравнений по γij, 
решая которую найдем:

 γ11 = κ(24 + 10α2 – 3α4) κ ≡ ;

 γ12 = , γ21 = κα(3α4 – 10α2 – 24);

 γ22 = κ(2α2 – 3α4 – α6 + 8), γ31 = ;

 γ32 = 2κ(α4 + 8), γ41 = 2κα(2 – α2)(α2 + 6), γ42 = 0.

Определим субэкстремаль при ũ0(t):

 x(t) = x(t) + x(t),

 x(t) = � x1(t)
x2(t)� = � C1 + C2t

C1 + C2 + C2t �et + 

 + � C3 + C4t
C4 – C3 – C4t �e–t + �γ11t + γ12

γ21t + γ22
�e–αt.

Таким образом, чтобы найти постоянные интегри-
рования C1, C2, C3, C4 и конечный момент времени t, 
надо задать четыре граничных условия с выбранными 
значениями ξ0, η0, ξ1, η1:

 �x1(0)
x2(0)� = � ξ0

η0
�, �x1(t1)

x2(t1)� = � ξ1
η1
�

и условие трансверсальности (17) для нахождения мо-
мента времени t1:

  + ẋ(t1) + G[x(t1), u(t1), v(t1), t1] = 0,

где
 V[x(t1)] = x2(t1),  = 0, 

  = (2x1(t1), 2x2(t2)),

 G[x(t1), ũ0(t1), v(t1), t1] = – �x1
2 + 2x2

2 + �|t=t1 +

 + β2e–2αt1 = –(x1
2 + 3x2

2)|t=t1 + β2e–2αt1.

Важно, что 

 G(·)|t=t1 = x2(t1) + g2(t1) + μT(t1)g(t1) + μT(t1)x(t1) = 

= x1
2 + x2

2 + x2
2 + τ2(ũ0(t) + v)2 + μ1x2 + μ2τ(ũ0(t) + v) +

 + μ1x1 + μ2x2 = x1
2 + 2x2

2 + τ2�  + y�
2
 + μ1x2 + 

 + μ2τ�  + y� + μ1x1 + μ2x2 

при t = t1, где 
 μ1 = –2x1, μ2 = –μ1 – 4x2 
 при t = t1; μ1(t1) = 2x1(t1), μ2(t1) = 2x2(t1),

причем 

 y(t1) = ṽ(t1) – v(t1) = –βe–αt1, β = –y(0).
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Следовательно, условие трансверсальности приоб-
ретает вид:

 2x1(t1)ẋ1(t1) + 2x2(t1)ẋ2(t1) = x1
2(t1) + 3x2

2(t1) – β2e–2αt1,

либо

 ξ1{(C1 + C2 + C2t1)et1 + (C4 – C3 – C4t1)e–t1 +

 + [γ11(1 – αt1) – αγ12]e–αt1} + η1{(C1 + 2C2 + C2t1)et1 + 

+ (C3 – 2C4 + C4t1)e–t1 + [γ21(1 – αt1) – αγ22]e–αt1} =

  = .

Рассмотрим числовой пример для следующих па-
раметров и начальных условий: m = 1, ξ0 = 4, ξ1 = 0,5, 
η0 = 0, η1 = –4,5, β = 1, α = 0,1 были вычислены значе-
ния t1 = 2,72, μ1(0) = 10,83, μ2(0) = 4,78, J = 1140,5.

На рисунке представлены результаты моделирова-
ния в пакете MATLAB Simulink. 

На рисунке, a, b видно, что за время t1 регулируемые 
переменные x1(t) и x2(t) приходят от заданных началь-

ных значений ξ0 и η0 к заданным конечным значениям 
ξ1 и η1. Соответствующий этим переменным график 
сигнала управления u(t) изображен на рисунке, c.

Заключение

В работе выполнен детальный анализ новых типов 
оптимальных (субоптимальных) нелинейных управля-
емых динамических систем в условиях действия на них 
детерминированных (не наделенных статистическими 
свойствами) равномерно ограниченных внешних неиз-
вестных возмущений. При этом промежуток времени 
адаптивного оценивания и оптимизации заранее не 
задан.

Результатом представленного вариационного ис-
следования является полученный замкнутый синтез 
адаптивной субоптимальной алгоритмической схемы. 
Благодаря синтезу гарантируется достижение субопти-
мального режима функционирования исходной управ-
ляемой системы с достаточным уровнем оптималь-
ности.

Рисунок. Графики изменений значений: x1(t) и μ1(t) (a); x2(t) и μ2(t) (b); u(t) (c)
Figure. Graphs of changes in values: x1(t) and μ1(t) (a); x2(t) and μ2(t) (b); u(t) (c)
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