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Аннотация
Введение. В работе развивается теория устойчивых M-оценок, относящихся к классу сниженных оценок, 
обладающих свойством устойчивости к асимметричному засорению. Многие известные сниженные оценки могут 
быть получены в рамках двух подходов д.т.н. А.М. Шурыгина: локально устойчивого подхода, основанного на 
анализе показателя неустойчивости оценки (L2-нормы функции влияния), или подхода, основанного на модели 
серии выборок со случайным точечным засорением (модели байесовского точечного засорения). Эти подходы 
удобны для построения различных устойчивых М-оценок и, по сравнению с классическими робастными 
процедурами, предоставляют более широкие возможности. Предложенное А.М. Шурыгиным в рамках первого 
из перечисленных подходов семейство условно оптимальных оценок может определяться как оптимизирующее 
асимптотическую дисперсию при ограничении на величину неустойчивости. Соответствующая задача допускает 
представление в форме оптимизации весовой L2-нормы функции влияния. Во втором подходе рассматривается 
специальным образом сформированная непараметрическая окрестность модельного распределения, и он тоже 
может быть сведен к анализу весовой L2-нормы функции влияния. Таким образом, данный критерий качества 
оценивания является достаточно общим и полезным для конструирования робастных оценок. Метод. Теория 
оценок, оптимальных с точки зрения весовой L2-нормы функции влияния, в настоящее время недостаточно 
развита. Так, для соответствующих семейств оценок остается нерешенным вопрос единственности членов 
семейства. Вопрос сводится к исследованию выпуклости (вогнутости) оптимизируемого функционала в 
зависимости от параметра, задающего семейство. Основные результаты. В работе в общем виде получено 
выражение для производной по параметру функционала качества оптимальной оценки. Получены неравенства 
для второй производной, необходимые для установления его выпуклости (вогнутости) по параметру. Полученные 
результаты применены для описания свойств условно оптимального семейства. Построены функции влияния 
ряда условно оптимальных оценок для параметров сдвига и масштаба нормальной модели. Исследованы 
характеристики этих оценок. Обсуждение. Показана устойчивость большинства рассмотренных оценок, что 
важно для их практического применения. Теоретические результаты могут быть полезны при исследовании 
свойств компромиссных оценок на базе двух критериев, а также при изучении минимаксных уровней засорения 
в рамках подхода А.М. Шурыгина на основе модели байесовского точечного засорения. Результаты работы могут 
найти применение в ситуациях целенаправленного искажения данных противником, в том числе в задачах, 
связанных с вредоносным машинным обучением.
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Abstract
The work develops the theory of stable M-estimators belonging to the class of redescending estimators, having the 
property of resistance to asymmetric contamination. Many well-known redescending estimators can be obtained within 
the framework of the locally stable approach of A.M. Shurygin, based on the analysis of the estimator instability 
functional (L2-norm of the influence function), or his approach based on the model of a series of samples with random 
point contamination (point Bayesian contamination model). These approaches are convenient for constructing various 
stable M-estimators and, in comparison with classical robust procedures, provide wider opportunities. The family of 
conditionally optimal estimators proposed by A.M. Shurygin within the framework of the first of the listed approaches 
can be defined as optimizing the asymptotic dispersion under a constraint on the value of instability. The corresponding 
problem can be represented in the form of optimization of the weighted L2-norm of the influence function. The second 
approach considers a specially formed nonparametric neighborhood of the model distribution, and it can also be reduced 
to the analysis of the weighted L2-norm of the influence function. Thus, this estimation quality criterion is quite general 
and useful for constructing robust estimators. The theory of estimators that are optimal in terms of weighted L2-norm 
of the influence function is currently underdeveloped. Specifically, for the corresponding families of estimators, the 
question of the uniqueness of family members remains unresolved. The question comes down to studying the convexity 
(concavity) of the optimized functional depending on the parameter defining the family. In the presented work, an 
expression is obtained in general form for the derivative with respect to the parameter of the quality functional of the 
optimal estimator. Inequalities are obtained for the second derivative necessary to establish its convexity (concavity) with 
respect to the parameter. Corollaries from these results are applied to describe the properties of a conditionally optimal 
family. The influence functions of a number of conditionally optimal estimators for the shift and scale parameters of the 
normal model are constructed. The characteristics of these estimators are studied. The stability of most of the considered 
estimators is shown, which is important for their practical application. The theoretical results obtained can be useful in 
studying the properties of compromise estimators based on two criteria as well as in studying minimax contamination 
levels within the framework of A.M. Shurygin’s point Bayesian contamination model. The results of the work can be used 
in situations of purposed data corruption by an adversary including the problems related to adversarial machine learning.
Keywords
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Введение

Современные подходы к решению задачи оценива-
ния параметров статистических моделей [1] направле-
ны на обеспечение устойчивости получаемых реше-
ний к возможным отклонениям реальной ситуации от 
принятых в модели предположений [2–4]. Одним из 
наиболее трудных для формализации являлось асимме-
тричное засорение симметрично распределенных дан-
ных, поскольку априорная информация о возможном 
искажении, как правило, отсутствует, а классические 
робастные подходы в этой ситуации не обладают до-
статочной устойчивостью. Для решения этой проблемы 
были предложены сниженные оценки [3, 4], в которых 
влияние периферийных наблюдений значительно сни-
жено по сравнению с классическими робастными реше-
ниями. Однако эти решения оставались, по существу, 
эвристическими.

Важным шагом к получению теоретически обо-
снованных решений стала предложенная д.т.н. 
Александром Михайловичем Шурыгиным [2, 5] доста-
точно универсальная модель байесовского точечного 
засорения (БТЗ), которая позволяет описывать воздей-
ствие асимметричного засорения на набор данных. 

Модель предполагает наличие серии выборок, каждая 
из которых имеет засорение в виде распределения, 
сосредоточенного в одной точке. Эта точка является 
фиксированной в пределах одной выборки, но имеет 
некоторое распределение по серии выборок. Каждому 
распределению засоряющей точки соответствует наи-
лучшая оценка, полученная в результате минимизации 
ее асимптотического квадратичного отклонения [2]. 
Получающиеся оценки часто оказываются снижен-
ными. В рамках модели БТЗ оптимальными являются 
многие известные сниженные оценки параметра сдви-
га, среди них бивес-оценка Тьюки, оценки Эндрюса, 
Бернулли, Смита, Мешалкина, оценка Хьюбера типа 
урезанного среднего, обобщенные оценки Шарбонье 
[2, 6, 7].

Еще один — локально устойчивый — под-
ход А.М. Шурыгина [2] основан на показателе не-
устойчивости оценки (L2-норме функции влияния). 
Оптимизация неустойчивости при ограничении на 
асимптотическую дисперсию (или, что тоже, оптими-
зация асимптотической дисперсии при ограничении на 
величину неустойчивости) приводит к семейству услов-
но оптимальных оценок [2, 8], которые, как правило, 
тоже являются сниженными.
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Характерно, что и условно оптимальное семейство, 
и решения, получаемые в подходе на основе модели 
БТЗ, могут быть сведены к оптимизации весовой L2-
нормы функции влияния [4]. Таким образом, данный 
подход является достаточно общим и востребованным: 
он может служить теоретической основой для констру-
ирования широкого спектра оптимальных устойчивых 
оценок. Однако к настоящему времени оставался неизу-
ченным ряд свойств оптимальных оценок, в частности, 
открытым оставался вопрос единственности членов 
их семейств, который связан с вопросом выпуклости 
(вогнутости) оптимизируемого функционала в зависи-
мости от параметра.

В настоящей работе в общем виде исследуются 
свойства оценок, оптимизирующих весовую L2-норму 
функции влияния при условии, что весовая функция 
зависит от скалярного параметра. Основные результа-
ты — получение выражения для производной по пара-
метру функционала качества и неравенства для второй 
его производной, необходимые для установления его 
выпуклости (вогнутости). В частности, для условно оп-
тимального семейства [2, 8, 9] показана монотонность 
функций асимптотической дисперсии и неустойчивости 
оценки, что обеспечивает единственность элементов се-
мейства [8]. В качестве применения теории рассмотрен 
ряд условно оптимальных оценок параметров сдвига и 
масштаба нормальной модели, исследованы устойчи-
вость и другие характеристики этих оценок.

 Элементы теории устойчивого оценивания

Пусть x1, …, xm — независимые наблюдения случай-
ной величины ξ, распределенной с плотностью f(x, θ), 
где x ∈ X ⊆ R и параметр θ ∈ Θ ⊆ R. Здесь X и Θ — 
множества значений переменной x и параметра θ со-
ответственно, R — множество вещественных чисел. 
M-оценка θ неизвестного параметра может определять-
ся как решение оценочного уравнения [1, 3]

 ∑
m

i=1
ψ(xi, θ) = 0,

где ψ(x, θ) — оценочная функция параметра θ. Оценка 
должна удовлетворять условию асимптотической нес-
мещенности вида [1, 10]

 Eψ(ξ, θ) = ∫
X

ψ(x, θ)f(x, θ)dx = 0,  (1)

где E — оператор математического ожидания.
Дифференцируя (1) по θ и допуская возможность 

изменения порядка дифференцирования и интегриро-
вания, можно записать следующие равенства [3, 10]:

 N(θ) =
df

 –lim
t→θ

  Eψ(ξ, t) = –E ψ(ξ, θ) =

 = ∫
X

ψ(x, θ) f(x, θ)dx,  (2)

где функция N(θ) имеет смысл нормировочной харак-
теристики оценочной функции.

Потребуем, чтобы в окрестности истинного значе-
ния параметра θ выполнялось условие асимптотической 

несмещенности (1), были справедливы равенства (2), 
функция N(θ) была непрерывной и не равной нулю [11]. 
Более полный набор условий регулярности, обеспечи-
вающий также √m-состоятельность и асимптотическую 
нормальность оценок [1, 12, 13], приведен, например, 
в работе [5].

Рассмотрим в качестве показателя качества оцени-
вания квадрат весовой L2-нормы функции влияния с 
весом s(x, θ)

U(ψ, s) = ∫
X

ψ2(x, θ)s(x, θ)dx = ∫
X

IF2(x, θ)s(x, θ)dx,  (3)

где IF(x, θ) = ψ(x, θ)/N(θ), IF — функция влияния 
Хампеля [4]. Функционал (3) возникает, например, 
как асимптотическое квадратичное отклонение оцен-
ки в модели БТЗ [2, 5, 14], где весовая функция s(x, θ) 
представляет собой плотность распределения засоря-
ющей точки. В частности, асимптотическая диспер-
сия [1] M-оценки θ определяется как V(ψ) = U(ψ, f), а 
неустойчивость оценки [2, 14, 15] — W(ψ) = U(ψ, 1). 
Минимизация функционала V(ψ) приводит к оценке 
максимального правдоподобия (ОМП) [1], а миними-
зация W(ψ) — к оценке максимальной устойчивости 
(ОМУ) [2]. Соответствующие значения оптимизируе-
мых функционалов обозначим VОМП и WОМУ. Также 
используем относительные характеристики оценки — 
эффективность [1, 2] effψ = VОМП/V(ψ) и устойчи-
вость [2].

В [2] показано, что функционал (3) достигает мини-
мума по ψ на функции

 ψ(x, θ) = c(θ)� lnf(x, θ) + β(θ)� ,  (4)

где c(θ) — произвольная непрерывная функция, не 
равная нулю для всех θ ∈ Θ; функция β(θ) определяется 
из условия (1). Оценочную функцию (4) назовем опти-
мальной для заданной весовой функции s(x, θ).

Функция (4) является также решением задачи мак-
симизации функционала (3) для функции s(x, θ) ≤ 0. 
Таким образом, весовая функция s(x, θ) в (4) может 
быть неотрицательной или неположительной, что рас-
ширяет исходное определение функционала (3) как ква-
драта весовой L2-нормы. Соответственно функционалу 
(3) при этом доставляется минимум либо максимум.

Далее для краткости, как правило, будем опускать 
аргументы функций. Например, (4) запишем в виде 
ψ = c(∂f/∂θ + βf)/s. 

Введем следующее соглашение. Когда функционал 
(3) или его частный случай (V или W) используется без 
указания аргументов, подразумевается, что в качестве 
оценочной функции в него подставляется выражение 
(4), зависящее от s. Если при этом весовая функция 
s является членом параметрического семейства, то 
функционал представляет собой функцию параметра, 
задающего это семейство. Штрихом будем обозначать 
производную функций по данному параметру.

Так, семейству условно оптимальных оценок 
[2, 8, 9, 11, 16] в зависимости от способа параметриза-
ции соответствуют функции s = 1 + γf или s = λ + f, где 
γ, λ — параметры, задающие семейство. Данное семей-
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ство оценок может определяться как минимизирующее 
неустойчивость при ограничении на асимптотическую 
дисперсию (или минимизирующее асимптотическую 
дисперсию при ограничении на неустойчивость). 
Причем в задаче минимизации возможны два вида 
ограничений: ограничения-неравенства и ограниче-
ния-равенства. Последние приводят к более широким 
диапазонам параметров, задающих семейство, и пото-
му оно названо расширенным условно оптимальным 
семейством [8].

Для обеспечения корректности приводимых далее 
рассуждений дополнительно потребуем, чтобы все по-
лученные производные и интегралы существовали и 
были непрерывными функциями параметра, задающего 
семейство; для выписанных интегралов было допусти-
мо, где это необходимо, внесение операции дифферен-
цирования под знак интеграла. 

Свойства оптимальных оценочных функций

И зучим свойства оптимальных оценочных функций, 
определяемых выражением (4). В работе [11] показано, 
что для величины (3) справедливо: 

 U =  = c2/ ∫
X

ψ2sdx,

где функция N определена в выражении (2), а c — в (4).
Перепишем равенства в виде [5]:

  =  = ∫
X

ψ2sdx = ∫
X

φ2sdx,  (5)

где φ = ψ/c = (∂f/∂θ + βf)/s.
Пусть функция s представляет собой параметриче-

ское семейство, зависящее от некоторого скалярного 
параметра, от которого не зависит f. Тогда получим:

 φʹ = (βʹf – φsʹ)/s.  (6)

Теорема 1. Для оценочной функции (4) справедливо

 Uʹ = ∫
X

ψ2sʹdx = ∫
X

IF2sʹdx.

Доказательство. Действительно, используя равен-
ства (5), (6) и (1), найдем

 � �
ʹ
 = 2βʹ ∫

X
φfdx – ∫

X
φ2sʹdx = ∫

X
φφʹsdx = – ∫

X
φ2sʹdx;  (7)

 Uʹ = – � �
2 
� �

ʹ
 = � �

ʹ
∫
X

φ2sʹdx =

 = ∫
X

ψ2sʹdx = ∫
X

IF2sʹdx.  
(8)

Теорема доказана.
Функционал Uʹ в зависимости от вида s и способа 

ее параметризации может иметь различный смысл. 
Рассмотрим некоторые частные случаи теоремы 1.

Следствие 1 из теоремы 1. Пусть s = γf + h, где γ — 
параметр, задающий семейство; h — независящая от  

γ функция. Тогда для оптимальной оценочной функции 
(4) справедливо

 Uʹ = ∫
X

ψ2fdx = U(ψ, f) = V.

Следствие 2 из теоремы 1. Пусть s = f + λh, где λ — 
параметр, задающий семейство; h — независящая от λ 
функция. Тогда для оптимальной оценочной функции 
(4) справедливо

 Uʹ = ∫
X

ψ2hdx = ∫
X

IF2hdx = U(ψ, h).

Отметим, что следствия из теоремы 1 при h = 1 
описывают свойства условно оптимальных оценок, 
доказанные в [8] (теорема 1).

Следующий результат позволяет получить достаточ-
ные условия вогнутости (выпуклости) величины (3) как 
функции параметра, задающего семейство.

Теорема 2. Для оптимальной оценочной функции 
(4) справедливо одно из следующих неравенств:

 Uʺ ≤ ∫
X

IF2sʺdx, если U > 0; Uʺ ≥ ∫
X

IF2sʺdx, если U < 0.

Причем равенство в них достигается, только если s 
не зависит от x.

Доказательство. В следующих преобразованиях 
воспользуемся первым равенством в (7), не отбрасывая 
в нем нулевое слагаемое, а также равенствами (6) и (1):

 � �
ʺ
 = 2βʺ ∫

X
φfdx + 2(βʹ)2 ∫

X
dx – 2βʹ ∫

X
sʹdx –

 – 2βʹ ∫
X

sʹdx + 2 ∫
X

(sʹ)2dx – ∫
X

φ2sʺdx =

 = ∫
X

(βʹf – φsʹ)2dx – ∫
X

φ2sʺdx = 

 = 2 ∫
X

(φʹ)2sdx – ∫
X

φ2sʺdx.

Отсюда, используя (5), (7) и (8), находим:

 � �
3 

Uʺ = � �
3

�– � �
–2

� �
ʹ
�
ʹ
 = 

 = �� �
ʹ
�

2

 – � �
ʺ
 = 

 = ∫
X

φ2sʺdx + � ∫
X

φφʹsdx�
2
 – ∫

X
φ2sdx ∫

X
(φʹ)2sdx.

Последние два слагаемых в полученном выражении 
есть неположительная величина в силу неравенства 
Коши–Буняковского. Равенство в нем достигается, 
только когда функции φ и φʹ коллинеарны либо одна из 
них тождественно равна нулю, т. е. s не зависит соот-
ветственно от x либо от параметра, задающего семей-
ство (в обоих случаях величина βʹ = 0). Случай, когда 
параметр отсутствует, не допускается по условию.

Таким образом, приходим к неравенству

 � �
3 

Uʺ ≤ ∫
X

φ2sʺdx = � �
3

∫
X

IF2sʺdx.
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Домножим полученное выражение на величину 
2U3 = 2c3/N3, знак которой соответствует знаку U. В ре-
зультате получим неравенства в утверждении теоремы. 
Теорема доказана. 

Следствие 1 из теоремы 2. Пусть s = γf + h ≥ 0, 
где s ≠ const; γ — параметр, задающий семейство; h — 
независящая от γ функция. Тогда для оптимальной 
оценочной функции (4) Uʺ < 0.

Доказательство. Данное неравенство следует из 
теоремы 2, поскольку sʺ = 0 и U > 0 в силу представле-
ния (3), кроме того, s зависит от x. Следствие доказано.

Следствие 2 из теоремы 2. Пусть s = f + λh, где 
s ≠ const; λ — параметр, задающий семейство; h — 
независящая от λ функция. Тогда для оптимальной 
оценочной функции (4) справедливо:

 Uʺ < 0, если s ≥ 0; Uʺ > 0, если s ≤ 0.

Доказательство. Данные неравенства следуют из 
теоремы 2, поскольку sʺ = 0, U > 0 при s ≥ 0, U < 0 при 
s ≤ 0, кроме того, s зависит от x. Следствие доказано.

Единственность членов условно оптимального 
семейства

Применим следствия 1 и 2 из теоремы 2 к условно 
оптимальному семейству, расширенному за счет от-
рицательных значений параметра [8]. В этом случае 
h = 1, а параметры, задающие семейство, удовлетворя-
ют условиям

 γ > –1/max
x∈X

f;

 λ ≥ 0 или λ < –max
x∈X

f.

Последние два неравенства соответствуют разным 
знакам U, поэтому исходную задачу минимизации 
величины (3) в данном случае следует понимать как  
∫
X

IF2|s|dx → min
ψ

.

Согласно следствиям из теорем 1 и 2 справедливо 
неравенство

  =  < 0

для всех допустимых значений γ > –1/max
x∈X

f;
кроме того,

  =  < 0, если λ ≥ 0;  > 0, если λ < –max
x∈X

f.

Отсюда следует единственность решения вариаци-
онных задач, определяющих семейство. Сформулируем 
это в виде следующих утверждений [8].

Утверждение 1. Задача с ограничениями-неравен-
ствами. Пусть задана верхняя граница W0 неустойчиво-
сти W или верхняя граница V0 асимптотической диспер-
сии V оценки, так что соответственно WОМУ ≤ W ≤ W0 
или VОМП ≤ V ≤ V0. Тогда каждое такое ограничение 
однозначно определяет условно оптимальную оценку, 
которой соответствуют некоторые неотрицательные 
значения параметров λ и γ.

Утверждение 2. Задача с ограничениями-равен-
ствами. Пусть решается задача минимизации неустой-
чивости W при условии, что асимптотическая диспер-
сия оценки V = V0, где VОМП ≤ V0 < Vmax, Vmax — предел 
асимптотической дисперсии оценки при γ → –1/max

x∈X
f 

или λ → –max
x∈X

f. Тогда решением задачи является расши-

ренное условно оптимальное семейство оценок, причем 
каждое значение V0 однозначно определяет оценку из 
данного семейства.

Оценивание параметров нормальной модели

На практике в качестве модельного распределения 
ошибок наблюдений часто выступает нормальное рас-
пределение [1] с плотностью

 f(x, μ, σ) = exp�–  �, x ∈ R,  (9)

где μ — параметр сдвига; σ — параметр масштаба. 
Потому для исследователя важно иметь в своем ар-
сенале набор устойчивых оценок параметров данной 
модели.

В табл. 1 перечислены некоторые условно опти-
мальные оценки, соответствующие значениям пара-
метра λ (задающего элемент семейства), а также опти-
мизационные задачи, приводящие к данным оценкам.

Присутствующая в таблице ОММ — наилучшая 
B-робастная оценка [4] в условно оптимальном семей-
стве.

Рассмотрим семейство условно оптимальных оце-
нок параметра сдвига μ в модели (9). Соответствующие 
оценочные функции, совпадающие с функциями влия-
ния, определяются выражением (4) при s = λ + f и β = 0, 
т. е. имеют вид

 ψ(x, μ) = c  ,  (10)

где c = c/σ2 — безразмерная константа, определяемая 
условием N(θ) = 1 (она несущественна с точки зрения 
решения оценочного уравнения). Стандартное отклоне-
ние σ предполагается известным. Если оно неизвестно, 
может использоваться одна из его оценок (табл. 2) [2]. 
Для оценки параметра сдвига справедливы равенства 
VОМП = σ2, WОМУ = 4√πσ3 [2].

В табл. 2 для условно оптимальных оценок пара-
метра сдвига μ приведено значение λσ (поскольку λ 
обратно пропорционально σ), значение c и значения 
относительных характеристик эффективности и устой-
чивости. Кроме перечисленных в табл. 1 оценок, рас-
смотрена также одна безымянная оценка, относящаяся 
к расширению семейства в область λ < 0.

Для ОМУ общая формула (10) приводит к неопре-
деленности, поэтому запишем отдельно выражение для 
данной функции влияния:

 IFОМУ(x, μ) = √8(x – μ)exp�–  �.

На рис. 1 показаны графики функций влияния 
рассмотренных в табл. 2 оценок при μ = 0 и σ = 1, за 
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исключением ОК и ОММ (чтобы линии графиков не 
располагались слишком плотно). ОК довольно близка 
к ОРВ, а ОММ занимает промежуточное положение 
между ОМУ и ОРВ.

Все рассмотренные оценки, кроме ОМП, являются 
сниженными (их функции влияния имеют асимптотой 
ось абсцисс), а следовательно, обладают свойством 
устойчивости к асимметричному засорению. Оценкам 
с бо́льшим значением λ (при λ > 0) соответствует боль-
шее значение характеристики stbψ; соответствующие 

функции влияния быстрее сходятся к нулю при увели-
чении |x|, а также их |IF(x, μ)| достигает максимума при 
меньшем значении |x|. Оценка, которой соответствует 
λ = –0,5/σ, с описанной точки зрения имеет наиболь-
шую среди исследуемых оценок устойчивость (хотя 
показатель stbψ при λ < 0 не способен это отразить 
количественно, поскольку его максимум достигается 
на ОМУ), однако она имеет невысокую эффективность 
и сравнительно большое значение max

x
|IF(x, μ)|, что не 

очень хорошо [4], но может быть оправдано при значи-
тельном засорении наблюдений.

Построим условно оптимальные оценки параметра 
масштаба σ в модели (9). Согласно (4) соответствую-
щие оценочные функции, совпадающие с функциями 
влияния, могут быть записаны в виде

 ψ(x, σ) = c σ ,  (11)

где β = 1 – βσ — безразмерная константа, определяемая 
из условия (1); c имеет тот же смысл, что и в (10). Для 
оценки параметра масштаба справедливы равенства 
VОМП = σ2/2, WОМУ = 4√πσ3 [2].

В табл. 3 приведены характеристики условно опти-
мальных оценок параметра масштаба σ.

Для ОМУ общая формула (11) приводит к неопре-
деленности, поэтому запишем отдельно выражение для 
данной функции влияния:

Таблица 1. Некоторые условно оптимальные оценки
Table 1. Some conditionally optimal estimators

Название Сокращенное 
название Уравнение для определения λ Оптимизационная формулировка

Оценка максимального правдо-
подобия [1, 2]

ОМП λ = 0 V(ψ) → min
ψ

Равнооптимальная оценка [11] ОРО effψ = stbψ min{effψ, stbψ} → max
ψ

Компромиссная оценка [2] ОК λ = VОМП/WОМУ eff–1ψ + stb–1ψ → min
ψ

Равновесная оценка [17] ОРВ λ = V/W > 0 V(ψ)W(ψ) → min
ψ

Оценка максимальной устой-
чивости [2]

ОМУ λ = ∞ W(ψ) → min
ψ

Минимаксная оценка ОММ max
x

|IF| → min
λ

—

Таблица 2. Характеристики некоторых оценок параметра сдвига
Table 2. Characteristics of some estimators of the shift parameter

λσ c effψ, % stbψ, % Название

0 1 100 0 ОМП
0,08304988 1,868355 85,04 85,04 ОРО
0,1410474 2,334381 81,15 90,74 ОК
0,1618861 2,496072 80,13 91,96 ОРВ
0,2916770 3,471798 75,93 95,97 ОММ

∞ ∞ 64,95 100 ОМУ
–0,5 –1,755425 42,51 86,30 —

Рис. 1. Графики некоторых функций влияния параметра 
сдвига

Fig. 1. Graphs of some influence functions of the shift 
parameter
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 IFОМУ(x, σ) = √8σ�  – �exp�–  �.

На рис. 2 приведены графики функций влияния, 
перечисленных в табл. 3 оценок параметра масштаба 
при μ = 0 и σ = 1, кроме ОК и ОММ. 

ОК занимает промежуточное положение между 
ОРО и ОРВ, а ОММ довольно близка к ОМУ. Для изо-
браженных на рис. 2 графиков, в целом, справедливы 
те же закономерности, что и для графиков на рис. 1.

Если неизвестны оба параметра модели (9), тогда 
решается система оценочных уравнений для каждого 
из параметров.

Обсуждение

В работе получены следующие результаты о свой-
ствах оценок, оптимизирующих весовую L2-норму 
функции влияния:
— доказаны две теоремы, согласно которым найдены 

выражение для производной по параметру функци-

онала качества оптимальной оценки и неравенства, 
необходимые для установления его выпуклости 
(вогнутости) по параметру;

— сформулированы следствия из теорем, относящиеся 
к условно оптимальному семейству оценок;

— в частности, для условно оптимального семейства 
установлены свойства монотонности функций неу-
стойчивости и асимптотической дисперсии в зави-
симости от параметров, задающих семейство, отку-
да следует единственность элементов семейства;

— построены функции влияния ряда оптимальных 
оценок параметров сдвига и масштаба нормальной 
модели, исследованы характеристики этих оценок.
Доказанные теоремы оказались полезными при 

исследовании свойств компромиссных оценок на 
базе двух критериев, а также при изучении минимак-
сных уровней засорения в рамках модели БТЗ для 
задач, аналогичных исследованным в работе [18]. 
Соответствующие материалы готовятся к опублико-
ванию. Можно считать перспективным использование 
полученных результатов в условиях, когда искажение 
данных производится целенаправленно действующим 
противником — в постановках задач, близких к исполь-
зуемым во вредоносном машинном обучении [19].

Заключение

Полученные в работе теоретические результаты 
служат инструментом для анализа однопараметриче-
ских семейств оценок, обладающих оптимальностью в 
смысле минимума весовой L2-нормы функции влияния. 
В первую очередь, данный инструмент позволяет от-
ветить на вопрос о единственности членов семейства.

При подходящем выборе весовой функции опти-
мальные оценки оказываются сниженными, т. е. об-
ладают устойчивостью к асимметричному засорению 
наблюдений. Это важно для практического применения 
данных оценок. 

Теоретические результаты работы проиллюстриро-
ваны на примере ряда условно оптимальных оценок 
А.М. Шурыгина, для которых приведены все необхо-
димые характеристики.

Таблица 3. Характеристики некоторых оценок параметра масштаба
Table 3. Characteristics of some estimators of the scale parameter

λσ β c effψ, % stbψ, % Название

0 1 0,5 100 0 ОМП
0,04348800 0,7904612 1,101824 73,36 73,36 ОРО
0,07052370 0,7452787 1,349195 68,34 80,97 ОК
0,09066582 0,7211837 1,521623 65,72 84,49 ОРВ

∞ 0,5 ∞ 43,30 100 ОМУ
–1,315140 0,4512637 –8,106702 38,68 99,20 ОММ

–0,5 0,2993957 –2,125707 24,90 85,75 —

Рис. 2. Графики некоторых функций влияния параметра 
масштаба

Fig. 2. Graphs of some influence functions of the scale 
parameter
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