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Разработан метод моделирования многослойных случайно-неоднородных сред на основе использования математиче-
ского аппарата стохастических разностных уравнений. Предложен метод описания случайной границы среды. При-
ведены примеры представления многослойных случайно-неоднородных сред с различными параметрами их внут-
ренней микроструктуры. 
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Введение 

Определение внутренней микроструктуры случайно-неоднородных сред неразрушающими опти-
ческими методами представляет важное направление научных исследований и высоких технологий. Пер-
спективным методом исследований является оптическая когерентная томография (ОКТ), обеспечиваю-
щая наиболее высокое разрешение при неразрушающем контроле микрообъектов [1–3]. 

Количественный анализ свойств микроструктуры объектов возможен при учете физических осо-
бенностей взаимодействия оптического излучения с веществом и использовании адекватного математи-
ческого описания микроструктуры исследуемых объектов. Существуют различные подходы к исследо-
ванию случайно-неоднородных сред, например, метод диаграмм, метод интегралов по траекториям, ме-
тод уравнения переноса и др. [4–5]. Метод диаграмм связан с использованием аппарата квантовой теории 
поля, а именно, с построением диаграмм Фейнмана [6].  

Метод интегралов по траекториям, впервые предложенный Р. Фейнманом, получил широкое рас-
пространение [6–8]. Сущность метода заключается в том, что излучение рассматривается как поток фо-
тонов, проходящих через среду по всевозможным траекториям, рассеиваясь на неоднородностях [9]. Ин-
тегрирование по всем траекториям (суммирование вкладов по всем траекториям) позволяет описывать 
распространение света в случайно-неоднородной среде [4]. Виды реализации метода интегралов по тра-
екториям можно разделить на два класса: аналитические и стохастические. Модели рассеяния на бро-
уновских частицах и на потоках частиц составляют основу аналитических методов [9–10], в которых ис-
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пользуются некоторые приближения для решения задачи. Метод Монте-Карло является стохастическим 
методом моделирования рассеяния в случайно-неоднородной среде [11–12]. 

Одним из наиболее плодотворных методов исследования случайно-неоднородных сред является 
метод уравнения переноса [4, 13]. Поскольку на сегодняшний день не найдено решение уравнения пере-
носа, корректно описывающее рассеяние всех порядков, стохастическое описание является, по существу, 
единственным подходом, позволяющим предсказывать результаты экспериментов в случаях, когда важ-
ную роль играют как рассеяние низких порядков, так и многократное рассеяние. 

Модель случайно-неоднородной среды можно построить также на основе формализма стохастиче-
ских дифференциальных уравнений [14]. При этом важно учитывать априорную информацию об иссле-
дуемой среде, например, о наличии слоистой структуры с неровными границами и т.п. 

В настоящей работе рассматриваются особенности описания случайно-неоднородных сред на основе 
формализма стохастических дифференциальных уравнений первого порядка (в форме уравнения Ланжеве-
на) и демонстрируется возможность определения параметров микроструктуры исследуемой среды. 

 

Стохастические дифференциальные уравнения для описания случайно-неоднородных сред 
 

Рассмотрение свойств случайно-неоднородной среды дает основание для использования стохасти-
ческих математических моделей для моделирования ее внутренней микроструктуры. Рассмотрим стохас-
тическое дифференциальное уравнение Ланжевена 

( )
d

n t
dt


  ,          (1) 

где ( )n t  – случайный гауссовский процесс с нулевым средним значением и равномерной спектральной 

плотностью мощности (белый гауссов шум);   – константа. 
Уравнение (1) представляет собой альтернативное описание случайных реализаций величины ( )t  

при эволюции плотности вероятности ( , )p t , определяемой уравнением Фоккера–Планка. В свою оче-

редь, уравнение Фоккера–Планка широко используется для описания многих процессов в физике и хи-
мии [15], а также при изучении процессов самоорганизации в сложных системах, включая биологические 
системы [16]. Кроме этого, известно, что решение уравнения (1) обладает свойством фрактальности, ко-
торое характерно для разнообразных процессов в естественной природе. Таким образом, уравнение вида 
(1) применимо для описания пространственного распределения степени отражения излучения в случай-
но-неоднородных средах биологической природы ввиду клеточного механизма формирования биотка-
ней. При этом распределение коэффициента отражения в среде по глубине определяется уравнением (1) 
в форме 

( )

 

d
n z

dz
, (2) 

где z – координата по глубине среды. 
Уравнение (2) удобно для использования ввиду простоты при моделировании и возможности 

варьировать спектральные свойства получаемых реализаций ( )z . За счет выбора подходящего значения 

  можно установить характерный масштаб неоднородностей: чем меньше величина этого параметра, 
тем более крупным является характерный масштаб неоднородностей моделируемой среды. 

Большинство биотканей имеет слоистую структуру [17, 18]. По этой причине для описания реаль-
ных биотканей уравнение (2) требуется преобразовать к нестационарному виду, когда ( , )z     или 

формирующий шум ( )n z характеризуется изменяющимися параметрами – переменной дисперсией или 

шириной спектра, т.е. является «окрашенным» шумом. 
В методах ОКТ, как отмечалось выше, получают значение коэффициента (однократного) отраже-

ния по глубине среды вдоль координаты z  (так называемые А-сканы), совокупность которых составляет 
томограмму (B-скан). Поскольку томограмма является двумерным представлением микроструктуры в 
сечении исследуемого объекта, при описании распределения коэффициента отражения среды нужно учи-
тывать коррелированность характеристик в соседних А-сканах. 

Дискретная двумерная модель томограммы показана на рис. 1. Модель представляет собой дву-
мерную сетку, состоящую из N M ячеек, при этом каждой ячейке соответствует инверсное значение 
коэффициента отражения: чем оно больше, тем ярче выглядит ячейка на рисунке. Значение коэффициен-
та отражения в ячейке с координатами ( , )i j  обозначим как ( , )i j . 

Используя уравнение (2), можно записать стохастическое разностное уравнение для описания из-
менения коэффициента отражения внутри среды с учетом коррелированности значений в соседних точ-
ках в виде 

 ( , ) (1 ) ( 1, ( 1, ) ( , 1) ( , 1) ( , )i j a a i j b i j c i j d i j w i j               , (3) 
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где a, b, c, d – коэффициенты, сумма которых должна быть равна единице. Таким образом, получаем 
N M  уравнений и N M  неизвестных: 

1 0 .

1 .

0 1 .

0 0 1 .

. . . . .

c b

a c b

wa c

a

 
 
 
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 
 
 
 

, (4) 

где  – столбец неизвестных ( , )i j ; w – столбец случайных величин ( , )w i j . При решении системы 

уравнений (4) полученные значения будут полностью удовлетворять уравнению (3). 
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Рис. 1. Дискретная двумерная модель B-скана 
 

Рис. 2 иллюстрирует пространственные распределения коэффициента отражения в среде при 
a=b=c=d=0,25 и различных значениях  . Значение параметра   влияет на скорость изменения характе-
ристик среды, что позволяет определить среды с различными масштабами локальных неоднородностей. 

 

    
 а б в г 

 

Рис. 2. Примеры пространственного распределения коэффициента отражения в среде  
для =0,5  (а); =0,2 (б); =0,05 (в); =0,01 (г) (размер 150×200 пикселей) 

 

Заметим, что параметр   определяет граничную частоту диапазона частот спектральной плотно-
сти мощности случайного процесса, определяемого уравнением (2) (см. [19]), что позволяет интерпрети-
ровать свойства случайно-неоднородных сред с позиций пространственно-частотного подхода. 

 

Описание границы случайно-неоднородной среды 
 

В описанном выше алгоритме предполагается, что моделируемая среда имеет ровную границу. 
Однако получаемые ОКТ-изображения реальных биологических сред практически никогда не имеют 
ровной внешней границы. 

Для описания случайной границы целесообразно использовать решение уравнение Ланжевена (2), 
в котором в качестве случайной реализации   рассматривается начальная координата границы 0x . Рас-

смотрим алгоритм определения случайной границы более подробно. 
Для формирования случайной границы необходимо задать функцию 0 ( )x j , которая для каждого  

j-го столбца определяет номер ячейки, относящейся к границе среды для этого столбца [14]. Для уравне-
ния Ланжевена (2) известно точное решение: если 0 ( 0)z    , то 

( )
0

0

( ) ( )
z

z zz e n e d         . (5) 

Перепишем уравнение (5) для координаты границы zj:  
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( )
1 1

0

( ) ( , , , ) ( )
z

z z
j j jz z z z e n e d  

           , (6) 

где функция ( )jz  представляет решение уравнения (1) при заданных параметрах ( , )  ,   – средне-

квадратичное отклонение, характеризующее формирующий гауссов шум ( )n z . 

Алгоритм вычислений состоит из двух этапов. Сначала выбираются некоторые значения для па-
раметров  0, , ,z z   , и для каждого j-го столбца по формуле (6) рекурсивно вычисляются значения 

1'( , , , ), 1,...,j jz z z j M      .  

Затем функция 0 ( )z j  вычисляется по следующей формуле [14]: 

  0 0

min
( ) Int 1 max ( ) 1

max min
j j j

j j j j

z z
z j z j

z z

 
     

, (7) 

где Int( )  обозначает функцию округления до ближайшего целого числа,  0max ( )z j  – заданное макси-

мальное значение функции 0 ( )z j . Формула (7), по существу, представляет операцию масштабирования 

значений jz  на отрезок  01, max ( )z j   . 
 

     
 а б 

 

Рис. 3. Томограмма свиной кожи (а) и результат синтеза B-скана для среды со случайной верхней 
 границей для =0,1 (б) (размер 300×150 пикселей) 

 

На рис. 3, б, показан результат моделирования случайно-неоднородной среды со случайной верх-
ней границей. Сравнение рис. 3, а, б, демонстрирует соответствие реальной томограммы биоткани и син-
тезированной томограммы. 

 

Описание структуры многослойной случайно-неоднородной среды 
 

Реальные биологические ткани в большинстве случаев состоят из нескольких слоев, отличающих-
ся свойствами их микроструктуры. Для многослойной среды необходимо определить параметры для ка-
ждого отдельного слоя и для границ слоев [14]. 

На рис. 4 представлены примеры синтезированных многослойных случайно-неоднородных сред. 
Случайная граница между слоями задается так же, как и внешняя граница среды. 
 

  
 а б 

 

Рис. 4. Фрагменты представления двухслойной (а) и трехслойной (б) случайно-неоднородных сред  
(размер 300×150 пикселей) 

 

На рис. 4, а, показан фрагмент двухслойной среды при значениях параметров для обоих слоев 
a=b=c=d=0,25 и значениях =0,2 для верхнего слоя, =0,1 для нижнего слоя. На рис. 4, б, представлен 
фрагмент трехслойной среды с параметрами , равными 0,1; 0,01; 0,05 для верхнего, среднего и нижнего 
слоев соответственно. 
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Рассмотренный алгоритм позволяет компактно описать внутреннюю микроструктуру случайно-
неоднородной среды с произвольным числом слоев при различной степени выраженности границ между 
слоями. Представленные среды на рис. 4 имеют ярко выраженную границу между слоями. Для модели-
рования слабо выраженной границы было реализовано усреднение коэффициентов i  и j  на границе  

i-го и j-го слоев. 
Алгоритм вычислений иллюстрируется блок-схемой на рис. 5. В качестве входных данных алго-

ритм получает описание каждого из слоев случайно-неоднородной среды и параметры для определения 
случайных границ. На первом этапе вычислений осуществляется инициализация параметров среды. Для 
каждого слоя формируется случайная граница и выполняется ее сглаживание при необходимости. 

Второй этап вычислений заключается в разбиении среды на отдельные равные части. Время вы-
полнения вычислений значений в каждой точке среды и требуемая память имеют квадратичную зависи-
мость от размера обрабатываемой области, что ограничивает допустимые размеры области расчета. 

 

a, b, c, d 

[0…N] 

[0…X][0…Y] 

 
 

Рис. 5. Блок-схема представления многослойной случайно-неоднородной среды  
со случайными границами 
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Третий этап вычислений состоит в формировании системы уравнений с учетом влияния соседних 
ячеек с весовыми коэффициентами a, b, c, d  и ее решении методом Гаусса. Этот этап выполняется от-
дельно для всех частей среды, и затем результаты вычислений объединяются в форме матрицы. 

Завершающие шаги алгоритма состоят в нормализации полученных результатов и преобразовании 
в черно-белое изображение. Нормализация проводится для удобства преобразования полученных значе-
ний в полутоновый диапазон. 

На рис. 6 представлены примеры многослойных сред со слабо выраженными границами между 
слоями, полученные с помощью описанного выше алгоритма вычислений. 

Представленная на рис. 6, а, среда состоит из двух слоев, параметр  для верхнего слоя равен 0,13, 
а для нижнего 0,08. Среда, изображенная на рис. 6, б, состоит из трех слоев, для которых параметр  ра-
вен 0,85; 0,9; 0,95 для верхнего, среднего и нижнего слоев соответственно. 

 

  
 а  б 

 

Рис. 6. Смоделированные B-сканы для двухслойной (а) и трехслойной (б) случайно-неоднородных сред  
со слабо выраженными случайными границами между слоями (размер 300×150 пикселей) 
 

При описании сложных многослойных сред требуется задавать в общем случае четыре «переклю-
чаемых» параметра для каждого слоя и для каждой границы слоев. Число параметров снижается при опи-
сании преимущественно однородных сред. 

 

Заключение 
 

Разработанный подход к определению микроструктуры биотканей на основе математического ап-
парата стохастических разностных уравнений обладает высокой гибкостью в зависимости от выбора па-
раметров модели, что позволяет адекватно представить случайно-неоднородные среды с различной мик-
роструктурой. Предложенный метод позволяет определять случайно-неоднородную среду ограниченным 
числом параметров для описания слоев и их границ. Приведены примеры описания однослойных и мно-
гослойных случайно-неоднородных сред со случайными границами, иллюстрирующие адекватность 
предложенного представления реальным средам. 

Разработанный подход обеспечивает возможность создания тестовых моделей (виртуальных не-
однородных сред) для верификации алгоритмов обработки информации в оптической когерентной томо-
графии. 

Работа выполнена при финансовой поддержке Министерства образования и науки Российской 
Федерации. 
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