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ФОРМИРОВАНИЕ СПЕКТРА СИНГУЛЯРНЫХ ЧИСЕЛ КВАДРАТНОЙ 

 МАТРИЦЫ ПРОСТОЙ СТРУКТУРЫ 
Т.А. Акунов, Д.С. Бирюков, Н.А. Дударенко, М.В. Полякова, А.В. Ушаков 

 

Исследуется возможность формирования спектра сингулярных чисел квадратной матрицы простой структуры, для 

чего используется связь этого спектра со спектром ее собственных значений, которая определяется числом обуслов-

ленности модальной матрицы. Задача решается с использованием алгоритмических возможностей обобщенного 

модального управления. Приводится пример. 

Ключевые слова: модальное разложение, сингулярное разложение, сингулярные числа, собственные значения, соб-

ственные вектора, число обусловленности, обобщенное модальное управление. 
 

Введение. Постановка задачи 
 

Сингулярное разложение, SVD (singular value decomposition) [1–4] матриц прочно вошло в практи-

ку специалистов по системному SVD-анализу динамических процессов. Круг задач, решаемых с помо-

щью сингулярного разложения [5] матриц, достаточно широк. Это задачи оценивания параметров, скаля-

ризации векторных процессов в многомерных системах управления путем введения эллипсоидных оце-

нок [6], приближения методом наименьших квадратов. Сингулярное разложение позволяет контролиро-

вать плавное изменение ранга матрицы с помощью ее числа обусловленности или функционалов вырож-

дения [7, 8], оно стало конструктивным инструментом при решении задач регрессионного анализа [9], а 

также задач, основанных на грамианном подходе [10], и задач, связанных с контролем вырождения ди-

намических систем типа многомерный вход – многомерный выход [7]. В теории оптических приборов 

SVD-анализ матрицы преобразования лучевого вектора [11] позволяет выделять факторы, вариация ко-

торых приводит к максимальной разъюстировке оптических систем. Тем не менее, задача формирования 

матриц с заданным спектром сингулярных чисел пока не решена, в то время как задача формирования 

матриц с заданным спектром собственных значений, получившая в современной теории динамических 

систем название «модальное управление», имеет хорошее алгоритмическое обеспечение и достаточно 

обширную библиографическую поддержку [6, 12, 13].  Решение задачи, поставленной заголовком насто-

ящей работы, опирается на возможности инструментария обобщенного модального управления (ОМУ) 

[13] как расширенной версии модального управления. 
 

 Модальное разложение квадратной матрицы простой структуры 
 

Рассмотрим матрицу N  размерности    nndim N , которая характеризуется алгебраическим 

спектром  N  собственных значений  nii ,1;  , вычисляемых в силу соотношения  

     nii ,1;0det:  NIN , и геометрическим спектром собственных векторов  nii ,1; ξ , удо-

влетворяющих условию   niiiii ,1;λarg  ξNξξ . 

Если матрица N  является матрицей простой структуры, то для элементов алгебраического спек-

тра этой матрицы выполняется соотношение 

njijiji ,1,; приλλ  .                                                                                     

Построим на элементах  nii ,1;   алгебраического спектра матрицы N  диагональную матрицу  

 nidiag i ,1; Λ . Нетрудно видеть, что в силу критериев подобия матриц [14] матрицы N  и Λ  явля-

ются подобными, так что существует неособая  nn  матрица M , позволяющая записать матричное 

соотношение  
NMMΛ  . (1) 

Следует заметить, что столбцы n,ii 1; M  матрицы 

  ni MMMMM ,,,, 21   (2) 

являются собственными векторами матрицы N , так что выполняются равенства    

niiii ,1;λ  MNM ;  ii ξM  .  (3) 

Это легко доказывается выделением в левой и правой частях (1) i -ых столбцов iΛ  и  iM , для ко-

торых получим  

niii ,1;  NMMΛ .  (4) 

Таким образом, решение матричного уравнения (1) сведено к решению n  матрично-векторных 

уравнений (4). Для решения этого уравнения относительно столбца iM  воспользуемся тем, что iΛ  есть 

i -ый столбец диагональной матрицы Λ , т.е. 
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    Tiniii  10,λ,110Λ . (5) 

Столбец iΛ  вида (5) с учетом представления матрицы M  в форме (2) приводит уравнение (4) к 

виду (3).  

Определение 1. Матрица M  приведения подобия в форме (1), составленная из собственных век-

торов ii ξM   матрицы N , называется модальной матрицей (матрицы N ).  □ 

Определение 2. Модальным разложением матрицы N  простой структуры называется представле-

ние ее  в  виде   
1MΛΛN .  □ (6)  

 

Сингулярное разложение квадратной матрицы простой структуры 
 

Определение 3. Сингулярным разложением [5]  nn  квадратной матрицы N , называется пред-

ставление ее в форме  

N ΣU 
T

V ,      (7) 

где U – ортогональная nn  матрица, столбцы  nii ,1U  которой образуют левый сингулярный базис, 

так что выполняются соотношения  











ji

ji
ijj

T
i

при0

при1
UU IUUUU  TT 1 U ;       (8) 

V – ортогональная nn  матрица, столбцы  ni ,1i V  которой образуют правый сингулярный базис, так 

что выполняются соотношения вида (8)  











ji

ji
ijji

T

при0

при1
δVV IVVVV  TT 1 V ;  (9) 

Σ  – диагональная матрица размерности nn  с сингулярными числами 0i   на главной диагонали, 

которая принимает вид  

 .,1: niidiag Σ  

Оказываются справедливыми следующие положения. 

1. Столбцы iU  матрицы U  являются собственными векторами матрицы T
NN , так что выполняет-

ся векторно-матричное соотношение 

;n1,;μ  iiii
T

UUNN                                                                                  

где iμ – собственное значение матрицы T
NN , вычисляемое в силу решения характеристического урав-

нения 

  ;0μdet  T
NNI    

2. Столбцы jV  матрицы V  являются собственными векторами матрицы NN
T  так, что выполня-

ется векторно-матричное соотношение 

;n,1;μ  jjjj
T

VNVN        

где jμ – собственное значение матрицы NN
T , вычисляемое в силу решения характеристического урав-

нения 

 det 0;TI  N N       

3.  Сингулярные числа i  матрицы N  вычисляются в силу соотношения 

1/2
iμ , 1,i n   .  

Остановимся на свойствах сингулярных чисел матрицы N .  

Свойство 1. Сингулярные числа i  матрицы N  неотрицательны,  0 ; 1 ,i ni   . При этом  

спектр    ; 1,i ni   N  сингулярных чисел формируется так, что  1α max α ; 1, ,i
i

i n   

  1 2min ; 1, ,n i n
i

i n         .   

Свойство 2. Характеристические полиномы матриц NN
T  и T

NN  в случае квадратной матрицы 

N  совпадают, так что выполняются равенства 
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   NNINNI
TT  μdetμdet .                                                                                         

Свойство 3. Матрицы N
~

 и N
~~
, полученные умножением N  на ортогональную матрицу R  справа 

или ортогональную матрицу Q  слева, обладают тем же спектром сингулярных чисел, что и матрица N , 

так что выполняются условия  

           ;              N NR N N QN N .    

Свойство 4. Если матрица N  – диагональная,  nidiag i ,1; N , то ii  , следовательно 

 iidiag Σ . 

Свойство 5. Если матрица N  – симметричная, T
NN  , и характеризуется спектром собственных 

значений     nii ,1;  N ,  то сингулярные числа i  этой матрицы  удовлетворяют условию ii  , 

а, следовательно,  iidiag Σ . 

Рассмотрим геометрическую интерпретацию сингулярного разложения. Матрица N  действует на 

элемент jV  nj 1,  правого сингулярного базиса так, что он отображается в линейную оболочку, натя-

нутую на элемент jU  nj 1,  левого сингулярного базиса матрицы N , при этом выполняется векторно-

матричное  равенство  

;jjj UNV   nj 1, .                                                                                                      (10) 

Линейное отображение 

xy N                                                                                                                               (11) 

отображает единичную сферу 1x  в эллипсоид, максимальная полуось которого, совпадает с вектором 

1 1α Uy , а минимальная – с вектором nny U . Действительно, разложим вектор x  по элементам пра-

вого сингулярного базиса, записав его в форме 














 



n

j

jjj

n

j

j argx

1

2

1

1;V .                                                                               (12) 

       

nV
1V

1x

xy N

11U

nnU

ty
qx

px
ry

 
Рисунок. Геометрическая интерпретация линейного отображения xy N  сферы 1x  

 

Тогда подстановка (12) в (11) с учетом (10) приводит к результату 

1 1 1

1 1

α при ;
α

α при .
j j j j j

j j n n n

n n y x
y x

y x 

 
       

 

U V
N NV U

U V
   (13)  

Соотношения (13) хорошо иллюстрируются рисунком. 
 

Связь спектров сингулярных чисел и собственных значений 
 

Покажем, что степень близости спектра сингулярных чисел матрицы N  к спектру модулей ее соб-

ственных значений в смысле свойств 4 и 1 (при этом носителем первого является диагональная матрица 

 niidiag ,1: Σ , а второго – диагональная матрица  niidiag ,1; Λ ) определяется числом обу-

словленности  MС  модальной матрицы M  в силу неравенства  

 ΛMΣ С ,                                                                                                                          (14) 

Действительно на основании (6) и (7) становится справедливым матричное соотношение 

ΛMUΣ  T VM  1 , переход в котором к нормам с учетом свойств (8) и (9) приводит к (14).  
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Неравенство (14) положим в основу построения алгоритма конструирования матриц простой 

структуры с желаемым спектром сингулярных чисел путем формирование матрицы N  с желаемым спек-

тром собственных значений и спектром собственных векторов, доставляющих модальной матрице M  

значение числа обусловленности  MС , близкое к единице. Конструирование такой матрицы осуществ-

ляется с использованием возможностей метода обобщенного модального управления [13]. 
 

Основной результат. Алгоритм формирования квадратных матриц простой структуры 

 с желаемым спектром сингулярных чисел 
 

К настоящему моменту сформировалась процедура синтеза ОМУ [7, 12], с помощью которой мат-

рице состояния проектируемой системы доставляется желаемая структура как собственных значений, так 

и собственных векторов.  

Суть этой процедуры состоит в следующем. Если записать соотношение подобия (1) в виде одно-

родного матричного уравнения  0NMMΛ , то его с помощью аддитивно-мультипликативной деком-

позиции матрицы N  в форме BKAN  , где 1 HMK , можно свести к неоднородному матричному 

уравнению BHAMMΛ  , именуемому матричным уравнением Сильвестра (УС). Решение УС отно-

сительно модальной матрицы M  с желаемым числом обусловленности определяется выбором матрицы 

H . Таким образом, на основе решения УС и использования соотношения (21) можно предложить сле-

дующий алгоритм синтеза матрицы простой структуры с заданным спектром сингулярных чисел. 

Шаг 1. Задать желаемый спектр    n,i :iα 1 N  сингулярных чисел матрицы N , сформиро-

вав матрицу  nidiag i ,1; Σ ;  

Шаг 2. Построить  на спектре  N  сингулярных чисел диагональную матрицу 

 niiidiag ,1;i: Λ ;  

Шаг 3. Построить матрицу   1arg  MM C , для чего взять произвольную  nn  матрицу P , 

сформировать ее SVD-разложение 
T
ppp VΣUP  и положить pUM  или pVM  , что обеспечит мат-

рице M  ортонормированность столбцов, гарантирующую выполнения условия   1arg  MM C ; 

Шаг 4. Сформировать произвольную  nn  матрицу A  такую, чтобы алгебраические спектры 

 A  и  Λ  собственных значений матриц A  и Λ  не пересекались:      ΛA ; 

Шаг 5. Сформировать произвольную  rn  матрицу B  такую, чтобы она с матрицей A  образо-

вывала управляемую пару  BA, ; при этом, если  Brang nr  , то перейти к шагу 6 алгоритма, если  

 Brang nr  , то перейти к шагу 8; 

Шаг 6. Оценить принадлежность матрицы  MAM  образу матрицы B :    BMΛAM Im , 

если включение выполняется, то перейти к шагу 7, иначе – к шагу 5; 

Шаг 7. Решить матричное уравнение Сильвестра BHAMMΛ   относительно матрицы H в 

форме    MΛAMBBBH 
 T1T  и перейти к шагу 8; 

Шаг 8. Для случая  Brang n  решить матричное уравнение Сильвестра BHAMMΛ   отно-

сительно матрицы H  в форме    MΛAMBBHAMMΛН  1arg ; 

Шаг 9. Сформировать матрицу N  в форме BKAN  , где 1 HMK ; 

Шаг 10. Осуществить сингулярное разложение матрицы N  в форме (7) и проверить выполнение 

условия  

 nidiag ,1;ii  ΛΣ .   ■ 

        

Пример 
 

Постановка задачи. Сконструировать ( 22 ) матрицу N  со спектром сингулярных чисел 

   .1;7 21  N  

Решение. Следуем алгоритму. 

1. Формируем матрицу   ;
10

07
1271 








 α;αdiagΣ  

2. Формируем диагональную матрицу  ;1;7 21  diagΛ  
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3. Формируем произвольную невырожденную ( 22 ) – матрицу 









43

21
P , строим ее сингулярное 

разложение 

































576,08174,0

8174,0576,0

366,00

0465,5

4045,09145,0

9145,04045,0T
ppVΣUP p , формируем мо-

дальную матрицу 






 


0,40450,9145

0,91450,4045
pUM ; 

4. Формируем  22  матрицу :
50

23








A      ΛA ; 

5. Формируем произвольную  22  матрицу    









21

01
2nrangarg BB ;  

6. Выполняем Шаг 7. Решаем матричное уравнение Сильвестра относительно матрицы 

    






 
 

638,255,2

849,2874,5
α 1

MΛAMBBHAMMΛН rg ;  

7. Формируем матрицу N  в форме 











 

02,622,2

22,2982,11
BHMABKAN ; 

8. С помощью сингулярного разложения матрицы N  строим ее спектр сингулярных чисел 

   .1;7 21  N                                                                                                        
 

Заключение 

 

 На основе контроля числа обусловленности модальной матрицы с помощью алгоритмических 

возможностей обобщенного модального управления решена задача формирования матрицы с желаемым 

спектром сингулярных чисел. Задача решена для матриц простой структуры. 
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