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Рассмотрен последовательный метод Монте-Карло применительно к задаче оценивания параметров интерферомет-
рических сигналов, основанный на статистической аппроксимации апостериорной плотности вероятности распреде-
ления параметров. Приведено детальное описание алгоритма. Показана возможность использования минимума не-
вязки предсказания и наблюдения в качестве критерия отбора элементов генерируемого на каждом шаге алгоритма 
множества векторов параметров. Проведен анализ влияния входных параметров на качество работы алгоритма. По-
лучено, что среднее квадратичное отклонение ошибки оценки амплитуды типичных сигналов составило около 10% 
от максимального значения амплитуды. Показано, что ошибка оценки фазы имеет нормальное распределение. Про-
веден анализ характеристик работы алгоритма в зависимости от входных параметров, в частности, проведен анализ 
влияния количества отбираемых векторов параметров на результаты оценивания. На основании результатов модели-
рования для рассмотренного класса сигналов рекомендуется отбирать 30% от количества генерируемых векторов. 
Увеличение количества генерируемых векторов более 150 не влечет за собой значительного улучшения качества по-
лучаемых оценок. Последовательный метод Монте-Карло рекомендуется к использованию при динамической обра-
ботке интерферометрических сигналов для случаев, когда требуется повышенная устойчивость к нелинейностям 
изменения параметров сигнала и влиянию случайных помех. 
Ключевые слова: интерферометрические сигналы, последовательный метод Монте-Карло. 
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The paper deals with sequential Monte Carlo method applied to problem of interferometric signals parameters estimation. 
The method is based on the statistical approximation of the posterior probability density distribution of parameters. Detailed 
description of the algorithm is given. The possibility of using the residual minimum between prediction and observation as a 
criterion for the selection of multitude elements generated at each algorithm step is shown. Analysis of input parameters 
influence on performance of the algorithm has been conducted. It was found that the standard deviation of the amplitude 
estimation error for typical signals is about 10% of the maximum amplitude value. The phase estimation error was shown to 
have a normal distribution. Analysis of the algorithm characteristics depending on input parameters is done. In particular, the 
influence analysis for a number of selected vectors of parameters on evaluation results is carried out. On the basis of 
simulation results for the considered class of signals, it is recommended to select 30% of the generated vectors number. The 
increase of the generated vectors number over 150 does not give significant improvement of the obtained estimates quality. 
The sequential Monte Carlo method is recommended for usage in dynamic processing of interferometric signals for the cases 
when high immunity is required to non-linear changes of signal parameters and influence of random noise. 
Keywords: interferometric signals, sequential Monte Carlo method. 
 

Введение 
 

Оптические бесконтактные высокоразрешающие методы исследования объектов широко востребо-
ваны в науке (медицина, биология, материаловедение) и научных приложениях (криминалистика, кон-
троль качества производства) [1]. Благодаря высокой точности, наибольшее распространение получили 
интерферометрические методы. При этом получаемые данные представляют собой совокупность квази-
гармонических сигналов в смеси с помехами, содержащих информацию о свойствах объекта [2]. Для из-
влечения полезной информации применяются различные алгоритмы обработки, к которым предъявляют-
ся требования по быстродействию и устойчивости к различным типам сигналов и шумов [2–4]. 

Традиционно для анализа сигналов широко применяются алгоритмы, основанные на преобразова-
нии Фурье, однако эти алгоритмы требуют наличия полной реализации сигнала, что ограничивает быст-
родействие. В рамках системного подхода к процессам формирования и анализа сигналов в интерферо-
метре можно задать динамическую систему с помощью стохастических дифференциальных уравнений. 
Параметры такой системы могут быть оценены с помощью рекуррентных алгоритмов обработки данных 
[2–4]. Эти алгоритмы осуществляют последовательную обработку результатов измерений, используя ап-
риорную информацию о модели сигнала и статистических характеристиках шума. 

                                                      
1 Работа выполнена при финансовой поддержке Министерства образования и науки Российской Федерации и гранта 
Президента Российской Федерации для государственной поддержки молодых российских ученых – кандидатов наук 
№ МК-1455.2014.8.  
1 The work was done under financial support from the Russian Ministry of Education and Science and grant of the President 
of the Russian Federation for state supporting of young Russian PhD scientists № МК-1455.2014.8. 
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Линейный фильтр Калмана [5] является оптимальным по критерию минимума среднего квадра-
тичного отклонения (СКО) ошибки оценивания, однако этот алгоритм применим только для линейных 
систем с нормально распределенным аддитивным шумом. Формируемые в интерферометрических сис-
темах сигналы нелинейно зависят от параметров. Для обработки таких сигналов применяются алгоритмы 
нелинейной стохастической фильтрации. Примерами таких алгоритмов могут служить расширенный 
фильтр Калмана [6, 7] и нелинейный марковский фильтр [8, 9], основанные на аппроксимации нелиней-
ных уравнений модели при помощи разложения в степенной ряд. Эти алгоритмы квазиоптимальны 
[2, 10] и неустойчивы к отклонениям начальных условий и шуму с распределением, отличным от нор-
мального (см., например, [3]). 

Для повышения устойчивости к различным типам нелинейности и распределениям шума в работе 
предлагается использовать последовательный метод Монте-Карло (Sequential Monte-Carlo method) 
[7, 11, 12], также упоминаемый в зарубежной литературе как фильтр частиц (Particle filter) [13], конденса-
ционный алгоритм (The condensation algorithm) [14–15] или аппроксимация взаимодействующими части-
цами (Interacting particle approximation) [16]. Этот алгоритм базируется на статистической аппроксимации 
апостериорной плотности вероятности каждого параметра в векторе параметров системы на основании 
предыдущих наблюдений [7, 11–13]. 

Поскольку параметры интерферометрических сигналов нелинейно входят в модель наблюдения, а 
также сигналы подвержены влиянию случайных внешних воздействий, целесообразно исследовать воз-
можность применения последовательного метода Монте-Карло в задаче динамического оценивания па-
раметров интерферометрических сигналов, а также определить свойства алгоритма, включая его устой-
чивость к шумам и влияние начальных настроек на сходимость. Таким образом, в работе рассмотрено 
применение последовательного метода Монте-Карло для оценивания параметров интерферометрических 
сигналов с нелинейно изменяющейся амплитудой и фазой. Проведен анализ влияния входных параметров 
на качество работы алгоритма. 
 

Последовательный метод Монте-Карло 
 

Динамическая система, как известно, может быть задана в дискретной форме для каждого номера 
дискретного отчета k = 0..K–1 уравнениями системы и наблюдения: 

( 1) ( ( ), ( ))k k k θ f θ w , (1) 

( ) ( ( ), ( ))k k ks h θ n , (2) 

где θ  – вектор параметров системы с известной плотностью вероятности ( ( ))p kθ  на шаге k = 0, ( )f  и 

( )h  – известные нелинейные дифференцируемые векторные функции, w и n – шумы системы и наблю-

дения, статистический закон распределения которых известен. 
Работа алгоритма условно может быть разделена на четыре этапа: генерация случайного набора 

векторов параметров системы, предсказание возможных значений параметров на следующем шаге, отбор 
векторов, лучше всего удовлетворяющих поступившим наблюдениям, и коррекция плотности вероятно-
сти распределения параметров (рис. 1). 
 

 
Рис. 1. Схема алгоритма динамического оценивания параметров 

последовательным методом Монте-Карло 
 

Входными параметрами алгоритма является количество генерируемых случайных векторов N, по-
роговая вероятность отбора, статистические моменты априорной плотности вероятности распределения 
параметров. Рассмотрим каждый этап подробнее. 

На первом этапе с учетом информации о распределении шумов и компонентов вектора параметров 

динамической системы генерируется множество   векторов, состоящее из N независимых векторов ( , )k iθ , 

где i = 0..N–1 – номер вектора θ  в множестве  . Количество генерируемых векторов выбирается с учетом 
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допустимых погрешностей оценки параметров и требованиям к быстродействию. На втором этапе в соот-
ветствии с уравнением (1) формируется множество предсказываемых значений вектора параметров: 

 ˆ( 1, ) ( , ), ( , )k i k i k i θ f θ w . 

На третьем этапе из элементов множества ̂  выбираются векторы, лучше всего удовлетворяющие 
наблюдениям, зарегистрированным на текущем шаге. Этот выбор осуществляется на основе оценки ве-

роятности совпадения каждого из векторов множества ̂  с истинным вектором параметров на текущем 

шаге. Для этого с использованием уравнения (2) для каждого из векторов множества ̂  вычисляется 
оценка наблюдения ˆ( )ks . Описанную выше вероятность можно оценить как: 

  ˆˆ( ) ( ) ( ) ( , ) ( )q i p k k k i k    s s θ θ . (3) 

Формула для вычисления ( )q i  зависит от характера функции распределения шума наблюдений. 

Например, если шум наблюдения ( )kn  аддитивен и распределен по нормальному закону с нулевым сред-

ним, уравнение (3) можно представить в виде (см., например, [7]): 

  
 

11ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( ( , )) exp [ ( ) ( ( , ))] [ ( ) ( ( , ))]
22

T

m
q i P k k k i k k i k k i         

 
n s h θ s h θ R s h θ

R
, (4) 

где m – количество элементов в векторе наблюдаемых значений; R – ковариационная матрица шума на-
блюдения;   – коэффициент нормировки. Выбор наиболее вероятных векторов осуществляется в соот-
ветствии с правилом 

 ˆ( , ) : ( ) , [0,1]k i q i p p    , (5) 

где p – пороговое значение вероятности, определяющее минимальную условную вероятность совпадения 

вектора из множества ̂  с истинным вектором параметров динамической системы. 
На четвертом этапе проводится оценивание вектора параметров (например, он может быть вычис-

лен как среднее значение выбранных векторов). На основании выбранных значений осуществляется кор-
рекция плотности вероятности распределения параметров. Новое множество  , которое используется 
для оценки параметров на следующем шаге, генерируется в соответствии со скорректированной плотно-
стью вероятности распределения компонентов вектора параметров. 
 

Оценивание параметров интерферометрических сигналов 
 

Для реализации алгоритма необходима априорная информация о модели сигнала. Интерферомет-
рический сигнал, как известно, можно представить дискретной последовательностью отсчетов 

( ) ( ) ( )cos( ( ) δ ( )) ( )s k B k A k k k n k      , (6) 

где ( )B k  – фоновая составляющая; ( )A k  – амплитуда; ( )n k  – некоррелированный с сигналом белый шум 

с нулевым средним, распределенный по нормальному закону; ( )k  – полная фаза сигнала; δ ( )k  – слу-

чайные флуктуации фазы. Полная фаза определяется как 

0

( ) 2π ( )
k

k

k f k z


   , 

где ( )f k   – частота; z  – шаг дискретизации по независимой переменной. 

С учетом модели интерферометрического сигнала (6) вектор параметров имеет вид 

 , , ,
T

B A f θ , 

а векторные функции в уравнениях системы и наблюдения соответственно представляются в форме  
( ) cosB A  h θ , 

 ( ) 0,0,0,2
T

f z   f θ θ . 

Плотность распределения вероятности каждого компонента вектора параметров на шаге k = 0 
предполагается нормальной. Шумы системы и наблюдения считаются аддитивными, белыми и имеющи-
ми нормальное распределение с нулевым средним и некоторой дисперсией. Исходя из свойств типичных 
интерференционных картин и интерферометрических сигналов, можно заключить, что в процессе фильт-
рации закон распределения отклонений элементов вектора параметров останется нормальным, а пара-
метры распределения (например, математическое ожидание и дисперсия) могут измениться. 

Так как шум наблюдения в модели (6) можно считать распределенным по нормальному закону, для 
расчета вероятностей ( )q i  можно воспользоваться уравнением (4). Значения вероятностей ( )q i  обратны 

аргументу экспоненциальной функции, который прямо пропорционален квадрату евклидова расстояния 
между наблюдением s(k) и прогнозом сигнала ˆ( )ks . Для уменьшения вычислительной сложности алго-
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ритма при использовании данной модели целесообразно вместо максимизации функции (4) минимизиро-
вать невязку между наблюдением и прогнозом: 

 ˆ ( , ) ( )k i k  h θ s . (7) 

Использование выражения (7), однако, не позволяет вычислить вероятность ( )q i , необходимую 

для выбора векторов параметров по правилу (5). В этом случае можно осуществлять выбор M векторов 
(M < N), для которых невязка (7) минимальна. 

Оценка вектора параметров на текущем шаге вычисляется как среднее значение выбранных в со-

ответствии с правилом (5) элементов множества ̂ . 
Рис. 2 иллюстрирует результаты динамического оценивания амплитуды и фазы интерферометри-

ческого сигнала при помощи последовательного метода Монте-Карло. Параметры модели соответствуют 
реальным интерферометрическим сигналам, регистрируемым в системах корреляционной оптической 
когерентной томографии [17–21]. Фаза оцениваемого сигнала задавалась изменяющейся по нелинейному 
закону с отклонением ±2π рад на длине реализации. Количество отсчетов на периоде в модельном сигна-
ле не превышает пяти. СКО аддитивного нормально распределенного белого шума составляет 10% от 
максимального значения амплитуды. Количество N генерируемых случайных векторов равняется 1000, 
количество M отбираемых – 300. Начальные дисперсии амплитуды и фазы соответственно равны 
25 усл. ед. и π/4 рад. 

 
 

  
 а б 

 
 в 

 

Рис. 2. Исходный сигнал и результат динамического оценивания амплитуды (а), ошибка оценки фазы (б)  
и гистограмма распределения ошибки оценки фазы на участке, содержащем полезную составляющую 

сигнала (в) 
 

Следует отметить, что поскольку последовательный метод Монте-Карло предполагает минимиза-
цию невязки только для текущего дискретного отсчета k и не использует коэффициент усиления (как в 
алгоритмах калмановского типа), то исходная дисперсия шума сохраняются в процессе фильтрации. Ука-
занный факт не всегда позволяет улучшить отношение сигнал/шум при использовании последовательно-
го метода Монте-Карло, однако сохраняет устойчивость фильтра к нелинейностям изменения параметров 
сигнала. Так, для модельного сигнала с исходным СКО аддитивного шума 10% от максимального значе-
ния амплитуды, СКО ошибки оценки амплитуды составило 8% ее максимального значения. На рис. 2 по-
казано, что на участке, содержащем полезную составляющую сигнала, ошибка фазы распределена по 
нормальному закону, а максимальное отклонение фазы равняется π/4 рад. В пределах всей реализации 
сигнала ошибка оценки фазы не превышает 3π/4 рад. 

 

Анализ влияния входных параметров на результат работы алгоритма 
 

Погрешность оценки параметров интерферометрического сигнала зависит от входных параметров 
алгоритма: плотности вероятности распределения параметров, количества генерируемых случайных век-
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торов и количества отбираемых векторов, лучше всего удовлетворяющих текущим наблюдениям. В опи-
санном выше примере плотность вероятности распределения отклонений параметров на каждом шаге 
является нормальной, и изменяются лишь параметры распределения. Ниже рассмотрено влияние соот-
ношения количества генерируемых и отбираемых векторов на качество оценки параметров интерферо-
метрических сигналов. 

На рис. 3 представлены зависимости отношения сигнал/шум и СКО ошибки оценки амплитуды от 
количества отбираемых векторов. Количество генерируемых векторов фиксировано и равно 1000. Видно, 
что количество отбираемых векторов приблизительно одинаково для наиболее высокого отношения сиг-
нал/шум и наименьшего значения ошибки амплитуды и составляет величину порядка 300. С увеличени-
ем этого параметра качество оценки падает. 

На рис. 4 представлены зависимости отношения сигнал/шум восстановленного сигнала и СКО 
ошибки оценки амплитуды от количества генерируемых случайных векторов. Количество отбираемых 
векторов составляет 30% от количества генерируемых. Видно, что значительные изменения ошибки ам-
плитуды и отношения сигнал/шум наблюдаются при значениях N меньше 150. Дальнейшее увеличение 
количества генерируемых векторов не влечет повышения качества оценивания. 
 

          
 а б 

 

Рис. 3. Зависимости отношение сигнал/шум (а) и СКО оценки амплитуды (б) от количества выбираемых 
случайных векторов параметров 
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Рис. 4. Зависимости отношение сигнал/шум (а) и СКО ошибки оценки амплитуды (б) от размера  
генерируемой выборки случайных векторов параметров 

 

Заключение 
 

В работе рассмотрено применение последовательного метода Монте-Карло для решения задачи 
динамического оценивания параметров интерферометрических сигналов.  

Представленные результаты оценивания параметров модельных сигналов, характерных для систем 
корреляционной оптической когерентной томографии, показывают, что среднее квадратичное отклонение 
ошибки оценки амплитуды для типичных сигналов не превысило 8% от ее максимального значения при 
среднем квадратичном отклонении аддитивного шума 10%. В пределах участка, содержащего полезный 
сигнал, ошибка фазы распределена по нормальному закону. Ее максимальное отклонение не превысило 
π/4 рад на участке, содержащем полезную составляющую сигнала. Показано, что последовательный ме-
тод Монте-Карло является устойчивым к нелинейностям изменения параметров сигнала. 

Проведен анализ влияния количества отбираемых векторов параметров на результаты оценивания. 
На основании результатов моделирования для рассмотренного класса сигналов рекомендуется отбирать 
30% от количества генерируемых векторов. Увеличение количества генерируемых векторов более 150 не 
влечет за собой значительного улучшения качества получаемых оценок. 
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