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Аннотация 
Предмет исследования. Рассматривается система управления четырехмассовым объектом (двухапертурным теле-
скопом) с двухдвигательным управлением. 
Метод. Для упрощения системы управления используется возможность редуцирования модели объекта до третьего 
порядка. Выполняется синтез алгоритма контроллера по редуцированной модели, исследуются свойства системы, 
состоящей из четырехмассового объекта с двухдвигательным приводом и полученным регулятором. Синтез управле-
ния выполнен на основании модифицированного оптимального управления с гарантированной степенью устойчиво-
сти. Реализация закона управления осуществляется с применением наблюдателя пониженной размерности ввиду 
возможности измерения лишь одного параметра объекта управления – скорости одной из масс. Устойчивость систе-
мы проверяется путем изменения параметров объекта управления в 10%-ном диапазоне. 
Основные результаты. В случае использования однодвигательного привода возможно построение регулятора только 
на основе модели медленных движений объекта. Быстродействие регулятора в таком случае ограничено наименьшей 
резонансной частотой объекта управления. Численное моделирование показало, что время переходного процесса 
системы с однодвигательным приводом в несколько раз больше, чем в системе с двухдвигательным приводом. Свой-
ства робастности сохраняются как для однодвигательного, так и для двухдвигательного приводов. Для многомассо-
вых объектов двухдвигательное управление обеспечивает более высокие показатели качества системы. 
Практическая значимость. Результаты работы могут быть использованы при проектировании систем управления 
сложными электромеханическими устройствами с упругими связями, такими как исполнительные оси телескопов. 
Ключевые слова: четырехмассовый объект, двухапертурный телескоп, ганкелевы сингулярные числа, двухдвига-
тельный привод, алгоритм контроллера. 
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Abstract 
Subject of research. Control system of a four-mass object (twin telescope) with dual motor drive is considered. 
Method. The reducing ability of an object model to the third order is used for simplification of control system. The synthesis 
of a discrete controller algorithm is completed based on the reduced model of the object. Characteristics of the system which 
consists of four-mass object with dual motor drive and obtained regulator are investigated. Control synthesis based on the 
modified design method of an optimal control with guaranteed degree of stability is used. Reduced-order observer is used in 
the control system since only one parameter of the plant can be measured — angular velocity of one lumped inertia. System 
robustness is verified by changing the nominal parameters of the plant in 10% range. 
Main results. In case of using a single motor drive a regulator can be built only on the basis of the model of object slow 
motions. System performance (bandwidth) should be enough low not to excite elastic vibrations. Control rate then is limited 
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by the lowest resonating frequency of the plant. Numerical simulation reveals that transition time of the system with single 
motor drive significantly exceeds transition time of the system with dual motor drive. Both systems maintain the properties of 
robustness with changing parameters of the plant in all range. The usage of the dual motor drive is preferable when high 
qualitative indicators are required. 
Practical relevance. The results can be used in the control systems design of the complex electromechanical mechanisms 
with elastic couplings such as telescope main drive axis. 
Keywords: four-mass object, twin telescope, Hankel singular values, dual motor drive, controller algorithm.   

 

Введение 
 

Разнообразие задач, решаемых системой контроля космического пространства, влечет за собой 
разработку и изготовление все новых типов телескопов. Существенное место в инструментарии системы 
контроля космического пространства занимают оптические двухапертурные телескопы. С усложнением 
конструкции телескопов все в большей степени проявляется влияние упругости его элементов. Динами-
ческие свойства упругих конструкций описываются уравнениями в частных производных. Однако в ин-
женерной практике широко распространено представление упругих конструкций сосредоточенными мас-
сами с гибкими соединениями [1, 2]. Такое представление упругих конструкций позволяет описывать их 
динамику линейными дифференциальными уравнениями. Особенность получающихся при этом моделей 
состояния и передаточных функций заключается в том, что они имеют нули [3–5]. Наличие нулей вносит 
определенные особенности в управление подобными объектами. Эти особенности полезно учитывать 
уже на этапе выбора привода телескопа. Интерес представляет, в частности, сравнение однодвигательно-
го привода и привода многодвигательного [6, 7]. 
 

Модель объекта управления 
 

Рассмотрим с указанных позиций управление угломестной осью двухапертурного оптического те-
лескопа, расчетная схема которого приведена на рис. 1. На этом рисунке 1M , 2M  – моменты электродви-

гателей при двухдвигательном управлении, 1 2 3 4, , ,J J J J  – моменты инерции четырех масс. В случае од-

нодвигательного управления остается только один, в два раза больший, момент. Математическую модель 
объекта получим, пренебрегая переходными процессами в блоке питания и обмотках управления двига-
телей. В этом случае момент двигателя постоянного тока вычисляется согласно выражению 

ω
ω, ,e m e m

m m

u c c c c
M c i c au b a b

R R R


      . 

Здесь mc  [Нм/А] – коэффициент передачи (крутизна) по току; ec  [Вс/рад] – коэффициент переда-

чи (крутизна) по угловой скорости; R  [Ом] – активное сопротивление обмотки двигателя; u  [В] – на-
пряжение питания; ω  [рад/с] – угловая скорость. 

 

 
 

Рис. 1. Расчетная схема угломестной оси двухапертурного телескопа 
 

Будем рассматривать также случай безредукторного соединения ротора двигателя с нагрузкой, в 
этом случае отсутствует люфт. Баланс моментов для первой массы: 

1
1 1 13 13 1

ω
δ c

d
M J c M

dt
   , 

где 13 [Н м / рад]c   – коэффициент упругости элемента соединения первой и третьей масс; 13 1 3δ      – 

угол закручивания элемента соединения первой и третьей масс; 1cM  – момент сухого трения. С учетом 

выражения для вращающего момента двигателя система уравнений для первой массы будет иметь вид 
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Аналогичным образом составляются уравнения для остальных вращающихся масс объекта. 
Система уравнений седьмого порядка, описывающая динамику объекта, выглядит следующим об-

разом: 

M1 M2
J1 J3 J4 J2
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Представим полученную систему уравнений в виде стандартной модели состояния:  
= + + ,

= .
c cx Ax Bu B M

y Cx


 (2) 

В этом выражении  

 1 13 2 24 3 34 4ω δ ω δ ω δ ω
Tx , 1ωy , 1

2

u

u

 
  
 

u ,  1 2 3 4

T

c c c cM M M McM . 

Матрицы модели состояния A , B , cB , C  находятся из системы уравнений (1). 

В случае использования одного двигателя в матрице A  коэффициент 1b  заменяется коэффициен-

том 3 12b b , 2 0b  , а матрица входа имеет один столбец, 3

1

0 0 0 0 0 0
T

a

J

 
  
 

1B , где 3 12a a . 

Если в системе с двумя двигателями подавать одинаковое управление на оба двигателя, то матрица 

входа преобразуется к виду 1 2

1 2

0 0 0 0 0
T

a a

J J

 
  
 

2B . 

Будем исследовать двухапертурный телескоп, конструкция которого симметрична относительно 
азимутальной оси.  

Номинальные параметры расчетной схемы телескопа равны:  
2 2 7 5

1 2 3 4 13 24 34

1 2 1 2 3 3

40кг м , 500кг м , 10 Н м рад , 10 Н м рад ,

18 Н м В, 504Н м с рад , 36 Н м В, 1008 Н м с рад.
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Анализ объекта управления 
 

Характерной особенностью моделей объектов с упругими связями является наличие нулей. Пер-
спективным методом исследования динамических систем с нулями является использование ганкелева 
оператора [8–10]. Ганкелевы сингулярные числа системы характеризуют вклад собственных подпро-
странств в преобразование пространства входных сигналов в пространство выходных сигналов. Чем 
меньше сингулярное число, тем меньший вклад соответствующего подпространства в преобразование 
входного сигнала в выходной, тем больше оснований для игнорирования соответствующего подпро-
странства. 

На рис. 2, а, приведены сингулярные числа для объекта управления при двухдвигательном приводе 
в случае подачи на оба двигателя одного и того же управления. На рис. 2, б, приведены сингулярные чис-
ла для объекта управления при однодвигательном приводе. Графики построены при номинальных пара-
метрах механизма и электродвигателей. Явно прослеживается преимущество двухдвигательного привода 
перед однодвигательным. В двухдвигательном варианте четыре собственных подпространства практиче-
ски не участвуют в передаче входного сигнала, в то время как в однодвигательном варианте все семь под-
пространств в равной степени участвуют в преобразовании входного сигнала в выходной. 

Известно [11], что эвклидова норма частотной характеристики системы равна 
1

2
2 2

2
0

( ω) ( ω) ω 0,5 σi
i

W j W j d
 

  
 

 , 

где σi  – ганкелевы сингулярные числа системы. Согласно рис. 2, а, норма частотной характеристики ре-

дуцированной до третьего порядка модели рассматриваемого в настоящей работе объекта равна 
0,5

2
( ω) 0,5 3 (0,018) 0,2rW j     . В то же время норма разности исходной частотной характеристики и 
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характеристики редуцированной системы 9

2
( ω) ( ω) 4,6 10rW j W j    . Отсюда следует целесообраз-

ность редуцирования исходной модели до третьего порядка. Редуцирование модели объекта повлечет за 
собой уменьшение порядка регулятора состояния на четыре по сравнению с регулятором, необходимым 
для управления объектом седьмого порядка в случае использования однодвигательного привода. 

Преимущество сохраняется и при отклонении значений параметров механизма и электродвигате-
лей от номинальных, о чем можно судить по логарифмическим характеристикам объекта управления, 
приведенным на рис. 3. 
 

     
 а б 

 

Рис. 2. Сингулярные числа объекта управления: при двухдвигательном управлении (а); 
при однодвигательном управлении (б) 

 

 
 а б 

 

Рис. 3. Десять реализаций частотных характеристик при случайном изменении параметров механизма 
и двигателей в диапазоне 10% : при двухдвигательном управлении (а); 

при однодвигательном управлении (б) 
 

Воспользуемся  возможностью понижения порядка модели в случае двухдвигательного привода. 
Процедура редуцирования модели (2) до третьего порядка в пакете MATLAB осуществляется следующим 
образом. Формируется модель состояния объекта  

S2=ss(A,B2,C,0). 
На основании этой модели при помощи одного из возможных операторов MATLAB рассчитывает-

ся редуцированная модель третьего порядка, и находятся матрицы редуцированной модели состояния: 
Sr=balancmr(S2,3); [Ar, Br, Cr, Dr]=ssdata(Sr). 

 

Синтез цифрового управления 
 

Как и в исходной модели, выходной величиной редуцированной модели является угловая скорость 

1ω  первой массы. В действительности в системах слежения замыкание осуществляется по углу поворота, 

вместо датчика угловой скорости используется датчик угла поворота. По этой причине необходимо до-
полнить редуцированную модель интегратором. Матрицы модели состояния редуцированного объекта в 
этом случае будут иметь вид 

 , , 1
1 0





   
     

  
r 3 1 r
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В современном телескопостроении используется исключительно компьютерное управление. Для 
получения в явном виде алгоритма контроллера целесообразно от аналоговой модели (3) перейти к дис-
кретной [12]: 
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Матрицы дискретной модели в MATLAB вычисляются следующим образом. Формируется модель 
состояния объекта (3) 

Sra=ss(Ara,Bra,Cra,0), 
затем задается интервал дискретности контроллера и вычисляется дискретная модель состояния объекта 
(т.е. матрицы состояния rdA , rdB , rdC ): 

T=0.001; Srd=c2d(Sra,T); [Ard, Brd, Crd, Drd]=ssdata(Srd). 
В системах слежения за космическими объектами изменение координат целей, как правило, ап-

проксимируется кусочно-линейными функциями. При линейных входных воздействиях в системе управ-
ления необходимо иметь астатизм второго порядка для обеспечения нулевой установившейся ошибки. 
Объект управления (3) имеет в своем составе один интегратор. Для придания системе астатизма второго 
порядка введем в регулятор сумматор – дискретный интегратор [13] 

1m m m mz z y g    . 

Дискретная модель нового объекта управления, состоящего из объекта (4) и сумматора, будет 
иметь вид 
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Матрицы модели состояния этого объекта 
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C 0
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Для полученного объекта производится синтез цифрового регулятора состояния. В основе регуля-
тора лежит идея модифицированного оптимального в смысле квадратичного функционала управления с 
заданной степенью устойчивости [14, 15]. 

На рис. 4, а,  и 5, а, представлены результаты моделирования системы с двумя двигателями, со-
стоящей из аналогового объекта (2) и дискретного регулятора четвертого порядка, в среде Simulink. 

На рис. 4, а, приведен график переходного процесса в системе с двумя двигателями при слежении 
за линейно возрастающим воздействием со скоростью 1 град/с при номинальных параметрах механизма 
и электродвигателей. Максимальное значение ошибки не превосходит 45 угл. с, время переходного про-
цесса 0,4 с. 

            
   а                                                                     б 

 

Рис. 4. Переходной процесс при отслеживании линейного задания со скоростью 1 град/с: 
двухдвигательное управление (а); однодвигательное управление (б) 

 
 

         
   а б 

 

Рис. 5. Реализации переходного процесса при случайном изменении параметров объекта управления: 
двухдвигательное управление (а); однодвигательное управление (б) 
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На рис. 5, а, приведено 10 реализаций переходного процесса для того же входного сигнала, что и в 
предыдущем случае, при случайном изменении параметров механизма и двигателей в диапазоне 10%  
от номинальных значений. Дискретный регулятор, синтезированный с использованием редуцированной 
модели, обеспечивает приемлемое с практической точки зрения сохранение качества системы при ука-
занном диапазоне изменения параметров системы. 

Попытка увеличить быстродействие системы за счет увеличения гарантированной степени устой-
чивости η  [13] приводит к возбуждению системы при случайных изменениях параметров объекта в диа-

пазоне 10%  от номинальных значений. 
В случае использования одного двигателя для управления двухапертурным телескопом не удается 

получить такого быстродействия, которое достижимо в двухдвигательном варианте. Один двигатель – 
один источник момента – не в состоянии демпфировать несколько резонансных колебаний. Возможно 
только такое управление, которое не ведет к возбуждению высокочастотных колебаний механизма. Регу-
лятор может обеспечивать только управление медленным движением объекта, т.е. управление эквива-
лентным одномассовым объектом с условием, чтобы высокочастотные колебания, определяемые упруги-
ми свойствами объекта, не возбуждались. Выделение медленной подсистемы, в рассматриваемом случае 
она имеет первый порядок, в MATLAB осуществляется следующей командой: 

[Sr S12]=slowfast(S1,1). 
В этой команде S1 – модель состояния двухапертурного телескопа с однодвигательным приводом; 

Sr – модель состояния эквивалентной одномассовой модели; S12 – модель состояния быстрой подсисте-
мы, описывающей высокочастотные упругие колебания. 

После получения модели Sr синтез регулятора осуществляется аналогичным образом, как и для 
двухдвигательного варианта. 

На рис. 4, б, и 5, б, представлены результаты моделирования системы с одним двигателем, состоя-
щей из аналогового объекта (2) и дискретного регулятора второго порядка в среде Simulink. 

На рис. 4, б, приведен график переходного процесса в системе с одним двигателем при слежении 
за линейно возрастающим воздействием со скоростью 1 град/с при номинальных параметрах механизма 
и электродвигателя. Попытка увеличить быстродействие системы за счет увеличения η  приводит к воз-

буждению системы при номинальных параметрах. Длительность переходного процесса в однодвигатель-
ной системе в 3 раза больше, чем в двухдвигательной. Максимальная ошибка во время переходного про-
цесса также примерно в 3 раза больше, чем в однодвигательном варианте. 

Робастность по отношению к качественным показателям исследовалась методом статистических 
испытаний при случайном изменении параметров механизма и двигателя в диапазоне 10%  от номи-
нальных значений. Для каждого варианта выполнялось по тысяче опытов. На рис. 5 приведено по 10 реа-
лизаций переходного процесса для каждого варианта управления. Дискретный регулятор, синтезирован-
ный с использованием эквивалентной одномассовой модели, и в этом случае обеспечивает приемлемое с 
практической точки зрения сохранение качества системы при указанном диапазоне изменения парамет-
ров системы. 

Свойства робастности по отношению к качественным показателям системы сохраняются как для 
однодвигательного, так и для двухдвигательного приводов. 
 

Заключение 
 

В работе сравниваются два варианта построения системы управления четырехмассовым объектом 
с нежесткими связями. При построении двухдвигательного управления предложено синтезировать регу-
лятор на основе редуцированной модели исследуемого объекта. Использование двухдвигательного при-
вода обеспечивает трехкратное уменьшение как времени переходного процесса, так и максимальной 
ошибки во время переходного процесса. 

В случае повышенных требований к качественным показателям систем управления многомассо-
выми объектами предпочтительнее двухдвигательное управление. 
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