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Аннотация 
В теории вероятностных графических моделей апостериорный вывод является одним из видов вывода, на котором 
базируется обработка фрагментов знаний с неопределенностью. В работе рассматривается задача описания локаль-
ного апостериорного вывода в алгебраических байесовских сетях над фрагментами знаний с пропозициями-квантами 
с помощью матрично-векторных уравнений, которые существенно опираются на использование тензорного произве-
дения матриц, степени Кронекера, а также произведения Адамара. Получены матричные уравнения для вычисления 
векторов апостериорных вероятностей в задаче апостериорного вывода над фрагментами знаний с пропозициями-
квантами. Аналогичные уравнения того же типа уже рассматривались в рамках теории алгебраических байесовских 
сетей, однако они были построены только для случая апостериорного вывода во фрагментах знаний над идеалами 
конъюнктов. При обобщении и развитии матрично-векторного аппарата в части операций с векторами вероятностей 
пропозиций-квантов был, в частности, адаптирован ряд ранее полученных результатов, касающихся нормирующих 
множителей в апостериорном выводе и задания линейного проективного оператора с помощью вектора-селектора. 
Рассмотрены все три вида поступающих свидетельств – детерминированные, стохастические и неточные свидетель-
ства – в сочетании со скалярными и интервальными оценками вероятности истинности пропозициональных формул 
во фрагментах знаний. Сформированы задачи линейного программирования, решение которых дает интервальные 
оценки искомых апостериорных вероятностей в случае неточного свидетельства или интервальных оценок во фраг-
менте знаний. Существование такого описания задачи апостериорного вывода позволяет пополнить набор типов 
фрагментов знаний, которыми мы можем оперировать в локальном и глобальном апостериорном выводе, а также 
упростить реализацию комплекса программ за счет возможности использования при программировании на Java, C++ 
или С# уже существующих сторонних библиотек, эффективно поддерживающих представление и обработку матриц 
и векторов. 
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Abstract 
Posteriori inference is one of the three kinds of probabilistic-logic inferences in the probabilistic graphical models theory and the 
base for processing of knowledge patterns with probabilistic uncertainty using Bayesian networks. The paper deals with a task of 
local posteriori inference description in algebraic Bayesian networks that represent a class of probabilistic graphical models by 
means of matrix-vector equations. The latter are essentially based on the use of tensor product of matrices, Kronecker degree and 
Hadamard product. Matrix equations for calculating posteriori probabilities vectors within posteriori inference in knowledge 
patterns with quanta propositions are obtained. Similar equations of the same type have already been discussed within the 
confines of the theory of algebraic Bayesian networks, but they were built only for the case of posteriori inference in the 
knowledge patterns on the ideals of conjuncts. During synthesis and development of matrix-vector equations on quanta 
propositions probability vectors, a number of earlier results concerning normalizing factors in posteriori inference and 
assignment of linear projective operator with a selector vector was adapted. We consider all three types of incoming evidences - 
deterministic, stochastic and inaccurate - combined with scalar and interval estimation of probability truth of propositional 
formulas in the knowledge patterns. Linear programming problems are formed. Their solution gives the desired interval values of 
posterior probabilities in the case of inaccurate evidence or interval estimates in a knowledge pattern. That sort of description of 
a posteriori inference gives the possibility to extend the set of knowledge pattern types that we can use in the local and global 
posteriori inference, as well as simplify complex software implementation by use of existing third-party libraries, effectively 
supporting submission and processing of matrices and vectors when programming in Java, C++ or C#. 
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Введение 
 

Одним из активно развивающихся направлений информатики и информационных технологий яв-
ляется теория вероятностных графических моделей и разработка программного обеспечения, реализую-
щего полученные результаты этой теории [1]. Байесовские сети, в том числе алгебраические байесовские 
сети (АБС) [2, 3] и связанные с ними конструкции, являются одним из видов вероятностных графических 
моделей. Байесовские сети все шире используются в системах распознавания образов [4, 5], системах 
моделирования поведения [6], системах моделирования рисков и обнаружения отказов [7–9], оценивания 
повреждений и мониторинга состояния здоровья [10–13], а также при анализе климата и окружающей 
среды [14, 15]. 

Успех в приложениях одних видов вероятностных графических моделей, стремление распростра-
нить накопленные достижения на решение новых задач, анализ возникающих затруднений, потребность в 
моделировании различных видов неопределенности данных и знаний приводят к появлению новых тео-
ретических и алгоритмических задач, а также к рассмотрению новых (либо известных, но недостаточно 
исследованных) моделей указанного класса. 

Так, в рамках теории алгебраических байесовских сетей в локальном апостериорном выводе (вы-
воде на основе поступившего свидетельства), а также при попытках распространить влияние свидетель-
ства на соседние фрагменты знаний (пропагировать свидетельство) зачастую возникает необходимость 
манипулировать не только традиционно рассматривающимися фрагментами знаний над пропозициями-
конъюнктами (подходы описаны в [2, 16–18], матрично-векторные уравнения вывода получены там же), 
но и над фрагментами знаний с пропозициями-квантами. Оба вида фрагментов знаний обсуждались, на-
пример, в [19], но все возникающие задачи локального вывода оценок истинности, в том числе и задача 
локального апостериорного вывода, во фрагменте знаний с пропозициями-квантами (фрагменте знаний, 
построенном над пропозициями-квантами) были оставлены практически без рассмотрения, не говоря уже 
о вопросах описания алгоритмов решения таких задач.  

Задача локального апостериорного вывода состоит в том, чтобы автоматически вычислить апосте-
риорные вероятности всех элементов (будь то пропозиции-конъюнкты или пропозиции-кванты) фрагмен-
та знаний при поступившем свидетельстве. С формальной точки зрения фрагмент знаний над квантами 
родственен традиционно рассматриваемому в теории АБС фрагменту знаний над идеалом конъюнктов с 
оценками вероятностей их истинности, однако требует иной системы накладываемых на оценки вероят-
ности ограничений, что не позволяет непосредственно воспользоваться формулами апостериорного вы-
вода, полученными ранее [2, 16, 17]. Таким образом, цель настоящей работы состоит в том, чтобы свести 
вывод апостериорных оценок во фрагменте знаний с пропозициями-квантами к матрично-векторным 
уравнениям и, в случае интервальных оценок, к использующим эти уравнения экстремальным задачам, 
на основе преобразования или адаптации уже известных матрично-векторных уравнений локального апо-
стериорного вывода для фрагмента знаний АБС.  

Говоря о задаче локального апостериорного вывода, мы, на самом деле, подразумеваем две подза-
дачи [20]. Первой подзадачей локального апостериорного вывода является оценка вероятности появления 
свидетельства или кортежа свидетельств над заданным фрагментом знаний. Второй подзадачей апосте-
риорного вывода является оценка апостериорных вероятностей истинности элементов фрагмента знаний 
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при предположении, что во фрагмент знаний поступило свидетельство. Стоит отметить, что результатами 
первой подзадачи апостериорного вывода мы воспользуемся при решении второй. 
 

Определения, обозначения и базовые результаты 
 

Чтобы избежать повтора ранее опубликованного материала в заметных объемах, отметим, что в 
работе мы будем следовать системе терминов и обозначений, сложившихся в [2, 3, 18, 21], а в настоящем 
разделе постараемся ограничиться введением лишь ключевых для достижения поставленной цели объек-
тов.  

Зафиксируем конечное множество атомарных пропозициональных формул (атомов) – упорядочен-
ный алфавит атомов ܣ ൌ ሼݒሽୀ

ିଵ. С содержательной точки зрения алфавит атомов представляет набор 
элементарных высказываний экспертов о предметной области. Определим два набора пропозиций над 
указанным алфавитом. Первый набор – идеал конъюнктов –	ሼݒభݒమ ೖ|0ݒ…  ݅ଵ ൏ ݅ଶ ൏ ⋯ ൏ ݅  ݊ െ
1,0  ݇  ݊ሽ, где ݒభݒమ …  означает конъюнкцию соответствующих атомов, а знак конъюнкции здесь и	ೖݒ
далее опускается. Таким образом, идеал конъюнктов содержит все возможные конъюнкции атомов, в том 
числе и вырожденные: пустую конъюнкцию и сами атомы. Литерал ݒప  означает, что на его месте в пропо-
зициональной формуле может стоять либо ݒ, либо его отрицание ݒపഥ . Тогда, наконец, определим второй 
набор – множество квантов	ܳ ൌ ሼݒݒଵ ܸ над алфавитом	ିଵሽݒ… ൌ ሼݒሽୀ

ିଵ.	 Иными словами, квант – это 
конъюнкция, которая для любого атома из алфавита содержит либо его самого, либо его отрицание. С 
учетом заданного алфавита каждому из квантов вида ݒݒଵ  ିଵможно сопоставить характеристическийݒ…
вектор, а этому вектору, в свою очередь, двоичное число, которое рассматривается как номер кванта (ин-
дексирует квант) [2, 3]. Следует отметить, что рассматриваются именно пропозициональные формулы, а 
не их истинностные значения. Более того, в дальнейших выкладках рассматриваются классы эквивалент-
ности пропозициональных формул; в частности, конъюнкции над одними и теми же формулами, но с 
разным порядком следования последних, не различаются [2, 3, 8, 12]. 

Векторы ܋۾ ൌ ൮

1
ሺܿଵሻ
⋮

ሺܿଶିଵሻ

൲и	ܙ۾ ൌ ൮

ሻݍሺ
ଵሻݍሺ
⋮

ଶିଵሻݍሺ

൲ содержат вероятности конъюнктов и квантов соот-

ветственно. Например, для фрагмента знаний, построенного над двумя атомами	ሼݔଵ, ଶሽݔ ⊂  векторы ,ܣ

вероятностей квантов и конъюнктов будут выглядеть следующим образом: ܋۾ ൌ ൮

1
ଵሻݔሺ
ଶሻݔሺ
ଵሻݔଶݔሺ

൲ и ܙ۾ ൌ

ۉ

ۇ

ଵሻݔଶ̅ݔሺ̅
ଵሻݔଶݔሺ̅
ଵሻݔଶ̅ݔሺ
یଵሻݔଶݔሺ

ܙ۾ Эти векторы выражаются друг через друга с помощью соотношений .ۊ ൌ 	 ۷܋۾, ܋۾ ൌ 	 ۸ܙ۾, 

где ۷ ൌ ۷ଵ
ሾሿ, ۷ଵ ൌ ቀ1 െ1

0 1
ቁ, ۸ ൌ ۸ଵ

ሾሿ, ۸ଵ ൌ ቀ1 1
0 1

ቁ согласно [2, 3, 22]. Показатель	ሾ݊ሿ	используется для 

обозначения степени Кронекера матриц, а ниже символ ⊗ – для обозначения тензорного (прямого) про-
изведения матриц [23]. В случае, когда вероятностные оценки заданы над квантами, мы будем работать 
либо с фрагментом знаний со скалярными оценками 〈ܥ,  либо с фрагментом знаний с интервальными ,〈ܙ۾
оценками 〈ܥ, ,ିܙ۾  это носитель фрагмента знаний, т.е. множество квантов, упорядоченных –	ܥ ା〉, гдеܙ۾
согласно принятой индексации. В случае фрагмента знаний с интервальными оценками допустимое зна-

чение ܙ۾ሾ݅ሿ	лежит в границах	ൣିܙ۾ሾ݅ሿ;  рядом с вектором мы указываем на i-ю его	ାሾ݅ሿቃ. С помощью ሾ݅ሿܙ۾

компоненту. Следует обратить внимание, что индексация компонент начинается с 0.  
Под свидетельством мы содержательно понимаем новые «обусловливающие» данные, которые по-

ступили во фрагмент знаний и с учетом которых нам требуется пересмотреть все (или некоторые) оценки 
[3, 22]. Далее мы с разной степенью детализации рассмотрим все три вида поступающих свидетельств: 
детерминированное, стохастическое и интервальное [22], вместе с формализацией их вида и содержания.  
 

Фрагмент знаний со скалярными оценками и детерминированное свидетельство 
 

Начнем рассмотрение с пропагации детерминированного свидетельства во фрагменте знаний со 
скалярными оценками и с носителем ܥ. 

Мы говорим, что на вход поступило детерминированное свидетельство, если новые сведения 
представимы в виде конъюнкции атомов и их отрицаний. 

Детерминированное свидетельство можно разбить на положительный и отрицательный конъюнк-
ты и представить в виде пары чисел, в которой одно число указывает на отрицательно означенные, а вто-
рое – на положительно означенные атомарные переменные [2, 16]. Как пример рассмотрим свидетельство 
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〈ݒଵݒଶ̅ݒ̅〉 ൌ ,ݒ〉 〈ଵݒଶ̅ݒ̅ ൌ 〈001ଶ, 110ଶ〉 ൌ 〈1,6〉. Таким образом, допустим, что во фрагмент знаний поступи-
ло детерминированное свидетельство 〈݅; ݆〉 (иначе можно обозначить как 〈ܿ; ܿ〉). Ранее [21] уже были 
получены и обоснованы результаты для уравнений апостериорного вывода в случае пропагации детерми-
нированного свидетельства во фрагмент знаний со скалярными оценками, поэтому просто приведем 
здесь соответствующие формулы. Для этого нам понадобятся следующие матрицы: 

	۶〈,〉 ൌ ۶෩ିଵ
〈,〉 ⊗ ۶෩ିଶ

〈,〉 ⊗ …۶෩
〈,〉, где 

۶෩
〈,〉 ൌ ቐ

۶ା, если	ݒ	входит	в	ܿ,
۶ି, если	ݒ	входит	в	 ܿ ,
۶∘, иначе;

 

причем	۶ା ൌ ቀ0 0
0 1

ቁ , ۶ି ൌ ቀ1 0
0 0

ቁ , ۶∘ ൌ ቀ1 0
0 1

ቁ согласно [16]. Также введем [21] вектор-селектор 

 ,Данный вектор интересен тем, что его можно интерпретировать как характеристический вектор .〈,〉ܛ
позволяющий отобрать те кванты, которые не противоречат данному свидетельству. С точки зрения про-
граммной реализации интересно то, что любой компонент вектора ܛ〈,〉 может быть выражен напрямую 
через индексы свидетельства 〈݅; ݆〉. Воспользовавшись вектором		ܛ〈,〉, запишем решение первой задачи 

апостериорного вывода:	൫〈ܿ; ܿ〉൯ ൌ ቀܛ〈,〉, 〈,〉ܛ ቁ, гдеܙ۾ ൌ⊗ୀ
ୀିଵ ܛ

〈,〉, где 

ܛ
〈,〉 ൌ ቐ

,ାܛ если	ݒ	входит	в	ܿ,
,ିܛ если	ݒ	входит	в	 ܿ ,
,∘ܛ иначе;

 

причем ܛା ൌ ቀ0
1
ቁ , ିܛ ൌ ቀ1

0
ቁ , °ܛ ൌ ቀ1

1
ቁ. Здесь и далее запись двух векторов в круглых скобках через запя-

тую обозначает скалярное произведение. 

Обозначим искомые апостериорные вероятности квантов за ܙ۾
〈;〉. Тогда [2, 21] решение второй за-

дачи апостериорного вывода сводится, в конце концов, к расчету условных вероятностей, при этом вы-
числения, как и требовалось, при использовании уже введенных обозначений и построенных объектов 
сведутся к матрично-векторному уравнению 

ܙ۾
〈;〉 ൌ

ଵ

ቀܛ
〈,ೕ〉,ܙ۾ቁ

∙ ۶〈,〉ܙ۾,  

где ቀܛ〈,〉,  .ቁ – скалярное произведение векторовܙ۾

Фактически матрица ۶〈,〉	задает линейный проективный оператор, который приравнивает нулю 
вероятности тех квантов, которые логически несовместны с поступившим свидетельством, т.е. конъюнк-
ция каждого из таких квантов и свидетельства является тождественной ложью. Воспользовавшись произ-
ведением Адамара (операция покомпонентного произведения векторов одинаковой размерности), этот же 
линейный проективный оператор можно задать и с использованием вектора-селектора ܛ〈,〉. Для нагляд-
ности рассмотрим пример построения матрицы и вектора в случае пропагации свидетельства из одного 
атома, означенного отрицательно (–̅ݒሻ, во фрагмент знаний над множеством атомов ሼݒ,  ଵሽ. Тогдаݒ

〈,ଵ〉ܛ ൌ ିܛ ⊗ ∘ܛ ൌ ൮

1
0
1
0

൲, а ۶〈,ଵ〉 ൌ ۶ି ⊗۶∘ ൌ ቌ

1 0
0 0

0 0
0 0

0 0
0 0

1 0
0 0

ቍ. Можно заметить, что главная диагональ 

матрицы ۶〈,ଵ〉 совпадает с вектором ܛ〈,ଵ〉, т.е.	diag۶〈,ଵ〉 ൌ  что следует из построения каждого из ,〈,ଵ〉ܛ
них, поэтому матрично-векторное уравнение можно переписать следующим образом: 

ܙ۾ 
〈;〉 ൌ

ଵ

ቀܛ
〈,ೕ〉,ܙ۾ቁ

〈,〉ܛ ∘ -где символ ∘ использован для обозначения произведения Адамара. С техноло ,ܙ۾

гической точки зрения применение вектора-селектора облегчает формализацию задачи в системах, ори-
ентированных на работу с векторами и матрицами, например, в системе MATLAB и системе R.  
 

Экстремальные задачи в локальном апостериорном выводе 
 

Итак, перед нами стоит следующая задача: выразить на матрично-векторном языке вероятность 
поступившего свидетельства ൫〈ܿ; ܿ〉൯ для различных видов свидетельств, а также составить и обосно-
вать задачу линейного программирования, решением которой будут интервальные оценки апостериорных 

вероятностей ܙ۾
〈;〉	для фрагмента знаний над квантами. Воспользовавшись результатами, полученными 

для фрагментов знаний над идеалом конъюнктов [17, 18], мы хотим решить поставленные задачи по ана-
логии с [2, 16]. 

В настоящем разделе мы рассматриваем задачу, когда оценки вероятностей во фрагменте знаний с 
квантами – интервальные, т.е. задан непротиворечивый фрагмент знаний с интервальными оценками ве-
роятностей	〈ܥ, ,ିܙ۾ -ା〉. По аналогии с предыдущим случаем предположим, что поступило детерминироܙ۾
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ванное свидетельство 〈݅; ݆〉. Как и в случае с фрагментом знаний со скалярными оценками, вероятность 

поступившего свидетельства можно вычислить по следующей формуле: ൫〈ܿ; ܿ〉൯ ൌ 	 ቀܛ
〈,〉,  ቁ. Однакоܙ۾

вследствие того, что значение каждой из компонент вектора ܙ۾	лежит в интервале [ିܙ۾ሾ݅ሿ,  ାሾ݅ሿሿ, решениеܙ۾
первой задачи апостериорного вывода в случае детерминированного свидетельства и фрагмента знаний с 
интервальными оценками сводится к решению задач линейного программирования по нахождению мак-

симума и минимума значения ቀܛ〈,〉, -наклады ܙ۾ ቁ. Стоит также отметить, что на вектор переменныхܙ۾

ваются линейные ограничения для поддержания непротиворечивости фрагмента знаний: ограничения, 
вытекающие из аксиоматики теории вероятностей (ࣟ), и ограничения, вытекающие из предметной облас-
ти (ࣞ). Ограничение ࣟ	в случае фрагмента знаний над квантами состоит из двух условий, записываемых 
на матрично-векторном языке: ൛ܙ۾  , ൫, ൯ܙ۾ ൌ 1ൟ, а ограничение ࣞ может быть записано как совокуп-
ность условий:	∀݅ ∈ ሾ0. . ݊ െ 1ሿିܙ۾ሾ݅ሿ  ሾ݅ሿܙ۾  -ାሾ݅ሿ, либо, как это принято в математических дисциплиܙ۾
нах, посвященных экстремальным задачам, ିܙ۾  ܙ۾   ା, где ݊ – это мощность множества квантов, надܙ۾

которым построен данный фрагмент знаний, т.е. множество ограничений ࣞ ൌ ൛ିܙ۾  ܙ۾   ାൟ. Такимܙ۾
образом, решением первой задачи апостериорного вывода является замкнутый промежуток, ограничен-
ный следующими значениями: 

ቀminࣞ⋃ࣟቀܛ
〈,〉, ܛቁቁиቀmaxࣞ⋃ࣟቀܙ۾

〈,〉,  .ቁቁܙ۾

Указанные минимум и максимум находятся как результаты решения задач линейного программи-
рования.  

Так как во фрагменте знаний с квантами нам заданы интервальные оценки вероятности их истин-
ности, мы имеем дело с семейством распределений вероятностей; следовательно, искомые во второй под-
задаче апостериорные вероятности могут быть оценены лишь интервально. Поиск верхней и нижней 

границы ܙ۾
〈;〉сводится к поиску минимума и максимума выражения	ܙ۾

〈;〉 ൌ
ଵ

ቀܛ
〈,ೕ〉,ܙ۾ቁ

∙ 〈,〉ܛ ∘ -при огра ܙ۾

ничениях	ࣞ⋃ࣟ. Стоит отметить, что здесь и далее задача о поиске минимума и максимума решается не-

зависимо и отдельно для каждой целевой функции – компоненты вектора	ܙ۾
〈;〉 – относительно перемен-

ных вектора ܙ۾. 
Экстремальные задачи по нахождению минимума и максимума указанных целевых функций отно-

сятся к известному классу задач дробно-линейного программирования. Для сведения ее к задаче линей-

ного программирования нам нужно избавиться от множителя 
ଵ

ቀܛ
〈,ೕ〉,ܙ۾ቁ

. Воспользовавшись тем же приемом 

и обоснованием, что и в [2, 3, 16], зададим новый вектор переменных (и, таким образом, произведем за-

мену переменных)	۲ ൌ 	λܙ۾, тогда	
ଵ

ቀܛ
〈,ೕ〉,ܙ۾ቁ

∙ 〈,〉ܛ ∘ ܙ۾ ൌ
ଵ

ቀܛ
〈,ೕ〉,λܙ۾ቁ

∙ 〈,〉ܛ ∘ λܙ۾ ൌ
ଵ

ቀܛ
〈,ೕ〉,۲ቁ

∙ 〈,〉ܛ ∘ ۲. Теперь 

положим 	
ଵ

ቀܛ
〈,ೕ〉,۲ቁ

ൌ 1. При новых переменных и введенных ограничениях исходные экстремальные задачи 

сведутся к задачам линейного программирования – поиску минимума и максимума компонент вектора 
〈,〉ܛ ∘ ۲	при условиях		ࣞ′⋃ࣟ′⋃൛൫ܛ〈,〉, ۲൯ ൌ 1ൟ.   

Причем ࣞ′ ൌ ൛λܙ۾
ି  ۲ൟ⋃൛λܙ۾

ା  ۲ൟ,		ࣟ ′ ൌ ሼ۲  ሽ ∪ ሼλ  0ሽ ∪ ሼሺ۲, ሻ ൌ λሽ.	Как и в решении 
первой задачи апостериорного вывода, данная совокупность линейных ограничений обеспечивает непро-
тиворечивость фрагмента знаний над пропозициями-квантами с новыми, т.е. апостериорными, оценками 
вероятностей. Здесь, аналогично предыдущему случаю, в качестве переменных выступают компоненты 
вектора	۲ и λ. 

Перед рассмотрением следующего случая дадим определение второго вида свидетельств – стохас-
тического. 

Изначально, в рамках теории АБС, стохастическое свидетельство – это предположение о том, что 
на подыдеале	ܥ ′	носителя фрагмента знаний ܥ задан непротиворечивый фрагмент знаний со скалярными 
оценками, который определяет вероятности истинности элементов соответствующего подыдеала. По ана-
логии, рассматривая стохастическое свидетельство над пропозициями-квантами, вероятность пропози-
ций-квантов свидетельства обозначим как	ܙ۾. 

Теперь предположим, что во фрагмент знаний со скалярными оценками поступило стохастическое 
свидетельство с вероятностями пропозиций-квантов ܙ۾. Рассмотрение пропагации стохастического сви-
детельства сведем к рассмотрению пропагации серии детерминированных свидетельств, на которые его 
можно «разбить» [22]. Если вероятность какого-то детерминированного свидетельства равна 0, но при 
этом оценки, задаваемые стохастическим свидетельством для данного детерминированного свидетельст-
ва, нулю не равны, то такое свидетельство называется невероятным. 

Отметим, что поступившему стохастическому свидетельству можно однозначно сопоставить век-
тор вероятностей конъюнктов	܋۾ (а ему, в свою очередь, однозначно соответствует вектор ܙ۾, такой, что 
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܋۾ ൌ ۸ܙ۾). Пропагация свидетельства, построенного над идеалом конъюнктов, рассматривалась нами 
ранее и по своей сути сводится к свидетельству над пропозициями-квантами. Это можно легко заметить, 
приняв во внимание то, что для формирования конечного результата апостериорного вывода мы умножа-
ем результат пропагации каждого из детерминированных свидетельств на соответствующий элемент век-
тора ܙ۾, а затем складываем полученные произведения и, окончательно, формируем таким образом ре-
зультат апостериорного вывода [22]. Также для сопоставления индексов детерминированных свиде-
тельств с индексами множества квантов поступившего свидетельства введем функцию	GIndሺ݅,݉ሻ	[2, 16], 
где ݅	– индекс кванта в алфавите, над которым построено свидетельство, а ݉	– индекс наибольшего эле-
мента ܙ۾ в исходном алфавите. Тогда, обозначив мощность алфавита, над которым построен данный 
фрагмент знаний, за ݊′, мы можем составить матрично-векторное уравнение для решения первой задачи 
апостериорного вывода. Вероятность поступившего свидетельства оценивается следующим значением: 

∑ ൬ܛ〈ୋ୍୬ୢሺ,ሻ,ୋ୍୬ୢሺ
′
ିଵି,ሻ〉, ൰ܙ۾

ଶ
′
ିଵ

ୀ  .ሾ݅ሿܙ۾

В решении второй задачи апостериорного вывода воспользуемся тем же приемом и рассмотрим 
стохастическое свидетельство как совокупность детерминированных. Пользуясь формулами [2, 16, 21], 
полученными при решении второй задачи апостериорного вывода в случае детерминированного свиде-
тельства, решением указанной задачи в рамках фрагмента знаний со скалярными оценками будет сле-
дующая сумма: 

ܙ۾
〈;〉 ൌ 

ܖୋ୍୬ୢሺ,ሻ,ୋ୍୬ୢሺ〉ܛ
′
ିଵି,ሻ〉	°	ܙ۾

൬ܛ〈ୋ୍୬ୢሺ,ሻ,ୋ୍୬ୢሺܖ′ିଵି,ሻ〉, ൰ܙ۾

ଶ
′
ିଵ

ୀ

∙  .ሾ݅ሿܙ۾

В случае интервальных оценок во фрагменте знаний мы аналогичным образом представляем сто-
хастическое свидетельство в качестве серии детерминированных, однако в данном случае решениями 
первой и второй задач апостериорного вывода будут интервальные накрывающие оценки вероятностей. 
Они получатся как линейная комбинация интервальных оценок, появляющихся при разложении стохас-
тического свидетельства на детерминированные свидетельства и их последующее пропагирование. Про-
делав вышеуказанные операции, мы получим следующие уравнения для решения задач апостериорного 
вывода. Решением первой задачи будет интервал, ограниченный данными значениями: 

minࣞ⋃ࣟ ∑ ൬ܛ〈ୋ୍୬ୢሺ,ሻ,ୋ୍୬ୢሺ
′
ିଵି,ሻ〉, ൰ܙ۾

ଶ
′
ିଵ

ୀ   и	ሾ݅ሿܙ۾

maxࣞ⋃ࣟ ∑ ൬ܛ〈ୋ୍୬ୢሺ,ሻ,ୋ୍୬ୢሺ
′
ିଵି,ሻ〉, ൰ܙ۾

ଶ
′
ିଵ

ୀ  .ሾ݅ሿܙ۾

Для решения второй задачи потребуется решить задачу линейного программирования, покомпо-
нентно найдя минимум и максимум данного выражения для каждого из детерминированных свиде-
тельств, а затем просуммировать по всем индексам. 

ܙ۾
〈;〉 ൌ s〈ୋ୍୬ୢሺ,ሻ,ୋ୍୬ୢሺଶ

′
ିଵି,ሻ〉	°	۲ 

при условии	࣬′ ൌ ࣞ′⋃ࣟ′⋃ሼ൬ܛ〈ୋ୍୬ୢሺ,ሻ,ୋ୍୬ୢሺଶ
′
ିଵି,ሻ〉, ۲൰ ൌ 1ሽ. Причем ࣞ′ ൌ ൛λܙ۾

ି  ۲ൟ⋃൛λܙ۾
ା  ۲ൟ, а 

ࣟ′ ൌ ሼ۲  ሽ ∪ ሼλ  0ሽ ∪ ሼሺ۲, ሻ ൌ λሽ. 
Таким образом, конечное решение второй задачи апостериорного вывода в случае стохастического 

свидетельства будет выглядеть следующим образом: 

ܙ۾
〈;〉,୫୧୬ ൌ ∑ min࣬′ ൬s

〈ୋ୍୬ୢሺ,ሻ,ୋ୍୬ୢቀଶ
′
ିଵି,ቁ〉	°	۲൰ܙ۾ሾ݅ሿ

ଶ
′షభ

ୀ , 

ܙ۾
〈;〉,୫ୟ୶ ൌ ∑ max࣬′ ቀs

〈ୋ୍୬ୢሺ,ሻ,ୋ୍୬ୢሺଶ
′
ିଵି,ሻ〉	°	۲ቁܙ۾ሾ݅ሿ

ଶ
′షభ

ୀ . 

Наконец, рассмотрим третий вид свидетельства – интервальное (неточное). 
Неточное свидетельство представляет собой фрагмент знаний над квантами с интервальными 

оценками 〈ܥ, ܙ۾
,ି, ܙ۾

,ା〉. Содержательно пропагация интервального свидетельства во фрагменты знаний 
со скалярными и интервальными оценками сводится к решению задачи линейного программирования для 
поиска интервальных оценок. Обработка интервального свидетельства в случае фрагмента знаний над 
идеалом конъюнктов описана в [2, 16], при этом обработка пропагации интервальных свидетельств во 
фрагмент знаний над квантами будет аналогична. К сожалению, при решении первой задачи апостериор-
ного вывода в случае неточных свидетельств и фрагмента знаний с интервальными оценками (как и в 
случае стохастического свидетельства) мы сталкиваемся с выходом за пределы задач линейного про-
граммирования; решение же последних приводит лишь к накрывающим оценкам [2, 16]. 

 

Пример 
 

В предыдущих разделах нами был подробно рассмотрен локальный апостериорный вывод для 
фрагмента знаний над пропозициями-квантами с интервальными оценками вероятностей и даны форму-
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лы для решения обеих задач апостериорного вывода для различных видов поступающих свидетельств. 
Ниже будут предложены примеры использования описанного ранее вектора-селектора и проведено срав-
нение объемов вычислений с и без его использования.  

Для большей наглядности рассмотрим пропагацию детерминированного свидетельства, построен-
ного над двумя атомами ܣ ൌ ሼݒ, ,ࣝ〉 ଶሽ, во фрагмент знанийݒ  со скалярными оценками вероятности	〈ܙ۾
истинности пропозиций-квантов, построенный над тремя атомами ܣ ൌ ሼݒ, ,ଵݒ  ଶሽ. Пусть вероятностиݒ
оценок истинности множества пропозиций-квантов являются непротиворечивыми и равны следующим 
значениям: 

ܙ۾ ൌ

ۉ

ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۇ

0,3
0,12
0,07
0,09
0,15
0,01
0,1
ی0,15

ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۊ

, а поступившее свидетельство записывается как 〈ݒଶ̅ݒ〉 ൌ 〈100,001〉 ൌ 〈4,1〉. Вычислим век-

тор-селектор ܛ〈ସ;ଵ〉 ൌ ିܛ ⊗ °ܛ ⊗ ାܛ ൌ

ۉ

ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۇ

0
0
0
0
1
0
1
ی0

ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۊ

 и соответствующую данному свидетельству диагональную 

матрицу ۶〈ସ,ଵ〉 ൌ ۶ି ⊗۶∘ ⊗۶ା ൌ

ۉ

ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۇ

0 0
0 0

0 0
0 0

0 0
0 0

0 0
0 0

0 0
0 0

0 0
0 0

0 0
0 0

0 0
0 0

0 0
0 0

0 0
0 0

0 0
0 0

0 0
0 0

1 0
0 0

0 0
0 0

0 0
0 0

1 0
0 ی0

ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۊ

.  

Тогда	〈4,1〉 ൌ ሺ,۶〈ସ,ଵ〉ܙ۾ሻ ൌ ൫ܛ〈ସ,ଵ〉, ൯ܙ۾ ൌ 0,25, а решением второй задачи апостериорного вывода 

будет вектор ܙ۾
〈ସ,ଵ〉 ൌ

ۉ

ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۇ

0
0
0
0

0,15
0
0,1
0 ی

ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۊ

. Очевидно, что конечные результаты при использовании вектора-селектора 

и без его использования эквивалентны, однако при использовании вектора-селектора не приходится при-
бегать к особым приемам работы с сильно разреженными матрицами: вектор содержит все необходимые 
сведения. Говоря об объеме требуемой памяти и вычислений, можно привести пример из родственных 
АБС байесовских сетей доверия: пусть имеется сеть локаторов с 1 миллионом узлов, тогда свидетельства, 
поступающие с локаторов, могут достигать размера в 100 000 элементов. Таким образом, используя век-
тор-селектор вместо матрицы 100 000×100 000, нам требуется вычислить лишь вектор 1×100 000. 
 

Заключение 
 

В настоящей работе был рассмотрен локальный апостериорный логико-вероятностный вывод во 
фрагментах знаний, построенных над квантами. Алгоритмизация этого вида логико-вероятностного вы-
вода осуществляется с помощью матрично-векторных уравнений, которые существенно опираются на 
использование тензорного произведения матриц, степени Кронекера, а также произведение Адамара. На-
личие такого описания существенно упрощает программную реализацию алгоритмов вывода и подбор 
структур данных. Более того, эффективность сведения решения задач к матрично-векторным операциям 
наиболее ярко проявляется при разработке кода в системах R и MATLAB, ориентированных именно на 
оптимизацию представления и обработки данных в матричной форме. Наконец, матрично-векторное 
представление дает нам новые подходы к решению задач, связанных с пропагацией свидетельства, а осо-
бенность записи всех результатов в матрично-векторной форме упрощает реализацию алгоритмов за счет 
возможности использования при программировании на Java, C++ или С# уже существующих сторонних 
библиотек, эффективно поддерживающих представление и обработку матриц и векторов. Следует отме-
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тить, что в настоящей работе оставлены без рассмотрения свойства полученных результатов (например, 
входят или не входят границы в интервальную оценку апостериорных вероятностей; нет ли лакун в са-
мом интервале-оценке; как должно интерпретироваться и обрабатываться невероятное свидетельство и 
т.д.). Мы полагаем, что в силу того, что, в конце концов, операции ведутся над выпуклыми множествами, 
эти свойства будут совпадать с соответствующими им свойствами алгоритмов и результатов локального 
апостериорного вывода в случае традиционного фрагмента знаний над конъюнктами [2, 3, 22], а строгое 
полномасштабное обоснование своей точки зрения не приводим, стремясь ограничить объем изложения 
и сохранить концентрацию на заданной цели, при этом оставляя само обоснование для изложения в по-
следующих работах.  
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