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Аннотация 
Предмет исследования. Построение асимптотических разложений решений уравнений в частных производных с 
малым параметром сводится обычно к последовательному решению цепочки задач Штурма–Лиувилля. Чтобы найти 
некоторый член ряда, необходимо решить неоднородную краевую задачу с источником на оси цилиндра. При этом 
соответствующая однородная задача имеет нетривиальное решение. Потому возникает содержательный вопрос о 
реализуемости предложенного способа построения. Настоящая работа посвящена построению таких асимпто-
тических разложений. Метод. Для доказательства необходимого условия используется обычная техника 
интегрирования всего уравнения и использования граничных условий. Для доказательства достаточного условия 
строится подходящая задача Коши (которая всегда разрешима) и анализируется ее решение. Мы имеем дело с общим 
случаем формальных степенных рядов и не делаем предположений об их сходимости. Основной результат. В работе 
доказаны необходимые и достаточные условия разрешимости неоднородной задачи Штурма–Лиувилля для общего 
случая формальных степенных рядов. Как частный случай общего результата, полученный результат остается верен, 
если заменить формальные степенные ряды функциями. Практическая значимость. Результат может найти 
применение при построении решений уравнений в частных производных и обыкновенных дифференциальных 
уравнений в форме формальных степенных рядов. Результат является общим и применим к частным случаям таких 
рядов, например, к асимптотическим рядам или функциям (сходящимся степенным рядам). 
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Abstract 
Subject of Research.  Creation of asymptotic expansions for solutions of partial differential equations with small parameter 
reduces, usually, to consequent solving of the Sturm-Liouville problems chain. To find some term of the series, the  
non-homogeneous Sturm-Liouville problem with the inhomogeneity depending on the previous term needs to be solved. At 
the same time, the corresponding homogeneous problem has a non-trivial solution. Hence, the solvability problem occures 
for the non-homogeneous Sturm-Liouville problem for functions or formal power series. The paper deals with creation of 
such asymptotic expansions. Method.  To prove the necessary condition, we use conventional integration technique of the 
whole equation and boundary conditions. To prove the sufficient condition, we create an appropriate Cauchy problem (which 
is always solvable) and analyze its solution. We deal with the general case of power series and make no hypotheses about the 
series convergence. Main Result. Necessary and sufficient conditions of solvability for the non-homogeneous Sturm-
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Liouville problem in general case for formal power series are proved in the paper. As a particular case, the result is valid for 
functions instead of formal power series. Practical Relevance.  The result is usable at creation of the solutions for partial 
differential equation in the form of power series. The result is general and is applicable to particular cases of such solutions, 
e.g., to asymptotic series or to functions (convergent power series). 
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Введение 
 

Теория Штурма–Лиувилля широко используется в спектральной теории. Она хорошо описана во 
многих книгах (см., например, [1, 2] и ссылки в них). К задаче Штурма–Лиувилля сводятся многие 
квантовые и классические задачи, например, задачи о квантовых ямах, квантовых графах, волноводах и 
т.д. [3–5]. Она оказывается полезной и при развитии численных методов (см., например, [6–9]). Отметим 
особо асимптотический подход в теории волн, с которым связана настоящая работа. Он применяется, 
когда в задаче есть малый параметр, обычно возникающий при физическом анализе проблемы. 
Формально асимптотический подход сводится к построению асимптотического разложения по степеням 
указанного малого параметра [10–13]. Ряд строится последовательно. При нахождении очередного члена 
требуется решить неоднородную задачу Штурма–Лиувилля для формальных степенных рядов, в которой 
неоднородность зависит от предыдущего (одного или нескольких) члена ряда (уже найденного). При этом 
соответствующая однородная задача имеет нетривиальное решение. В результате вопрос о разреши-
мости неоднородной задачи становится не просто содержательным, но и чрезвычайно важным, ибо 
определяет возможность продолжения построения. Именно такая ситуация возникает при использовании 
пространственно-временного лучевого метода [14, 15]. В настоящей работе доказываются необходимые и 
достаточные условия разрешимости неоднородной задачи Штурма–Лиувилля в общей ситуации. Ранее 
для формальных степенных рядов и для подобной постановки задачи критерия разрешимости получено 
не было. 

 

Основная теорема 
 

Теорема. Рассмотрим однородную задачу Штурма–Лиувилля:  

1

0 0 1 = 0

1 0 1 =

= ( ( ) ) ( ) = 0,

= ( ) | = 0,

= ( ) | = 0.

x x
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( ) > 0.p x  

Здесь , , = 0,1j j j   – вещественные числа; ( ), ( )p x q x  – формальные степенные ряды (ФСР). 

Операторы Ly , 0 y , 1 y  определены формулой (1). ( )q x  – вещественная функция. 

Пусть существует решение в виде ФСР 0 0y  . Тогда необходимое и достаточное условие 

существования решения в виде ФСР неоднородной задачи Штурма–Лиувилля 
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таково: 

1

1
1 0 = 0 0 = 00 01 1

( ) | ( ) | = ( ) ( ) .
β

x

x x x x x

B A
p x y p x y F x y x dx 

   (2) 

Здесь ( ), ,F x A B  – ФСР. 

Замечание. Чтобы избежать неясностей, отметим еще раз, что формальные степенные ряды 
рассматриваются не по x , а по некоторому малому параметру, коэффициенты этих рядов могут зависеть 
от x . При этом условие ( ) > 0p x  означает, что формальный степенной ряд для ( )p x  при нулевом 

значении малого параметра разложения не обращается в 0 , т.е. содержит нетривиальный член с нулевой 
степенью малого параметра. 

Доказательство. Необходимость. 
( ( ) ) ( ) = .p x y q x y F     (3) 

Домножим уравнение (3) на 0y  и проинтегрируем по x  от 0x  до 1x . Заметим, что мы исследуем 
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ФСР, т.е. сходимость не рассматривается. В связи с этим их можно всегда почленно интегрировать и 
дифференцировать без дополнительных условий. В результате получаем: 
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Подставим в (4) граничные условия: 
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С другой стороны, 

1 1
0 0

0 0

(( ) ) = .
x x

x x
py qy y dx Fy dx      (8) 

Из сравнения (7) и (8) получаем формулу (2), т.е. необходимость доказана. 
Достаточность. 
Пусть ψ  – решение задачи Коши:  
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Задача Коши всегда разрешима. Следовательно, ψ  существует. Пусть 0= ψy y .  

0 0( ) = ( ψ ) ψ ( ) = ,py qy p q py qy F           

т.е. y  удовлетворяет нужному уравнению. Проверим краевые условия. Домножим первое уравнение в (9) 

на 0y  и проинтегрируем по x  от 0x  до 1x : 
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т.е. 
1

0 1 1 0 1 1 0 1 1
0

0 0 0 0 0 0 0 0

(( ) ψ) = ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).

x

x
p q y dx p x y x y x p x y x y x

p x y x y x p x y x y x

     

  

 
 (10) 

Подставляя граничные условия (5)–(6) в (10), приходим к формуле 
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С другой стороны,  
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Тогда из (11)–(13) следует, что  
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Условие (14) должно быть выполнено для любых точек 0x  и 1x . Зафиксируем 0x  и будем менять 1x . 

Так как соотношение (14) должно быть выполнено всегда, то части уравнения, отвечающие 0x  и 1x , 

должны быть независимы друг от друга: 
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0 1( ) 0y x  . Доказывается от противного. Если 0 1( ) = 0y x , то из краевого условия 
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следует, что 0 = 1
| = 0x xy . Значит, 0y  – решение задачи Коши: 
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 Следовательно, 0 0y  , что противоречит предположению теоремы. По условию 1> 0, β 0p  . 

Поделим обе части (16) на 1 0 1( ) ( )p x y x  и домножим на 1β , получим 

1 1 0 1= β ( ) β ( ),B y x y x   

т.е. получили нужное условие при 1=x x . 

Вернемся к соотношению (15): 
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Учитывая, что 0 0> 0, ( ) 0p y x   (доказывается аналогично 0 1( )y x ), 1 0  , получаем нужное 

условие при 0=x x : 

1 0 0 0( ) ( ) = .y x y x A    
 

Заключение 
 

Рассмотрен вопрос о разрешимости неоднородной задачи Штурма–Лиувилля, возникающей при 
построении асимптотических рядов пространственно-временным лучевым методом. Предложены и 
доказаны необходимые и достаточные условия указанной разрешимости для общей постановки задачи. 
Результат может быть использован для построения асимптотических разложений в различных 
физических задачах. 
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