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Аннотация 
Рассмотрены линейные системы дифференциальных уравнений с алгебраическими ограничениями (сингулярные 
системы) и метод построения интервального наблюдателя для таких систем. В системах присутствует постоянное 
запаздывание по состоянию, шум измерений и возмущения. Построение интервального наблюдателя выполнено на 
основе теории монотонных и кооперативных систем, линейных матричных неравенств, аппарата функций Ляпунова, 
интервальной арифметики. Рассматривается ряд условий, при которых возможно построение устройства оценки 
такого типа. Результаты работы синтезированного наблюдателя продемонстрированы на примере динамической 
модели межотраслевого баланса. Преимущества предложенного метода заключаются в том, что он адаптирован для 
построения наблюдателя для неопределенных систем, если интервалы допустимых значений для неизвестных 
параметров даны. Построенный наблюдатель способен асимптотически обеспечить определенные границы точности 
оценивания, так как интервал допустимых значений состояния объекта определяется в каждый момент времени. 
Полученный результат предоставляет возможность развивать теорию интервальной оценки для сложных систем, 
содержащих параметрическую неопределенность, переменное запаздывание и нелинейные составляющие. 
Интервальные наблюдатели все больше находят применение в экономике, в электротехнике, механических системах 
с ограничениями и управлении оптимальным потоком. 
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Abstract 
The paper deals with linear differential equation systems with algebraic restrictions (singular systems) and a method of 
interval observer design for this kind of systems. The systems contain constant time delay, measurement noise and 
disturbances. Interval observer synthesis is based on monotone and cooperative systems technique, linear matrix inequations, 
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Lyapunov function theory and interval arithmetic. The set of conditions that gives the possibility for interval observer 
synthesis is proposed. Results of synthesized observer operation are shown on the example of dynamical interindustry 
balance model. The advantages of proposed method are that it is adapted to observer design for uncertain systems, if the 
intervals of admissible values for uncertain parameters are given. The designed observer is capable to provide asymptotically 
definite limits on the estimation accuracy, since the interval of admissible values for the object state is defined at every 
instant. The obtained result provides an opportunity to develop the interval estimation theory for complex systems that 
contain parametric uncertainty, varying delay and nonlinear elements. Interval observers increasingly find applications in 
economics, electrical engineering, mechanical systems with constraints and optimal flow control. 
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Введение 
 

Существующие методы построения наблюдателей состояния для неопределенных систем [1, 2] 
сильно связаны с типом модели объекта. В работе рассмотрен класс моделей объектов управления, кото-
рый состоит из линейных непрерывных во времени сингулярных систем дифференциальных уравнений 
(дескрипторные системы или дифференциально-алгебраические системы) [3]. Сингулярные системы 
дифференциальных уравнений (ДУ) привлекают много внимания из-за большого количества примеров в 
экономике [4], в электротехнике [5], в механических системах с ограничениями [6]. Другой важный класс 
моделей описывается через дифференциальные уравнения с запаздыванием по состоянию [7]. Проблема 
построения наблюдателя для систем с запаздыванием довольно популярна [8], так как возникает вопрос 
анализа устойчивости состояний функциональных дифференциальных уравнений [9]. Синтез наблюдате-
ля проблематичен, если модель системы с запаздыванием содержит параметрическую и сигнальную не-
определенность, а также в случае, когда запаздывание является переменным во времени или неопреде-
ленным [10–12]. 

В настоящей работе рассматриваются линейные сингулярные системы ДУ при условии постоян-
ной временной задержки. Синтез наблюдателя для данного класса объектов востребован во многих от-
раслях реального мира (экономика, электротехника, передача данных, т.д.). Сингулярная система ДУ с 
запаздыванием – это комбинация двух динамик: дифференциального уравнения и разностного уравнения 
(в отсутствие запаздывания алгебраическое ограничение статично). Включение запаздывания в сингуляр-
ную модель объекта управления повышает точность моделирования ее приближения к реальному объек-
ту, что тем самым расширяет класс физических явлений, для которых может быть построен интерваль-
ный наблюдатель. 

Решение проблемы оценивания состояния для сингулярных систем основано на методе коопера-
тивных и монотонных систем [13–18]. Некоторые результаты были получены по синтезу экспоненциаль-
но устойчивых интервальных наблюдателей для систем с запаздыванием [11, 12], и в данной работе ста-
вится цель – расширить инструменты построения наблюдателей на класс сингулярных систем ДУ. По-
строение подобного наблюдателя возможно для неопределенных систем при условии, что границы до-
пустимых значений неизвестных параметров известны, и он способен обеспечить определенные границы 
точности оценивания, которые пропорциональны модели неопределенности системы. 
 

Общие сведения 
 

Далее в этой статье будут использоваться следующие определения: 
 Թ – множество действительных чисел (Թା ൌ ሼτ ∈ Թ: τ ൒ 0ሽ); ԧ – множество комплексных чисел; 

தܥ ൌ ,ሺሾെτܥ 0ሿሻ, Թሻ – множество непрерывных отображений ሾെτ, 0ሿ в Թ; 
தାܥ ൌ ሼܡ ∈ :தܥ ሻݏሺܡ ∈ Թା, ݏ ∈ ሾെτ, 0ሿሽ ; 

 ݔ௧ – элемент множества ܥத௡ связанный с отображением ݔ௧:Թ → Թ௡ через ݔ௧ሺݏሻ ൌ ݐሺݔ ൅  ሻ, для всехݏ
ݏ ∈ ሾെτ, 0ሿ; 

 |ݔ| обозначает абсолютное значение величины ݔ ∈ Թ, ‖ܠ‖ – евклидова норма вектора ܠ ∈ Թ௡, ‖φ‖ ൌ
ሻ‖ для φݐ௧∈ሾିτ,଴ሿ‖φሺ݌ݑݏ ∈ τܥ

௡, ‖ۯ‖ соответствует евклидовой индуцированной норме для матрицы 
ۯ ∈ Թ௡ൈ௡; 

 для измеряемого и локально существенно ограниченного входа ݑ:Թା → Թ௣ выражение ‖ݑ‖ሾ௧బ,௧భሿ обо-
значает его ܮ∞ норму ‖ݑ‖ሾ௧బ,௧భሿ ൌ ,‖ሻݐሺݑ‖ሼ݌ݑݏݏݏ݁ ݐ ∈ ሾݐ଴, -со свой ݑ ଵሿሽ, множество всех таких входовݐ
ством ‖ݑ‖ሾ଴,ା∞ሿ ൏ ∞ будет обозначаться  как ࣦ∞

௣; 
 для матрицы ۯ ∈ Թ௡ൈ௡  вектор ее собственных значений обозначается как λሺۯሻ; 
 отношение ۾ ≺ 0	ሺ۾ ≻ 0ሻ значит, что матрица ۾ ∈ Թ௡ൈ௡ положительно (отрицательно) определена. 
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Линейная сингулярная система ДУ 
 

Рассмотрим сингулярную систему ДУ 
ሻݐሶሺܠ۳ ൌ ሻݐሺܠ଴ۯ ൅   ,ሻݐሺܝ۰

где ܠ ∈ Թ௡ и ܝሺݐሻ ∈ ࣦ∞௠ – состояние и вход (матрицы ۳ ∈ Թ௡ൈ௡, ଴ۯ ∈ Թ௡ൈ௡ и ۰ ∈ Թ௡ൈ௠), которая называ-
ется обычной, если характеристический полином det	ሺ۳ݏ െ  ଴ሻ не обращается в ноль тождественно дляۯ
всех ݏ ∈ ԧ [19, 20]. В обычном случае существуют матрицы ۿ,۾ ∈ Թ௡ൈ௡ такие, что 

۾۳ۿ ൌ ൤
۷௡భ 0
0 ۼ

൨ , ۾଴ۯۿ ൌ ൤
۸ 0
0 ۷௡మ

൨, 

где ݊ଶ ൌ ݊ െ ݊ଵ для некоторого 1 ൑ ݊ଵ ൏ ݊, ۼ ∈ Թ௡మൈ௡మ,	и ۸ ∈ Թ௡భൈ௡భ	– матрицы в жордановой канониче-
ской форме, матрица ۼ – нильпотентная с индексом ν (т.е. ۼν ൌ 0 и ۼνିଵ ് 0). Сингулярная система ДУ 
(или пара матриц ሺ۳,  .ۼ ଴)) имеет индекс (порядок) такой же, как и индекс нильпотентности ν матрицыۯ
Если сингулярная система ДУ имеет индекс ν ൐ 0, тогда она принимает импульсные решения. 
 

Линейная сингулярная система ДУ с запаздыванием по состоянию 
 

Рассмотрим сингулярную систему ДУ с запаздыванием 
ሻݐሶሺܠ۳ ൌ ሻݐሺܠ଴ۯ ൅ ݐሺܠଵۯ െ τሻ ൅  ሻ,  (1)ݐሺܝ۰

где τ ൐ 0 – задержка и ܠሺݐሻ ∈ Թ௡ – состояние, ܠ଴ ∈ τܥ
௡ – начальные условия, 	ܝሺݐሻ ∈ ࣦ∞௠. Система (1) име-

ет индекс, который равен индексу пары матриц ሺ۳, ଴). Если νۯ ൐ 1 , тогда сингулярная система с запазды-
ванием имеет импульсные решения. Если обычная сингулярная система имеет индекс, равный 1, тогда 
она может быть представлена в следующей канонической форме (похожий случай был рассмотрен в [19]: 

۳ ൌ ൤
۷௡భ 0
0 0

൨ ; ۰ ൌ ൤
۰ଵ
۰ଶ
൨ ௜ۯ	; ൌ ൤

௜ଵۯ ௜ଶۯ
௜ଷۯ ௜ସۯ

൨ , ݅ ൌ 0,1. (2) 

Обозначим в этом случае ܠ ൌ ሾܠଵ୘ ଶܠ
୘ሿ୘, где ܠଵ ∈ Թ௡భ и ܠଶ ∈ Թ௡మ. Заметим, что это каноническое 

представление – не единственное, на самом деле, для любой невырожденной матрицы ળ ∈ Թ௡మൈ௡మ 

۳ ൌ ൤
۷௡భ 0
0 0

൨ ; ۰ ൌ ൤
۰ଵ
ળ۰ଶ

൨ ௜ۯ	; ൌ ൤
௜ଵۯ ௜ଶۯ
ળۯ௜ଷ ળۯ௜ସ

൨ , ݅ ൌ 0,1. 

 – еще одно каноническое представление системы (1) в тех же координатах x. Если предполагается, что 
det	ሺۯ଴ସሻ ് 0 (этот случай рассматривается далее), тогда набор матриц (2) может быть выбран в следую-
щей форме для ળ ൌ െۯ଴ସ

ିଵ:  

۳ ൌ ൤
۷௡భ 0
0 0

൨ ; ۰ ൌ ൤
۰ଵ
۰ଶ
൨ ଴ۯ	; ൌ ൤

଴ଵۯ ଴ଶۯ
଴ଷۯ െ۷௡మ

൨ , ଵۯ ൌ ൤
ଵଵۯ ଵଶۯ
ଵଷۯ ଵସۯ

൨. (3) 

Утверждение 1. [19] Предположим, что det	ሺۯ଴ସሻ ് 0 и ܠ଴ ∈ τܥ
௡, тогда для любого входа ܝሺݐሻ ∈ ࣦ∞௠ 

абсолютное непрерывное решение (см. [5]) системы (1) существует для всех ݐ ∈ Թା и оно единственное. 
Понятие (глобальной) асимптотической устойчивости для системы (1) стандартно для систем с за-

паздыванием (см. [[6]). 
Утверждение 2. [19] Предположим, что det	ሺۯ଴ସሻ ് 0 и maxଵஸ௜ஸ௡మ|λ௜ሺۯ଴ସ

ିଵۯଵସሻ| ൏ 1. Если сущест-
вуют матрица ۾ ∈ Թ௡ൈ௡,  

۾ ൌ ൤
ଵ۾ 0
ଶ۾ ଷ۾

൨ , ଵ۾ ൌ ଵ୘۾ ≻ 0, ଵ۾ ∈ Թ௡భൈ௡భ, ଷ۾ ∈ Թ௡మൈ௡మ  (4) 

и матрица ܃ ∈ Թ௡ൈ௡, ܃ ൌ ୘܃ ≻ 0, которым удовлетворяют следующие линейные матричные неравенства 
(LMI) для некоторого числа γ ൐ 0: 

቎
શ ୘۰۾ ଵۯ୘۾
۰୘۾ െγଶ۷௠ 0
۾ଵ୘ۯ 0 െ܃

቏ ≺ 0, 

શ ൌ ଴ۯ୘۾ ൅ ଴ۯ
୘۾ ൅ ܃ ൅ ۷௡, 

тогда система (1)–(2) глобально асимптотически устойчива для ܝ ≡ 0 и любой задержки τ ൐ 0, а также ее 
коэффициент усиления ܪ∞  от входа u к состоянию x меньше, чем число γ. 
 

Интервальное исчисление 
 

Следующие леммы были доказаны в работах [15, 16]. Рассмотрим матрицу ۯ ∈ Թ௠ൈ௡, определим 
ାۯ ൌ max	ሼ0, ିۯ ,ሽ (поэлементно)ۯ ൌ ାۯ െ  и обозначим матрицу абсолютных (также для векторов) ۯ
значений всех элементов как |ۯ| ൌ ାۯ ൅  .ିۯ

Лемма 1. Пусть ܠ ∈ Թ௡ – вектор переменной, ܠ ൑ ܠ ൑ ,ܠ для некоторых ܠ ܠ ∈ Թ௡, и ۯ ∈ Թ௠ൈ௡ – 
постоянная матрица, тогда ۯାܠ െ ܠିۯ ൑ ܠۯ ൑ ܠାۯ െ  .ܠିۯ

Лемма 2. Пусть ۯ ൑ ۯ ൑ ,ۯ,ۯ для некоторых ۯ ۯ ∈ Թ௡ൈ௡ и ܠ ൑ ܠ ൑ ,ܠ для некоторых ܠ ,ܠ ܠ ∈ Թ௡, 

тогда ۯାܠା െ ۯ
ା
ିܠ െ ାܠିۯ ൅ ۯ

ି
ିܠ ൑ ܠۯ ൑ ۯ

ା
ାܠ െ ିܠାۯ െ ۯ

ି
ାܠ ൅  .ିܠିۯ

Постановка задачи 
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В этой работе будем рассматривать расширенную версию сингулярной системы ДУ с запаздывани-
ем (1): 

ሻݐሶሺܠ۳ ൌ ሻݐሺܠ଴ۯ ൅ ݐሺܠଵۯ െ τሻ ൅ ሻݐሺܝ۰ ൅  ,ሻݐሺ܌
ሻݐሺܡ ൌ ሻݐሺܠ۱ ൅ ્ሺݐሻ,  (5) 

где, как и раньше, τ ൐ 0 – задержка по времени и ܠሺݐሻ ∈ Թ௡ – состояние системы (с начальными условия-
ми ܠ଴ ∈ τܥ

௡); ܝሺݐሻ ∈ ࣦ∞௠ – управляющий сигнал; ܌ሺݐሻ ∈ ࣦ∞௡ – возмущение; ܡ ∈ Թ௣ – выходной сигнал, дос-
тупный для измерений; ્ሺݐሻ ∈ ࣦ∞

௣ – шум измерений. Постоянные матрицы ۳,ۯ଴, ,ଵۯ ۰ и ۱ имеют соответ-
ствующие размерности. Нижеследующие ограничения накладываются на систему в представлении (5). 
Случай с множественными (составными) запаздываниями может быть включен с использованием резуль-
тата работы [19]. 

Допущение 1. Система (5) является обычной с индексом 1 и представлена в канонической форме 
(2) с det	ሺۯ଴ସሻ ് 0. 

Допущение 2. Состояние ܠሺݐሻ является ограниченной функцией времени, т.е. ܠሺݐሻ ∈ ࣦஶ௡ . 
Допущение 3. Существует известное число ܸ ൐ 0, такое, что ‖્௜‖ሾ଴,ஶሻ ൑ ܸ для всех 1 ൑ ݅ ൑ -су ,݌

ществуют две известные функции ܌, :܌̅ Թା → Թ௡, ,ሻݐሺ܌ ሻݐሺ܌̅ ∈ ஶ௡ܮ  такие, что ܌ሺݐሻ ൑ ሻݐሺ܌ ൑  ሻ для всехݐሺ܌̅
ݐ ൒ 0, и существуют ܠ଴, ଴ܠ ∈ ଴ܠ த௡  такие, чтоܥ ൑ ଴ܠ ൑  .଴ܠ

Допущение 1 полагает, что система (5) является обычной и не имеет импульсных решений. Оно 
также означает, что система (5) преобразована в каноническое представление (что всегда возможно для 
обычных систем с индексом, равным 1). В допущении 2 предполагается ограниченность состояния, что 
является типичным ограничением в теории оценивания. В допущении 3 предполагается, что шум изме-
рений ограничен числом ܸ и известны верхняя и нижняя границы возмущения ܌ሺݐሻ (интервал допусти-
мых значений возмущения ܌ሺݐሻ в каждый момент времени ݐ ൒ 0). 

Цель заключается в построении интервального наблюдателя для системы (5), т.е. динамической 
системы 

۳෨ܢሶሺݐሻ ൌ ܨ ቀܢ௧, ,௧ܡ ,ሻݐሺܝ ܸ, ,ሻݐሺ܌ ሻቁݐሺ܌̅ , ଴ܢ ∈ ,த௞ܥ ݇ ൐ 0, 

ሻݐሺܠ ൌ ܪ ቀܢ௧, ,௧ܡ ,ሻݐሺܝ ܸ, ,ሻݐሺ܌ ሻቁݐሺ܌̅ , ሻݐሺܠ ൌ ܪ ቀܢ௧, ,௧ܡ ,ሻݐሺܝ ܸ, ,ሻݐሺ܌  ,ሻቁݐሺ܌̅

где ܪ,ܪ,ܨ – некоторые функционалы и ۳෨ ∈ Թ௞ൈ௞ такой, что выражение ܠሺݐሻ ൑ ሻݐሺܠ ൑  ሻ выполняетсяݐሺܠ

для всех ݐ ൒ 0 при условии ܠ଴ ൑ ଴ܠ ൑ ሻݐሺ܌଴. В дополнение, если lim௧→ାஶฮܠ െ ሻฮݐሺ܌ ൌ lim௧→ାஶ‖્ሺݐሻ‖ ൌ
0, тогда	lim௧→ାஶฮܠሺݐሻ െ ሻฮݐሺܠ ൌ lim௧→ାஶ‖ܠሺݐሻ െ ‖ሻݐሺܠ ൌ 0. 
 

Интервальный наблюдатель 
 

Прежде всего, отметим, что для любых ۺଵ, ଶۺ ∈ Թ௡ൈ௣ система (5) может быть переписана следую-
щим образом: 

ሻݐሶሺܠ۳ ൌ ሻݐሺܠ଴ۯ ൅ ݐሺܠଵۯ െ τሻ ൅ ሻݐሺܝ۰ ൅ ሻݐሺ܌ ൅ ሻݐሺܡଵ൫ۺ െ ሻݐሺܠ۱ െ ્ሺݐሻ൯ ൅ 
൅ۺଶ൫ܡሺݐ െ τሻ െ ݐሺܠ۱ െ τሻ െ ્ሺݐ െ τሻ൯ ൌ ሺۯ଴ െ ሻݐሺܠଵ۱ሻۺ ൅ ሺۯଵ െ ݐሺܠଶ۱ሻۺ െ τሻ ൅ 
൅۰ܝሺݐሻ ൅ ઼ሺݐሻ ൅ ሻݐሺܡଵۺ ൅ ݐሺܡଶۺ െ τሻ,   (6) 

где ઼ሺݐሻ ൌ ሻݐሺ܌ െ ሻݐଵ્ሺۺ െ ݐଶ્ሺۺ െ τሻ, и, используя результат леммы 2, получаем для всех ݐ ൒ 0: 
઼ሺݐሻ ൑ ઼ሺݐሻ ൑ ઼ሺݐሻ, 
઼ሺݐሻ ൌ ሻݐሺ܌ െ ሺ|ۺଵ| ൅ ,ଶ|ሻ1௣ܸۺ| ઼ሺݐሻ ൌ ሻݐሺ܌ ൅ ሺ|ۺଵ| ൅  ଶ|ሻ1௣ܸۺ|
В дальнейшем два набора условий для ۺଵ и ۺଶ рассматриваются с двумя разными интервальными 

наблюдателями.  

Дальше обозначим ۱ ൌ ሾ۱ଵ ۱ଶሿ, ௜ۺ ൌ ൤
௜ଵۺ
௜ଶۺ

൨ , ݅ ൌ 1,2, где ۱ଵ ∈ Թ௣ൈ௡భ, ۱ଶ ∈ Թ௣ൈ௡మ, ௜ଵۺ ∈ Թ௡భൈ௣	 и 

௜ଶۺ	 ∈ Թ௡మൈ௣. 
В этом разделе на самом деле мы не будем предполагать определенно, что ܠሺݐሻ ∈ Թା

௡  и что система 
(5) положительно определена, но условия, накладываемые на ۺଵ и ۺଶ, подразумевают, что линейные части 
в представлении (6), т.е. матрицы ۯ଴ െ ,ଵ۱ۺ ଵۯ െ  .ଶ۱  и ۰, положительныۺ

Рассмотрим следующий интервальный наблюдатель: 
ሻݐሶሺܠ۳ ൌ ሺۯ଴ െ ሻݐሺܠଵ۱ሻۺ ൅ ሺۯଵ െ ݐሺܠଶ۱ሻۺ െ τሻ ൅ ሻݐሺܝ۰ ൅ ઼ሺݐሻ ൅ ሻݐሺܡଵۺ ൅ ݐሺܡଶۺ െ τሻ, 
ሶܠ۳ ሺݐሻ ൌ ሺۯ଴ െ ሻݐሺܠଵ۱ሻۺ ൅ ሺۯଵ െ ݐሺܠଶ۱ሻۺ െ τሻ ൅ ሻݐሺܝ۰ ൅ ઼ሺݐሻ ൅ ሻݐሺݕଵۺ ൅ ݐሺܡଶۺ െ τሻ (7) 

с начальными условиями ܠ଴,  ଴, данными в допущении 3. Из представления (7) можно сделать вывод, чтоܠ
динамика оценок ܠሺݐሻ и ܠሺݐሻ независима. 

Теорема 1. [21] Пусть выполняются допущения 1–3, матрица ۯ଴ െ  ଵ۱ метцлерова с гурвицевойۺ
частью ۯ଴ସ െ ଵۯ ଵଶ۱ଶ, и матрицаۺ െ  ଶ۱ неотрицательна. Тогда в представлениях (5), (7) выполняетсяۺ
ሻݐሺܠ ൑ ሻݐሺܠ ൑ ݐ ሻ для всехݐሺܠ ൒ 0. В дополнение, если maxଵஸ௜ஸ௡మ|λ௜ሺሾۯ଴ସ െ ଵସۯଵଶ۱ଶሿିଵሾۺ െ |ଶଶ۱ଶሿሻۺ ൏ 1 и 
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существуют матрицы ۾ ∈ Թ௡ൈ௡ в форме (4) и ܃ ൌ ୘܃ ∈ Թ௡ൈ௡ такие, что для некоторого числа γ ൐ 0 удов-
летворяются линейно-матричные неравенства (LMI) 

቎
શ ୘۾ ଵۯ୘ሺ۾ െ ଶ۱ሻۺ
۾ െγଶ۷௠ 0

ଵۯ െ ۾ଶ۱ሻ୘ۺ 0 െ܃
቏ ≺ 0, 

શ ൌ ଴ۯ୘ሺ۾ െ ଵ۱ሻۺ ൅ ሺۯ଴ െ ۾ଵ۱ሻ୘ۺ ൅ ܃ ൅ ۷௡, ܃ ≻ 0, 
тогда ܠሺݐሻ, ሻݐሺܠ ∈ ࣦஶ௡  для любого τ ൐ 0 и ܪஶ	– усилитель от входов ઼ െ ઼ и ઼ െ ઼ к ошибкам оценивания 
состояния ܠ െ ࢞ и ܠ െ  .соответственно, меньше, чем число γ ܠ

Замечание 1. Отметим, что результат теоремы 1 означает, что если ઼ሺݐሻ െ ઼ሺݐሻ → 0, ઼ሺݐሻ െ ઼ሺݐሻ → 0  
при ݐ → ൅∞, тогда ܠሺݐሻ → ሻݐሺܠ ←  .ሻ асимптотическиݐሺܠ

Также заметим, что введенные в формулировке теоремы 1 линейно-матричные неравенства подра-
зумевают свойство устойчивости по Гурвицу матрицы ۯ଴ସ െ -ଵଶ۱ଶ, и они могут быть переписаны в форۺ
ме, подходящей для нахождения матриц ۺଵ и ۺଶ. 

Следствие 1. Если существует μ ൐ 0, матричные переменные ܅ଵ ∈ Թ௡ൈ௣,܅ଶ ∈ Թ௡ൈ௣, ۿ ∈ Թ௡మൈ௡మ, 
имеющие общую структуру, и диагональные матрицы ܁, ۾ ∈ Թ௡ൈ௡, удовлетворяющие следующим линей-
но-матричным неравенствам 

቎
શ ୘۾ ଵۯ୘۾ െ܅ଶ۱
۾ െγଶ۷௡ 0

۾ଵ୘ۯ െ ۱୘܅ଶ
୘ 0 െ܃

቏ ≺ 0, 

શ ൌ ଴ۯ୘۾ ൅ ଴ۯ
୘۾ െ܅ଵ۱ െ ۱୘܅ଵ

୘ ൅ ܃ ൅ ۷௡, ܃ ≻ 0, 

൤
۷௡మ ଵସ୘ۯ ଷ۾ െ ۱ଶ

୘܅ଶଶ
୘

ଵସۯଷ۾ െ܅ଶଶ۱ଶ ۿ
൨ ≻ 0,  (8) 

൅ۿ μଶ۷௡మ ൅ μሺ۾ଷۯ଴ସ െ܅ଵଶ۱ଶሻ ൅ μሺۯ଴ସ
୘ ଷ۾ െ ۱ଶ

୘܅ଵଶ
୘ ሻ ൑ 0,  (9) 

଴ۯ୘۾ െ܅ଵ۱ ൅ ܁ ൒ 0, ଵۯ୘۾ െ܅ଶ۱ ൒ 0,  (10) 

ଵ܅ ൌ ൤
ଵଵ܅
ଵଶ܅

൨ ଶ܅, ൌ ൤
ଶଵ܅
ଶଶ܅

൨, 

ଵ۾ ൐ 0, ଷ۾ ൐ 0, ۾ ൌ diagሾ۾ଵ, ;ଷሿ۾ ܁ ൐ ۿ,0 ≻ 0, 
тогда ۺଵ ൌ ,ଵ܅ଵି۾ ଶۺ ൌ - – требуемые матрицы усиления наблюдателя, откуда следуют все ограни	ଶ܅ଵି۾
чения теоремы 1. 

Следствие 1 означает, что матрица ۾ определена диагонально (т.е. ۾ଵ ∈ Թ௡భൈ௡భ, ଷ۾ ∈ Թ௡మൈ௡మ	 явля-
ются диагональными, поскольку ۾ଶ ൌ 0, что является ограничением в отношении (4), что, однако, естест-
венно для неотрицательных систем). Линейно-матричные неравенства (8)–(9) подразумевают ограниче-
ние maxଵஸ௜ஸ௡మ|λ௜ሺሾۯ଴ସ െ ଵସۯଵଶ۱ଶሿିଵሾۺ െ |ଶଶ۱ଶሿሻۺ ൏ 1, и неравенства (10) гарантируют, что матрицы 
଴ۯ െ ,ଵ۱ۺ ଵۯ െ  ଶ۱ۺ

 – метцлеровы и неотрицательны соответственно. 
Замечание 2. Наконец, отметим, что ограниченная функция ܌ሺ⋅ሻ может зависеть от измеримого 

вектора выхода y и вектора входа u нелинейным образом, что не меняет применимость условия теоре-
мы 1 при условии, что ܌ሺݐሻ и ܌ሺݐሻ могут быть найдены. Таким образом, предложенный интервальный 
наблюдатель (7) может быть применим для оценивания неопределенных нелинейных дифференциально-
алгебраических систем. Запаздывание τ может также рассматриваться неопределенным и изменяющимся 
во времени с учетом небольшой модификации структуры наблюдателя (7) в виде, который был представ-
лен в работе [12]. 
 

Моделирование 
 

Для проверки эффективности предложенных алгоритмов рассмотрим динамическую модель меж-
отраслевого баланса с учетом запаздывания в экономике, заданную в форме (5). 

В экономике модель межотраслевого баланса – это количественный метод, представляющий взаи-
мозависимость между производством различных товаров. Если использовать представление в виде сис-
темы (5), то ݔ௜ обозначает производство i-го товара, матрица ۯ଴ െ ۷ представляет матрицу скоростей про-
изводства товаров в системе, ۳ соответствует размещению запасов товаров, матрица ۯଵ представляет 
влияние прошлого производства товаров, вход ܝሺݐሻ – матрица известных скоростей поставок материалов, 
возмущение ܌ሺݐሻ представляет неопределенность и взаимозависимость поставок, выход ܡ соответствует 
производству готового товара для вывоза и оценки его качества, помехи ્ሺݐሻ обозначают ошибки в про-
изводстве, в оценке качества товара и некачественный товар. Обычно задача в экономике заключается в 
восстановлении вектора производства каждого товара в сети производства. Для этого можно использо-
вать наблюдатель. 

Система моделируется в канонической форме (3) отдельно для дифференциальной части системы, 
и для алгебраической. Параметры системы заданы: 
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଴ۯ ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ۍ
െ0,8 0,12 0,34 0,2 0,14
0,41 െ1,1 0,3 		0,23 0,32
0,14
0

0,09

0,21
0,15
0,1

െ1		 0,11 0,4
0,2 			െ1 			0
	0	 					0 					െ1 ے

ۑ
ۑ
ۑ
ې

, ଵۯ ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ۍ
െ0,1 0 0 					0 				0,7
0,05 0,09 0 		0,13 		0
െ0,7
0

െ0,15

0
0
0,7

0,15		 0,2 0,12
0,2 				0,1 			0
			0	 					0 ے0,3					

ۑ
ۑ
ۑ
ې

, ۰ ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ۍ
1
1
1
1
ے1
ۑ
ۑ
ۑ
ې
, 

۳ ൌ ቂܫଷ 0
0 0

ቃ , ۱ ൌ ሾ1 0 0 0 0ሿ, ሻݐሺݑ ൌ 1 ൅ 0,35 sinሺ0,6ݐሻ,	 

ሻݐሺ܌ ൌ δ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ۍ
0,2sin	ሺ8ݔଵ ൅ ሻݐ

0,3cos	ሺݐሻ
sin	ሺ0,6ݔଷሻ
sin	ሺ3ݔଶሻ
cos	ሺ2ݐሻ ے

ۑ
ۑ
ۑ
ې

, ߭ሺݐሻ ൌ ܸ sinሺ10ݐሻ , δ ൌ 0,1, ܸ ൌ 0,4, τ ൌ 4. 

Здесь ݑሺݐሻ – входное воздействие, ܌ሺݐሻ – внешнее нелинейное возмущение, взятое для моделиро-
вания системы, υሺݐሻ – шум в канале измерений с известной амплитудой  ܸ, также были взяты для моде-
лирования и исследования полученных алгоритмов. Численные вычисления и моделирование проводится 

в среде Mathcad 14 в дискретном времени с шагом дискретизации ܶ ൌ ௞ݐ
ܰൗ , где ݐ௞ – исследуемый про-

межуток времени работы системы, ܰ ൌ 10ସ – количество интервалов дискретизации. Отметим, что на 
конечном интервале времени, используемом для моделирования, класс входов ܮஶ включается в класс ܮଶ 
(предполагается что входы ܌ሺݐሻ и υሺݐሻ равны нулю после окончания моделирования). 

         
 а б 

       
 в г 

 

Рисунок. Результаты моделирования интервального наблюдателя для системы межотраслевого баланса: 
состояние ݔ௜, ݅ ൌ 2,5 (1) и его интервальная оценка: верхняя ݔ௜, ݅ ൌ 2,5 (2) и нижняя границы ݔ௜, ݅ ൌ 2,5 (3):  

 ሺгሻ	ହݔ ;ሺвሻ	ସݔ ;ଷሺбሻݔ ;ଶሺаሻݔ 
 

Для построения интервального наблюдателя для такой системы необходимо найти такие матрицы 
коэффициентов наблюдателя, которые бы удовлетворяли теореме 1, и система была устойчивой и метц-
леровой. Для этого требуется решить линейно-матричные неравенства из теоремы 1 и следствия 1, что 
можно сделать в среде MATLAB в пакете оптимизации YALMIP. Были найдены матрицы ۺଵ и ۺଶ: 

ଵۺ ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ۍ
12,1973
0,33
0,078

െ0,0675
0,0466 ے

ۑ
ۑ
ۑ
ې

, ଶۺ ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ۍ
െ1,1711
െ0,0285
െ0,7605
െ0,0658
െ0,1927ے

ۑ
ۑ
ۑ
ې

 , 

при которых можно построить интервальный наблюдатель для системы (5) с ограничением на внешнее 
возмущение в виде границ ܌ ൌ െδ ∙ 1ହ ൌ െ܌, при этом условия теоремы 1 и ее линейно-матричные нера-
венства удовлетворяются при γଶ ൌ 27, диагональной матрицы 
۾ ൌ diagሾ1,5795 4,3572 4,718 5,9494 10,838ሿ и матрицы 

܃ ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ۍ
11,4696 െ0,1609 െ0,144 െ0,0321 0,6298
െ0,1609 3,9713 െ1,2451 െ0,9421 െ1,0615
െ0,144
െ0,0321
0,6298

െ1,2451
െ0,9421
െ1,0615

3,7982
െ0,8551
െ0,939

െ0,8551
4,8183
0,0502

െ0,939
0,0502
7,7571 ے

ۑ
ۑ
ۑ
ې
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Результаты моделирования представлены на рисунке для не измеряемых состояний производства 
товаров ݔ௜, ݅ ൌ 2,5. Было предположено, что неопределенность начальных условий для каждого состоя-
ния ݔ௜ заключена в интервал от 0 до 20. На каждом графике (1) соответствуют изменению ݔ௜, ݅ ൌ 2,5, а 
(2) и (3), соответственно, представляют состояния интервального наблюдателя ݔ௜, ,௜ݔ ݅ ൌ 2,5. Поскольку в 

системе присутствует неопределенность ઼ሺݐሻ െ ઼ሺݐሻ ് 0 в формуле (6), оценки состояний системы ݔ௜,  ௜ݔ
не сходятся к точным значениям состояний ݔ௜, но они предоставляют интервальную оценку состояния с 
точностью, пропорциональной γ. 
 

Заключение 
 

В данной работе предложен наблюдатель для сингулярных систем дифференциальных уравнений с 
единичным индексом нильпотентности с постоянным запаздыванием по состоянию, а также ряд условий, 
при которых построение наблюдателя возможно. Предложен алгоритм нахождения коэффициентов уси-
ления наблюдателя, при которых наблюдатель обеспечивает максимальную точность оценивания состоя-
ний системы, пропорционально неопределенностям, заданным в системе. Проведена апробация предло-
женного алгоритма построения интервального наблюдателя на примере системы межотраслевого балан-
са. В развитие предложенного результата запаздывание в системе может рассматриваться неопределен-
ным и изменяющимся во времени при небольшой модификации структуры предложенного наблюдателя. 
Помимо этого, предложенный интервальный наблюдатель можно использовать для оценивания неопре-
деленных нелинейных дифференциально-алгебраических систем. 
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