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Аннотация 
Предмет исследования. Рассмотрено применение кватернионов для оптимизации параметров отражателей при 
автоколлимационных измерениях в сравнении с матричным методом. Приведены результаты компьютерных расчетов 
на кватернионных моделях, позволившие определить условия уменьшения погрешности измерения при наличии 
априорной информации о положении оси поворота. Рассмотрена практическая методика синтеза параметров 
тетраэдрического отражателя, использующая найденные соотношения. Метод. Первоначально полученные условия 
уменьшения погрешности измерения автоколлимационной системы определены с использованием матричного 
метода для задания углового положения объекта как совокупности трех эквивалентных последовательных поворотов 
относительно координатных осей. При реализации этих условий необходим неоднократный пересчет параметров 
ориентации между различными системами координат, что увеличивает трудоемкость и снижает результирующую 
точность автоколлимационной системы при практических измерениях. С использованием метода кватернионов, 
позволяющего анализировать изменение абсолютного углового положения в пространстве, находятся условия 
повышения точности вне зависимости от используемых систем координат. Основные результаты. Исследования на 
математической модели показали, что оптимальным по критерию уменьшения погрешности измерения является 
ортогональное расположение двух основных неизменных направлений тетраэдрического отражателя 
автоколлиматора при биссекторном расположении относительно них оси фактического поворота. Практическая 
значимость. На основе найденных соотношений между углами тетраэдрического отражателя и углами параметров 
его начальной ориентации разработана практическая методика синтеза отражающего контрольного элемента для 
автоколлимационных измерений в случае наличия априорной информации об оси фактического поворота при 
мониторинговых измерениях деформаций валов или трубопроводов. 
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Abstract 
Subject of Research.  The paper deals with application of quaternions for optimization of reflector parameters at 
autocollimation measurements in comparison with a matrix method. Computer-based results on the quaternionic models are 
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presented that have given the possibility to determine conditions of measurement error reduction in view of apriori 
information on the rotation axis position. The practical synthesis technique for tetrahedron reflector parameters using found 
ratios is considered. Method. Originally, received conditions for reduction of autocollimation system measurement error are 
determined with the use of a matrix method for definition of an angular object position as a set of three equivalent 
consecutive turns about coordinate axes. At realization of these conditions the numerous recalculation of orientation 
parameters between various systems of coordinates is necessary that increases complexity and reduces resulting accuracy of 
autocollimation system at practical measurements. The method of quaternions gives the possibility to analyze the change of 
an absolute angular position in space, thus, there are conditions of accuracy increase regardless of the used systems of 
coordinates. Main Results. Researches on the mathematical model have shown, that the orthogonal arrangement of two basic 
constant directions for autocollimator tetrahedron reflector is optimal with respect to criterion of measurement error reduction 
at bisection arrangement of actual turn axis against them. Practical Relevance. On the basis of the found ratios between 
tetrahedron reflector angles and angles of its initial orientation parameters we have developed a practical method of reflector 
synthesis for autocollimation measurements in case of apriori information on an actual turn axis at monitoring measurements 
of the shaft or pipelines deformations. 
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Введение 
 

В настоящее время измерение углового положения объектов в пространстве является одной из 
задач метрологического обеспечения науки и производства, например, при наблюдении за состоянием 
объектов энергетики, промышленности и строительной индустрии [1]. Для определения углового 
пространственного положения объекта эффективны оптико-электронные автоколлимационные 
углоизмерительные системы. При расчете параметров автоколлиматоров используются математические 
методы сферической тригонометрии, векторного и векторно-матричного исчисления. При использовании 
этих методов необходим неоднократный пересчет параметров ориентации между различными системами 
координат, что увеличивает трудоемкость и снижает результирующую точность измерений [2, 3]. Более 
просто задачи определения угловой пространственной ориентации решаются с помощью кватернионов, 
позволяющих определять пространственные повороты без учета смены системы координат [4, 5]. 
 

Основные положения 
 

Угловое положение объекта определено, если известно положение осей системы координат X1Y1Z1, 
связанной с перемещающимся объектом (подвижной) относительно осей неподвижной системы коорди-
нат XYZ, связанной с измерительной системой [6]. Положение подвижной системы координат определя-
ется тремя угловыми координатами Θ1, Θ2, Θ3 – углами последовательных поворотов системы координат 
X1Y1Z1 относительно собственных осей, в результате которых ее оси будут совмещены с осями непод-
вижной системы [1]. При этом угол Θ3 поворота относительно оси OZ1 называют углом скручивания, 
углы Θ1 и Θ2 поворота относительно осей OX1, OY1 – коллимационными углами. 

При автоколлимационных измерениях на контролируемом объекте закрепляется отражатель – 
контрольный элемент (КЭ) 1, чувствительный к поворотам объекта, на неподвижной базе устанавливает-
ся автоколлиматор (АК) 2 (рис. 1, а) с каналами излучения и приема отраженных пучков [7]. 

 

 
 а б 
Рис. 1. Автоколлимационная углоизмерительная система: тетраэдрический отражатель: 1 – отражающий 

контрольный элемент, 2 – автоколлиматор (а); изображения марки, сформированные отраженными  
пучками на матричном анализаторе: 1–6 – до поворота, 1′–6′ – после поворота контрольного элемента (б) 

 

Для измерения углов поворотов Θ1,Θ2,Θ3  используется КЭ в виде тетраэдрического отражателя, 
углы между отражающими гранями которого имеют малые отклонения 12, 23, 3 от 90° (рис. 1, а). На 
матричном анализаторе автоколлиматора при использовании КЭ формируются три пары изображений, 
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соответствующих трем различным последовательностям отражения (прямой и обратной в каждой паре) 
от граней: осевая пара 1 и 2 и две краевые пары 3 и 4, 5 и 6 соответственно (рис. 1, б). 

Орт В отраженного пучка после поворота отражателя рассчитывается по формуле (3.1) из [3]: 
1= r d r
  B M M M A ,  (1) 

где А – орт падающего на отражатель пучка; M
d
 – матрица отражения, связанная с отражателем в систе-

ме координат X1Y1Z1; M r  и 1
r
M  – матрицы прямого и обратного операторов, определяющих соответст-

венно прямой и обратный переходы между системами координат XYZ и X1Y1Z1. Вид матрицы M
r
 опреде-

ляется формулой (14.10-26) из [8] при замене υ на Θ1, ψ на Θ2, φ на Θ3. 
Координаты ортов отраженных пучков по осям OX, OY при малых углах Θ1,Θ2,Θ3 при осевом па-

дении исходного пучка (A = [0,0,–1]T (рис. 1)) в соответствии с выражением (1) равны 
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 , (2) 

где цифра в индексе определяет номер отраженного пучка; верхний знак в структурной части формул 
соответствует орту первого отраженного пучка, нижний – второго (третья пара отраженных пучков не 
используется); a,b,c – элементы матрицы отражения M d  (формула (3.73) в [1], определяемые величинами 
δ12, δ23, δ13 отклонений двугранных углов (рис. 1, а). 

Приемная система автоколлиматора измеряет координаты ортов B1,2, после чего углы Θ1,Θ2,Θ3 оп-
ределяются в результате решения системы уравнений (2) (одно из четырех уравнений, например, соот-
ветствующее координате Bx2 не используется). 

Погрешности измерения трех угловых координат определяются выражениями 

1 1 1 2 1 1 1

2 2 1 1

3 2 1 2

ξ
1
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0 ξ

d K c b c c b d x

d c c d y
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d a a d y
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. (3) 

В этих выражениях dξx1, dξy1, dξy2 – погрешности измерения приемной системой АК разности 
ортов ξx1 = Bx1 + a1, ξy1 = By1 – b1, ξy2 = By2 – b2  отраженных пучков до и после поворотов отражателя; 
коэффициент K=c1·a2–a1·c2. 

Из выражения (3) следует, что для увеличения точности измерений трех угловых координат 
необходимо выполнение соотношений: 

a2 
= 0; b1 

= 0; c2 
= 0. (4) 

Полученные условия определяют повышение точности измерения трех угловых координат Θ1, Θ2, 
Θ3 как последовательных поворотов отражателя относительно координатных осей. Эти три угловые 
координаты определяют угол и ось фактического поворота, которая произвольно расположена в системе 
координат XYZ, и соотношения (4) для него уже не оптимальны по точностному критерию. 

Определим условия уменьшения погрешности измерения поворота отражателя относительно 
фактической оси, используя аппарат кватернионов, позволяющий анализировать изменение абсолютного 
углового положения объекта в пространстве [9]. 
 

Расчет параметров автоколлимационной углоизмерительной системы с применением  
кватернионов 

 

Выражение для орта пучка, отраженного тетраэдрическим отражателем, в кватернионной форме 
имеет вид 

R p r R R r p RQ Q Q Q Q Q Q QB A        , (5) 

где Qp◦ rQ
 
– сомножители, определяющие кватернион отражателя, Q

R
 и RQ – кватернионы прямого и об-

ратного переходов между системами координат XYZ и X1Y1Z1; знак «–» определяет сопряженный кватер-
нион [10]. Кватернион перехода определяется выражением (2.72) из [11] при замене υ на Θ1, ψ на Θ2, φ на 
Θ3. 

В кватернионе отражателя Qp – кватернион инверсии (отсутствует, если пучок претерпевает чет-

ное число отражений), Qr – кватернион поворота орта пучка при отражении на угол  относительно ос-
новного неизменного направления (ОНН) отражателя. 

Для тетраэдрического отражателя угол ω=180º–Δ (Δ– малый угол) [12]. Тогда кватернион Qr пово-
рота орта пучка относительно основного неизменного направления U (рис. 2), рассматриваемого как ось 
с ортом u, может быть записан как [13]: 
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ω ω ω ω

2 2 2 2
cos ,sin(α)sin(β)sin , cos(α)sin ,sin(α) cos(β)sinrQ        

       
       

  
  ,  (6) 

где α, β – зенитный и азимутальный углы основного неизменного направления. 
Кватернион инверсии имеет вид, определяемый выражением (6) при ω = π: 

 0,sin(α)sin(β),cos(α),sin(α)cos(β)pQ  . 
 

 
 

Рис. 2. Отражатель с основными неизменными направлениями  
 

Пусть в отражателе два основные неизменные направления U1 и U2, соответствующие различным 
последовательностям отражения пучка от граней, лежат в плоскости XOZ, симметрично расположены 
относительно оси OZ и составляют с ней угол  (рис. 2) [14, 15]. Отраженные пучки строят в фокальной 
плоскости объектива автоколлиматора изображения 1, 2 марки автоколлиматора (рис. 3, б). 

 

 
 а б 

 

Рис. 3. Отражатель с поворотом вокруг фактической оси поворота (а); изображения марки  
автоколлиматора в фокальной плоскости приемного объекта (б) 

 

Координаты изображений 1, 1′ и 2, 2′  марки автоколлиматора определяются следующими выра-
жениями: 

2 2 1,2 1,2
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, = tg arcsin ( ) +( )
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x y
f x y
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B B
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B B
, (7) 

где Bx
1,2

, By
1,2 – координаты отраженного луча В по оси OX и оси OY, f – фокусное расстояние объектива 

автоколлиматора. 
Определим условия уменьшения погрешностей ∆φизмерения угла поворота φ и ∆η, ∆ положения 

орта N фактической оси поворота (рис. 3, a) вследствие погрешностей dX1,2, dY1,2 измерения координат 
изображений на матричном анализаторе приемной системы АК, используя выражения (7), в котором ко-
ординаты ортов B1,2 отраженных пучков задаются кватернионным соотношением (5). 

Вследствие сложной структуры результирующих аналитических выражений при анализе исполь-
зовались результаты численных расчетов для заданных параметров тетраэдрического отражателя и фак-
тического поворота. 

Полученные зависимости ∆η(ν), ∆χ(ν) и ∆φ(ν) для ν ϵ  [0°,90°] изображены на рис. 4. Результаты по-
лучены для следующих исходных параметров АК и поворота отражателя: f = 100 мм, dX1,2 = 0,1, 
dY1,2 = 0,1 – средние квадратические значения погрешности измерения координат изображений, выра-
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женные в долях от линейного размера пиксела матричного анализатора (рассматривался квадратный пик-
сел размером 10×10 мкм2), Δ = 1°, η = 132°8′, χ = 63°44′, φ = 1°30′. Исследования на математической моде-
ли показали, что вид полученных функций не зависит от значений этих параметров. 
 

 
 а б 

 

Рис. 4. Погрешности измерения положения оси (а) и угла поворота (б) для различных положений двух  
основных неизменных направлений 

 

Как следует из полученных результатов, значение = 45°, соответствующее ортогональному распо-
ложению ОНН, оптимально по критерию уменьшения погрешности измерения параметров фактического 
поворота. 

На втором этапе численного моделирования исследовались зависимости ∆η(χ), ∆χ(χ) и ∆φ(χ) погреш-
ностей измерения от положения оси поворота относительно двух ОНН при ν = 45° и η = 0 (рис. 3). В резуль-
тате получено, что для χ ϵ [–90°,90°] вид зависимостей аналогичен изображенным на рис. 4, и оптимальным 
является расположение оси поворота в плоскости расположения ОНН при χ = 0. 

Полученные зависимости позволяют синтезировать отражатель для автоколлимационных измере-
ний поворотов относительно известной оси, оптимальный по критерию уменьшения погрешности изме-
рения. 
 

Синтез отражателей для измерения углового положения при наличии априорной информации 
 о положении оси поворота 

 

Во многих практических случаях приблизительно известно положение оси фактического поворота 
объекта. Например, при проведении высокоточных лабораторных экспериментов в случае задания основ-
ного поворота с помощью углоизмерительной подвижки и наличия относительно малых угловых дефор-
маций ее вала относительно ортогональных осей или мониторинговых измерений деформаций валов или 
трубопроводов. Методика синтеза отражателя для автоколлимационных измерений при таком условии на 
первом этапе включает расчет его параметров, при которых реализуется взаимно-перпендикулярное рас-
положение двух его ОНН. 

В частности, для тетраэдрического отражателя соотношения между малыми величинами δ12, δ23, 
δ13 (рис. 1) имеют вид δ12=δ, δ23=k2·δ, δ13=k3·δ, где k2, k3 – некоторые коэффициенты. Орты двух ОНН для 
последовательностей отражения пучка 2-1-3 и 1-2-3 от граней задаются следующим выражениями [1]: 

1,2 2 2

2
( 2+ 3)

2

1 6
= ( 2 3 2)

62 3 1
3

( 2 3 1)
3

k k

k k
k k

k k

 
 

 
 
    

   
 

    
 

u  , (8) 

где цифра в индексе определяет номер ортов ОНН; верхний знак в матрице соответствует орту первого 
ОНН, нижний – второго. 

Из условия перпендикулярности ОНН получим соотношение 
2 22 + 3 1=0k k  .  (9) 

На втором этапе синтеза по соотношению (9) выбираются значения k2 и k3, при которых биссектор-
ная плоскость прямого угла, образованного ортами u1, u2 ОНН наиболее близко расположена к приблизи-
тельно известному положению оси фактического поворота. Далее определяются начальные углы Ξ3, Ξ2, Ξ1, 
на которые в исходном положении необходимо последовательно повернуть тетраэдрический отражатель для 
того, чтобы ось фактического поворота совпала с биссектрисой прямого угла, образованного ОНН.  
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Для примера рассмотрим отражатель для автоколлимационных измерений деформаций угломест-
ной оси поворота главного зеркала полноповоротного радиотелескопа в случае установки автоколлимато-
ра снаружи на цапфе несущего подшипника [16]. Номинальное положение оси поворота главного зеркала 
на угол места в этом случае в системе координат автоколлиматора определяется углами χ = 45°, η =45° 
(рис. 3). Для измерения угловых деформаций угломестной оси оптимальным является отражатель, у ко-
торого одно ОНН параллельно оси OZ, а второе расположено в плоскости XOY и составляет с осью OY 
угол 45°. 

Пусть изначально одно из ОНН расположено в плоскости YOZ, что позволяет принять координату 

по оси OX равной нулю, и, в соответствии с (8), k2 = –k3. Тогда из условия (9) находим 2 2 2k   , что 

определяет соответственно 3 2 2k   . Чтобы сориентировать орты ОНН требуемым образом, необхо-

димо последовательно повернуть тетраэдрический отражатель относительно исходного положения на 
некоторые начальные углы Ξ3,Ξ2,Ξ1 относительно осей координат OZ,OY,OX. Величины этих начальных 
углов определяются парой систем из двух уравнений каждая: 
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где первые индексы в обозначении координат ортов u1, u2 соответствуют верхним знакам значений k2, k3 
(в начальном положении орт u2 параллелен оси OZ), вторые индексы соответствуют нижним знакам зна-
чений коэффициентов (тогда в начальном положении u

1
||OZ); M

Ξ
 = σ

3
· σ

2
· σ

1
 – матрица поворота (матри-

цы (6) в разделе 4.1.23 [17] при замене Ξ1 = ψ, Ξ2 = θ, Ξ3= φ). 
Тогда в результате решения системы из двух уравнений, составляющих любую пару из (10), опре-

деляются требуемые углы поворотов Ξ1=arctg(3– 2 2 ) (9º44′), Ξ2 = 0, Ξ3 = –45º. 
Вследствие поворотов относительно исходного положения ось отражателя составляет с оптиче-

ской осью объектива автоколлиматора угол Ψ 11º. Уменьшение эффективной отражающей поверхности 
не превышает 10% зависимости, представленной на рис. 2.25 в [18], что позволяет практически реализо-
вать синтезированные отражатели. 
 

Заключение 
 

Установлено, что описание отраженных пучков при автоколлимационных измерениях угловых по-
воротов на основе метода кватернионов позволяет, в отличие от матричного метода, анализировать по-
грешности положения оси и угла фактического поворота объекта. По результатам численных экспери-
ментов на кватернионной модели действия тетраэдрического отражателя найдено, что оптимальным по 
критерию уменьшения погрешности измерения является биссекторное расположение оси поворота отно-
сительно двух взаимно-перпендикулярных основных неизменных направлений отражателя. На основе 
найденных соотношений между углами тетраэдрического отражателя и углами параметров его начальной 
ориентации построена практическая методика синтеза, с использованием которой рассчитаны параметры 
тетраэдрического отражателя практической задачи автоколлимационных измерений углов поворота. 
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