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Аннотация 
Выполнено численное моделирование отражения ударной волны от плоской стенки. В зависимости от параметров 
задачи реализуется регулярное (двухволновая конфигурация) или маховское (трехволновая конфигурация) 
отражение. Для дискретизации уравнений Эйлера, описывающих течение невязкого сжимаемого газа, применен 
метод конечных объемов и разностные схемы высокого порядка точности по времени и по пространству. 
Продемонстрировано применение взвешенных существенно неосциллирующих схем WENO (Weighted Essentially 
Non-Oscillatory) высокого порядка точности, реализованных в покомпонентной и в характеристической форме, на 
неструктурированных сетках. Выполнено сравнение рассчитанной ударно-волновой структуры потока с данными, 
имеющимися в литературе. Показано, что  WENO-схема четвертого порядка точности в характеристической версии 
позволяет воспроизвести более мелкие детали, чем схема третьего порядка, при этом нефизичные осцилляции 
решения, характерные для TDV (Total Variation Diminishing) схем и покомпонентных схем WENO, отсутствуют. 
Сделан вывод, что WENO-схема четвертого порядка точности в характеристической версии может быть 
рекомендована для практического применения в расчетах с высоким порядком точности сложных течений, 
содержащих сильные газодинамические разрывы, на неструктурированных сетках. 
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Abstract 
A numerical simulation of the shock wave reflection from a plane wall is carried out. Depending on the input parameters, a 
regular (two-wave configuration) or Mach (three-wave configuration) reflection is observed. A finite volume method and 
high-order difference schemes are used for discretization of the Euler equations describing the flow of an inviscid 
compressible gas. The application of weighted essentially non-oscillatory (WENO) schemes of high accuracy order realized 
in different forms on unstructured meshes is demonstrated. The calculated shock-wave configuration is compared with the 
data available in the literature. It is shown that the WENO-scheme of the fourth order accuracy in characteristic version gives 
the possibility to reproduce much more details than the scheme of the third order with the absence of solution oscillations 
characteristic of TDV (Total Variation Diminishing) schemes and component-wise WENO schemes. The criteria for the 
accuracy of numerical calculations related to the location of shock-wave structures are discussed. Recommendations on the 
practical application of high order difference schemes on unstructured grids are given. 
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Введение 
 

В стационарном сверхзвуковом потоке выделяют два вида отражения ударных волн: регулярное 
(двухволновая конфигурация) и маховское отражение (трехволновая конфигурация) [1, 2]. В определен-
ном диапазоне параметров допускается существование двух возможных решений и связанное с этим яв-
ление гистерезиса [3]. Расположение ударных волн зависит от числа Маха набегающего потока, угла па-
дения скачка уплотнения и эффективного показателя адиабаты [4, 5]. Наиболее изученным является слу-
чай отражения косой ударной волны от плоской стенки или отражение плоской ударной волны от клина. 
Некоторые имеющиеся решения задачи обсуждаются в работе [1]. 

Задача расчета отражения ударной волны от перпендикулярной или наклонной преграды встреча-
ется во многих практически важных случаях, например, в задаче взаимодействия сверхзвуковой струи, 
истекающей из сопла ракетного двигателя, с поверхностью стартового стола. Другим примером является 
отражение маховской ударной волны в сверхзвуковой струе, истекающей из сопла дросселя газостатиче-
ского подшипника на сверхкритическом режиме работы, с опорной поверхностью подшипника (рис. 1). 
В результате такого взаимодействия образуются сложные ударно-волновые структуры, которые приво-
дят как к стационарному режиму натекания сверхзвуковой струи (рис. 1, а), так и к пульсирующему 
(рис. 1, б). Последнее приводит к крайне нежелательному режиму работы газостатического подшипника, 
известного как «пневмомолоток». 

 

 
 а б    

 

Рис. 1. Ударно-волновые структуры, возникающие при натекании сверхзвуковой струи на плоскую  
преграду в стационарном режиме (а) и при наличии колебаний (б): 1 – висячий скачок; 2 – волна Маха;   

3 – отраженный скачок; 4 – граница струи; 5 – слой смешения; 5' – звуковая линия в слое смешения;  
6 – линии тока; с – точки торможения потока; Т – тройная точка, s – звуковая линия 

 

Двумерные сверхзвуковые течения представляют собой сложную проблему для численного моде-
лирования. Задача о регулярном [6] или маховском [7] отражении ударной волны от стенки используется 
во многих работах для проверки точности разностных схем и работоспособности численных методов, в 
частности, схем TVD с различными переключателями потоков [8], метода кусочно-параболической ре-
конструкции [9] и схем WENO-типа [10–14]. Теоретические вопросы, связанные с изучением отражения 
скачка уплотнения от твердой стенки, излагаются в работе [1] на основе метода ударных поляр. Сравне-
ние линейных схем и WENO-схем 3-го и 4-го порядка на треугольных сетках различной разрешающей 
способности проводится в работах [15, 16]. Метод спектральных объемов применяется в работе [17] (для 
решения задачи о распаде произвольного разрыва используется метод Рое и различные TVD-
ограничители), а метод Галеркина с разрывными базисными функциями – в работах [18, 19]. 
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Задача об отражении косой ударной волны, падающей под углом φ1 к горизонтальной оси, от 
стенки эквивалентна задаче о взаимодействии прямой ударной волны с клином, имеющим угол 90°–φ1. В 
ряде работ рассматривается отражение ударной волны от плоскости симметрии при взаимодействии 
скачков уплотнения, генерируемых двумя помещенными в сверхзвуковой поток симметричными клинь-
ями [1]. В отличие от отражения скачка от твердой стенки, в такой постановке задачи исключаются эф-
фекты, связанные с наличием пограничного слоя [3]. 

Газодинамические разрывы являются наиболее сложными для вычислений структурами, поэтому 
сравнение разностных схем и численных методов целесообразно проводить исходя из качества разреше-
ния данных структур. 

В данной работе на примере численного моделирования регулярного и нерегулярного отражения 
ударной волны от стенки выполняется сравнение результатов расчета с высоким порядком точности, 
выполненных при помощи WENO-метода 3-го (WENO-3) и 4-го (WENO-4) порядка точности. При этом 
используются схемы в потоковой и характеристической форме. Приводятся результаты расчетов на не-
структурированных сетках различной разрешающей способности. Результаты расчетов сравниваются с 
данными, имеющимися в литературе. 
 

Вычислительная процедура 
 

Для дискретизации уравнений Эйлера применяется метод конечных объемов на неструктуриро-
ванной сетке. Детали общей вычислительной процедуры приводятся в работе [20], а методы ускорения 
вычислений обсуждаются в работе [21]. Расчеты проводятся для идеального совершенного газа с отно-
шением удельных теплоемкостей γ=1,4. Для упрощения постановки и оценки точности численного ре-
шения результаты расчетов нормируются на плотность ρ=1,4 и давление p=1. 

Дискретизация невязких потоков проводится на основе схем WENO 3-го и 4-го порядков точно-
сти, которые реализуются в покомпонентной и в характеристической форме. Интегрирование по времени 
осуществляется при помощи метода Рунге–Кутты 3-го порядка точности. Числу Куранта присваивается 
значение 0,55. 
 

Регулярное отражение 
 

Рассмотрим регулярное отражение косой ударной волны от стенки, когда угол падения ударной 
волны не превосходит некоторого порогового значения [6]. На левой и верхней границах задаются пара-
метры постоянных однородных потоков, соответствующих течению перед и за фронтом косой ударной 
волны. Волна приходит на стенку и отражается от нее под некоторым углом. Искомое течение состоит из 
падающей и отраженной ударных волн. Параметры перед фронтом падающей волны и за ее фронтом 
приблизительно соответствуют задаче, сформулированной в работе [22]. 

Уравнения Эйлера решаются в безразмерной области [0, 4]×[0, 1], показанной на рис. 2 (в качестве 
характерного масштаба длины принимается высота области). Ударная волна, инициируемая за счет соот-
ветствующих граничных условий, падает под углом φ1=60○ к горизонтальной оси. Расчеты проводятся на 
структурированной сетке, содержащей 200×50 узлов. В качестве критерия сходимости разностного реше-
ния к предельному стационарному решению задачи используется минимальный уровень невязки. Для дос-
тижения заданного уровня невязки (в расчетах R=10–10) делается приблизительно 2200 шагов по времени. 

 

 
Рис. 2. Расчетная область в безразмерном виде. Подобласти: 1 – течение до ударной волны; 2 – течение 

за ударной волной; 3 – течение за отраженной ударной волной 
 

В начальный момент времени течение полагается параллельным оси x, а параметрам потока в рас-
четной области присваиваются значения, соответствующие сверхзвуковому невозмущенному течению в 
подобласти 1 (рис. 2). При заданных условиях формируется наклонная ударная волна, движущаяся от 
левого верхнего угла расчетной области и отражающаяся от нижней границы. Отраженная ударная волна 
образует угол φ3=0,4183 с положительным направлением оси x. 

На входной границе расчетной области (при x=0 и 0<y<1) задается число Маха невозмущенного 
потока (M=2,9 в случае регулярного отражения), что позволяет зафиксировать значения скорости и дав-
ления, равными условиям в невозмущенном потоке (подобласть 1). В выходном сечении расчетной об-
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ласти (при x=4 и 0<y<1) течение является сверхзвуковым, и граничные условия не оказывают влияния на 
поток внутри расчетной области (применяется линейная экстраполяция). На стенке (при 0<x<4 и y=0) 
используется условие непротекания для нормальной скорости (v=0). В качестве дополнительного усло-
вия полагается ∂p/∂y=0 при y=0 (условие следует из уравнения изменения количества движения в проек-
ции на ось y). В вычислительной процедуре граничные условия на стенке реализуются при помощи вве-
дения ряда фиктивных ячеек и метода симметрии (условия зеркального отражения). На верхней границе 
расчетной области (при 0<x<4 и y=1) задаются фиксированные значения скорости и давления из подоб-
ласти 2, которые создают желаемую интенсивность ударной волны и ее угол. 

Распределения давления в сечении y=0,55, полученные на основе схемы WENO-3, показаны на 
рис. 3 (расчеты с использованием других разностных схем дают схожие результаты и не приводятся). 
Давление приведено в безразмерной форме. Нормирование производится по параметрам за ударной вол-
ной при маховском отражении от стенки, т.е. именно давление за падающей ударной волной принимает-
ся за единицу. Тогда безразмерное давление перед косым скачком будет равно 0,0849, такое нормирова-
ние принято для большей наглядности графиков. Имеет место достаточно хорошее согласование числен-
ных результатов с точным решением задачи. При этом ширина зоны размазывания фронтов ударных 
волн не превышает 2–3 ячеек расчетной сетки. Нефизические осцилляции численного решения отсутст-
вуют. Результаты расчетов находятся в хорошем согласовании с данными работы [23], полученными на 
структурированной сетке при помощи схем WENO 5-го, 7-го и 9-го порядков. 
 

 
 

Рис. 3. Распределения нормированного давления в безразмерном виде при y=0,55, соответствующие  
точному (сплошная линия) и численному (точки) решению, x – в  безразмерных единицах  

 

Оценки уровня L2-нормы распределения плотности показывают, что в расчетах заданный уровень 
сходимости (L2=10–12) достигается примерно за 760 итераций. В расчетах, приведенных в работе [24], за 
такое же число итераций достигается существенно более высокий уровень невязки, равный 10–6. 
 

Маховское отражение 
 

Рассмотрим нерегулярное отражение косой ударной волны от стенки [7] (double Mach reflection). 
При малых углах падения ударной волны на стенку реализуется регулярное отражение. Когда угол паде-
ния достигает определенного значения, то регулярное отражение становится невозможным, и возникает 
маховское отражение. При этом падающая ударная волна и отраженная ударная волна отходят от по-
верхности, и образуется ножка Маха (волны пересекаются в тройной точке). У поверхности стенки газ 
переходит через одну ударную волну (ножку Маха), а вдали от поверхности – через две ударные волны 
(падающую и отраженную ударные волны). 

Задача решается в той же расчетной области [0, 4]×[0, 1], что и в случае регулярного отражения 
ударной волны от стенки (рис. 2). Также как и в случае с регулярным отражением, нормирование произ-
водится по параметрам за падающей ударной волной: ρ=1,4, p =1. Отражающая стенка задается на ниж-
ней границе расчетной области и соответствует отрезку [1/6, 4] по оси x. На стенку в точке x0=1/6 падает 
ударная волна с числом Маха M=10, образуя угол в φ1=60° с горизонтальной осью. Параметрам потока 
U={ρ, u, v, p} слева (left) и справа (right) от ударной волны присваиваются следующие значения: 

– при x<x0+y/31/2 
UL={8, 7,1447, –4,1250, 116,5}; 

– при x>x0+y/31/2 
UR={1,4, 0, 0, 1}. 

В качестве граничных условий, соответствующих отрезку [0, 1/6] нижней границы, и в выходном 
сечении расчетной области используется линейная экстраполяция искомых функций. На отрезке [1/6, 4] 
нижней границы используются граничные условия отражения. На входной границе задаются условия 
невозмущенного потока с числом Маха M=10. На верхней границе расчетной области используются гра-
ничные условия, меняющиеся со временем в зависимости от точного движения ударной волны. Положе-
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ние ударной волны в произвольный момент времени t при y=1 задается соотношением 
s(t)=x0+(1+20t)/31/2. 

При 0<x<s(t) используются условия перед падающей ударной волной, а при s(t)<x<4 – условия за 
ударной волной. Расчеты проводятся до момента времени 0,2. 

Расчеты маховского отражения ударной волны от стенки проводятся на неструктурированных 
сетках различной разрешающей способности, содержащих ячейки в виде равносторонних треугольников. 
Размеры треугольных ячеек полагаются равными h=1/50 для сетки 1, h=1/100 для сетки 2, h=1/200 для 
сетки 3 и h=1/400 для сетки 4. Для расчетов на основе схемы WENO-3 применяется как равномерная сет-
ка (сетка 1), так и сетка, полученная при помощи локального измельчения треугольных ячеек равномер-
ной сетки, находящихся в подобласти [0, 2]×[0, 1] (сетка 2). Сетки 3 и 4, состоящие из треугольных ячеек 
одинакового размера, применяются для расчетов на основе схемы WENO-4. 

Распределение плотности вдоль линии y=1/3 показывает рис. 4 (расчеты проводятся на сетке 2). 
Фрагмент (рис. 4, а) соответствует расчетам при помощи схемы 3-го порядка (схема WENO-3), а фраг-
менты (рис. 4, б, в) соответствуют расчетам при помощи схем 4-го порядка (схемы WENO-4), реализо-
ванных в покомпонентной и в характеристической форме. Распределения плотности, полученные при 
помощи различных разностных схем, сравнительно слабо отличаются друг от друга. Результаты расче-
тов, приведенные на фрагменте (рис. 4, а), указывают на наличие слабой немонотонности численного 
решения на фронте ударной волны. 

 
а 

 
б 

 
в 
 

Рис. 4. Распределения плотности, нормированной на плотность невозмущенного потока, вдоль линии 
y=1/3, x – в безразмерных единицах 

 

Результаты расчетов, обработанные в виде линий уровня плотности, приводятся на рис. 5 (сет-
ка 1), рис. 6 (сетка 2), рис. 7 (сетка 3) и рис. 8 (сетка 4) для момента времени t=0,2 (плотность изменяется 
от 1,5 до 21,5). Приводится около 25 линий уровня. Фрагменты (рис. 7, а, б, и рис. 8, а, б) соответствуют 
расчетам при помощи схем 3-го порядка (схемы WENO-3) на сетке с равномерным шагом и на сетке с 
локальным измельчением контрольных объемов. Фрагменты (рис. 7, в, г, и рис. 8, в, г) соответствуют 
расчетам при помощи схем 4-го порядка (схемы WENO-4), реализованных в покомпонентной и в харак-
теристической форме. На рис. 5 (сетка 1) и рис. 6 (сетка 2) показаны распределения плотности, соответ-
ствующие расчетам на основе схемы WENO-4 (другие схемы на сетках 1 и 2 дают похожие результаты). 
При измельчении сетки результаты численных расчетов демонстрируют тенденции, наблюдаемые в ра-
боте [23] на структурированных сетках различного разрешения (расчеты проводятся при помощи 
WENO-схем 5-го, 7-го и 9-го порядков). 

Сравнение результатов численных расчетов, полученных на различных сетках и при помощи раз-
личных разностных схем, показывает, что схема WENO-4 позволяет воспроизвести более мелкие детали 
потока, чем схема WENO-3. При этом характеристическая версия схемы WENO-4 не дает нефизических 
осцилляций решения за фронтом падающей ударной волны, которые имеют место в случае покомпо-
нентной реализации схемы WENO-4 на сетке 3 (фрагменты (в) на приведенных рисунках). При счете по 
схеме WENO-3 фронт падающей ударной волны, а также маховский диск размазываются на большее 
количество ячеек сетки и имеют меньшую интенсивность, чем в случае использования схемы WENO-4. 

Результаты расчетов, приведенные на фрагментах рис. 7, в, г, и рис. 8, в, г, (расчеты на сетках 3 и 
4) как для всей расчетной области, так и в окрестности маховской ударной волны, показывают, что вбли-
зи оси x имеет место некоторое искривление (выпучивание) ножки Маха, которое отсутствует на фраг-
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ментах рис. 7, а, б, и рис. 8, а, б, а также в расчетах на сетках 1 и 2 (рис. 5 и 6). Такой эффект наблюдает-
ся в расчетах, проведенных в работе [25] при помощи схем TVD-типа, но отсутствует в примерах данной 
задачи, приведенных в работе [26]. В работе [25] искривление диска Маха, возникающее при применении 
схем TVD-типа, объясняется более интенсивным размазыванием тангенциального разрыва, выходящего 
из тройной точки и закручивающегося за маховским скачком вблизи горизонтальной оси. 

Разрыв тангенциальной скорости на контактном разрыве приводит к формированию неустойчиво-
сти Кельвина–Гельмгольца, которая служит мерой измерения численной диффузии разностной схемы 
[12, 18]. 

 

 
Рис. 5. Распределения числа Маха на сетке 1 

 

 
Рис. 6. Распределения числа Маха на сетке 2 
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Рис. 7. Распределения числа Маха на сетке 3 при расчете с помощью: 
схемы WENO-3 на сетке с равномерным шагом (а); схемы WENO-3 на сетке с локальным измельчением 

контрольных объемов (б); схемы WENO-4 в компонентной форме (в); схемы WENO-4  
в характеристической форме (г) 
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Рис. 8. Распределения числа Маха на сетке 4 при расчете с помощью: 
схемы WENO-3 на сетке с равномерным шагом (а); схемы WENO-3 на сетке с локальным измельчением 

контрольных объемов (б); схемы WENO-4 в компонентной форме (в); схемы WENO-4 
в характеристической форме (г) 

 

Заключение 
 

На основе WENO-схем высокого порядка точности проведено численное моделирование регуляр-
ного и маховского отражения ударной волны от стенки. Полученная ударно-волновая структура потока 
согласуется с имеющимися численными решениями. При этом фронт ударной волны, отраженной от 
стенки, размазывается на 2–3 ячейки. Результаты численного моделирования, полученные на основе 
схем WENO, реализованных в покомпонентной и в характеристической форме, демонстрируют отсутст-
вие нефизических осцилляций решения, характерных для схем TVD. 
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