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Аннотация 
Рассматривается движение механической системы с несколькими степенями свободы в окрестности нуля фазового 
пространства состояний при постоянно действующих малых возмущениях. Обобщенные силы представлены в 
динамических уравнениях однородными многочленами первой и третьей степени относительно фазовых координат и 
малыми постоянно действующими возмущениями. Рассматривается случай отсутствия кратных собственных 
значений матрицы линейной части системы. Для положительно определенной квадратичной функции Ляпунова 
определяется дифференциальное неравенство с дифференциальным уравнением сравнения вида Риккати, наряду с 
которым определяется нелинейное экспоненциальное дифференциальное неравенство, интегрируемое в квадратурах. 
При решении квадратичного дифференциального неравенства Риккати предполагается известным одно частное 
решение уравнения Риккати. В результате интегрирования в квадратурах экспоненциального дифференциального 
неравенства получена оценка переходных процессов в конечной области фазовых координат. 
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Abstract 
We consider the motion of a mechanical system with several degrees of freedom near zero of the phase space of states under 
conditions of constantly acting small perturbations. The generalized forces are represented in the dynamic equations by 
homogeneous forms of the first and the third degree with respect to the phase coordinates and by small time functions 
characterizing the constantly acting perturbations. It is assumed that there are no multiple eigenvalues of the matrix of the 
system linear part. For a definitely positive quadratic Lyapunov function, we define a differential inequality with Riccati 
differential comparison equation, together with an exponential differential inequality that is integrable in quadratures. When 
solving Riccati quadratic differential inequality, we assume one particular solution of Riccati equation to be known. As a 
result of integrating in quadratures of the exponential differential inequalities, the estimate of transient processes in the finite 
domain of the phase coordinates is obtained. 
 

 

Научно-технический вестник информационных технологий, механики и оптики,  
2019, том 19, № 2 216 



Г.И. Мельников, В.Г. Мельников, Н.А. Дударенко, В.В. Талапов  
 

Keywords  
mechanical system, dynamical system, generalized and phase coordinates, motion stability, Lyapunov functions, differential 
equation of comparison, exponential differential inequality, transient process functional estimates 
 

Acknowledgements 
This work was supported by the RFBR Grant 16-08-00997, 17-01-00672. 
 

Введение 
 

Рассматривается механическая система с малыми постоянно действующими возмущениями, 
математическая модель которых представлена дифференциальными уравнениями многочленной 
структуры [1–4]. Для исследования линейных систем Н.Н. Красовским [5] и рядом авторов разработан и 
широко применяется метод линейных дифференциальных неравенств для положительно определенных 
функций Ляпунова [6–11]. Аналитическое интегрирование этих линейных неравенств позволяет 
получить оценки фазовых координат через функции времени и начальные условия. Оценки могут 
уточняться посредством построения и интегрирования более точных дифференциальных неравенств.  

В настоящей работе предлагаются нелинейные дифференциальные неравенства, содержащие 
экспоненциальные функции, зависящие от функции Ляпунова, которые интегрируются с получением 
количественных и качественных оценок переходных процессов. Эти неравенства характеризуют 
устойчивость технических систем с нелинейными многочленными характеристиками. Возможно 
применение данного метода оценок переходных процессов и к уравнениям возмущенного движения, 
содержащим нелинейные функции в виде степенных рядов. 
 

Постановка задачи 
 

Предполагается, что динамические уравнения рассматриваемой системы приведены к форме Коши 
вида  

(3) ( )tq = Pq + Q (q) + F .  (1) 
Здесь q  – вектор-столбец фазовых переменных, (3)Q (q)  – вектор-столбец однородных кубических 
многочленов со столбцовыми коэффициентами, ( )tF  – вектор-столбец малых постоянно действующих 
возмущений, P  – матрица коэффициентов линейной части системы  
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Динамическая система (1) задана в малой окрестности D  нуля фазового пространства состояний 
с положительными константами 1, , nс c… : 

1[( ,, ) : | ; 1| ,, ]n j jqD q q jc n== … ≤ … .  (2) 
Предполагается, что собственные значения 1λ , )( ,λn… , λ βi i ii= α + , 1 0i i+α ≤ α α <<  матрицы P  

имеют отрицательные вещественные части, меньшие некоторой отрицательной константы α , т.е. 
соответствующая линеаризованная система существенно устойчива:  

1λ β 0, 1, ,, ss s s si s n−= α + α ≤ α < = …<α . 
 

Построение нелинейного дифференциального неравенства вида Риккати  
и исследование практической устойчивости движения системы 

 

Пусть для устойчивой системы (1) выбрана функция Ляпунова ( )V q  – положительный 
квадратичный многочлен с постоянной матрицей 0>A :  

1
2

TV q q= A , 1[ ] 0n
ija= >A ,  

причем производная от V  содержит отрицательный квадратичный многочлен  
(2) ( ) TW q q q= B , 0<B .  

Введем в рассмотрение область ( )G h  в окрестности нуля, задаваемую через функцию V  
неравенством  

2
1 1( ) { ( , : ) }()n nhG h V q q V q q h D= … … ≤ ⊂ , 
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где h  – назначаемая положительная малая постоянная величина, обеспечивающая выполнение условия 
( )G h D⊂ . 

В области D , а также ( )G h  функция V удовлетворяет дифференциальному уравнению 
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В правой части выражения (3) имеем однородный квадратичный многочлен от переменных sq , 
однородный многочлен четвертой степени и линейный многочлен с переменными коэффициентами  
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Оценим отрицательный квадратичный многочлен (2) ( )W q  отрицательным квадратичным 
многочленом вида ( )aV−  при 0a > [12]. Линейную функцию (1)W  малых возмущений оценим в 
области (2) малой функцией времени ( )f t , используя условие  вида | , 1| ,,j jq jc n=≤ … .   

Однородный малый многочлен четвертой степени (4)| ( ) |W q  мажорируем однородным 
многочленом четвертой степени вида 2( )bV  при 0b ≥ . Подставив эти оценки в дифференциальное 
уравнение (4), получим нелинейное квадратичное дифференциальное неравенство для положительной 
функции вида 

2 ( )V aV b tV f≤ + +− , при V h≤ , 0, 0, ( ) 0.a b f t ≥> >  (5) 
Оно содержит дифференциальное уравнение сравнения вида Риккати 

2 ( )u au b tu f= + +−  при 0, 0, 0, ( ) 0a bu f t≥ > > ≥ . (6) 
Неравенство (5) и уравнение (6) не интегрируется в квадратурах в общем виде. Но если известно 

одно частное решение 1u y= , они интегрируются после замены переменных 1 1 1, yyV V u y= = ++ . 
Сопоставим квадратичному неравенству (5) интегрируемое в квадратурах экспоненциальное 
дифференциальное неравенство. Квадратичную функцию с двумя константами ,a b  в неравенстве (5) 
мажорируем с незначительным завышением экспоненциальной функцией с двумя константами ,kα : 

2
1exp( )2 ( ) ( )aV bV f t kV f tα − +− + + < ,    (7) 

здесь ,kα  – константы, определяемые методом разложения exp( )kV−  по степеням V , функция 1( )f t  
включает ( )f t . Константы ,kα , определенные условиями 22 ,k a k bα = α = , имеют вид 

24 // 2 ,k b a a bα == . 
Подставив (7) в (5), получим экспоненциальное дифференциальное неравенство 

1( )kVV e f t−≤ α + .   (8) 
Неравенство (8) интегрируется методом почленного умножения на ( exp( ))k kV :  

1( )kV kVkVe k kf t e≤ α + , 
или 

1( )z kf t z k− ≤ α  при kVz e= .  (9) 
Умножив линейное неоднородное дифференциальное неравенство (9) на функцию  

2
0

1( ) exp( ( ) ) 0
t

f t k f t dt= − >∫ , 

получим  

2 2( ) ( ),( ) kVt kd zf zt e
t

f
d

≤ α = .  (10) 

Посредством почленного интегрирования дифференциального неравенства (10) в пределах [0, ]t  
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при начальном условии 0z  находим:  

0 2
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(
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f

+≤ α∫ , 2 1
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t

k f t dtf = − ∫ , 

где 0
0, kVkVz e z e= = , 0 ( )V V t=  при 0 0t t= = . Отсюда 
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kV

t k
kV e ee k e dt

−∫ ∫
+≤ α∫ .  (11) 

Прологарифмируем неравенство (11), имеющее положительные правую и левую части, и поделим 
на k : 

0 1 ( )
1 2 0

0 0

1 ln( ) ,( ( ))
t t

kV kf tV f k e dt ft t Vt d e
k

−≤ + α ≡+∫ ∫ .  (12) 

Неравенство (12) определяет оценку сверху положительного квадратичного многочлена V  
функцией времени и начальных условий, характеризующую ограниченность решений на интервале 
времени (0, )t , из которой получаем оценки величин 0| ( , )| , 1,...,s s t V s nq ≤ ϕ = , где 0( , )s t Vϕ  – функции 
рассматриваемых начальных условий и времени. Оценки верны для множества решений системы (1) с 
начальными условиями 0q q= , принадлежащими области 0( )G h , где 00 hh< <  до такого момента 
времени 1t , когда правая часть неравенства (12) впервые достигает значения h . 
 

Пример 
 

Рассмотрим нелинейную систему с одной степенью свободы с нелинейной нечетной функцией от 
фазовых переменных в условиях воздействия на нее малых возмущений ( )f t : 

2

2 2
1 1 1 1

2

2

2
2 2
1 2

2 0,1 ( )

0,2 ( ) ( )

q q q q q
q q q q q f t
= − + +

= − + + +





   (13) 

при 2 2
1 2 ,q q h+ ≤  1 2| , | || h qq h≤ ≤ , | ( | ε)f t ≤ , ε  – положительная константа, определяющая область, в 

которой рассматривается движение системы. 
Возьмем положительный квадратичный многочлен и найдем его производную для системы (13): 

2 2
1 2 ,V q q+=  

2 2
1 1 1 1 2 2

2 2
12 2 22 0,1 )][ 2 ( [ 0, 2 ( ]2 ( )q qV q q q q qq qq f t= + + +− − + + +

 . (14) 
Оценив правую часть выражения (14), получим нелинейное квадратичное дифференциальное 

неравенство для положительной функции 1 2 )( ,V q q : 
2( 2 0,4 ) 2 | ( ) |V V V h f t≤ − + + .  (15) 

Аппроксимируем квадратичную функцию экспоненциальной функцией  
22 0,4 ( 1)kVV V a e−≈− + − .  (16) 

Константы ,a k  в (16) определим из приближенного равенства  

2 2 21( 1)
2

2 0,4kVa e akV ak V V V− − = +− + −≈  , 

погрешность которого включаем в функцию постоянно действующих возмущений. Отсюда 
22, 0,8ak ak == , окончательно 0,4, 5k a= = . 

Подставив (16) в правую часть (15), получим нелинейное экспоненциальное дифференциальное 
неравенство, которое решается методом интегрирующего множителя 

15exp( 0,4 ) ( )V V f t≤ − +  при 1( ) 2 | ( ) | δt h f tf = + .  (17) 
Здесь δ 0>  – малая погрешность аппроксимации, которую затем включают в функцию возмущений. 
Умножим неравенство (17) почленно на 0,4exp(0,4 )V : 

1exp(0,4 ) 0,40,4 ( )exp(0,4 2)V tV f V− ≤  
или 

1 2)0,4 (u f t u− ≤  при 00,40,4
0, VVu e u e== .  (18) 

После почленного умножения линейного неоднородного дифференциального неравенства (18) на 

функцию 1
0

λ( ) exp( 0,4 ) )(
t

t tf dt= − ∫  получаем 
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1 2λ( )u t≤  при 1 1
0

λ( ) exp(0,4 0,4 ( ) )
t

u t V f t dtu = = − ∫ , 010 0λ(0)u u u== . (19) 

Проинтегрировав неравенство (19) в пределах [0, ]t , получаем оценку функции 1 0 ,( )u u t   

1 0
0

2 λ( )
t

u t du t≤ + ∫ при 10 0u u=  

или 

0 0
1 0exp(0,4 0,4 )( ) exp(0,4 ) ( )2 λ

t t

t dt V t dtV f− +≤∫ ∫ .  (20) 

Логарифмируя почленно неравенство (20), получим оценку функции V  

0( , ),tV V≤ ϕ  при 0
2 2 2 2
1 2 10 20, ,V q Vq q q= =+ +  

где 

0 1 0
0 0

( , ) ( ) 2,5ln exp(0,4 λ( )2
t t

t V f t dt V t dt+
 

ϕ = +  
 

∫ ∫ , 

из которой следуют оценки модулей обобщенных координат 

0 01 2| || ( , ) , | ( , ) .t Vq t Vq≤ ϕ ≤ ϕ  
 

Заключение 
 

Рассмотрена нелинейная динамическая система, которая движется в условиях постоянно 
действующих на нее малых силовых возмущений. Предложен метод построения и интегрирования 
нелинейного экспоненциального дифференциального неравенства для положительной функции 
Ляпунова, интегрируемого в квадратурах, в результате определяются функциональные оценки 
переходных процессов динамической системы. Приведенный пример показывает возможности 
применения метода экспоненциальных дифференциальных неравенств при изучении практической 
устойчивости движения механических систем с одной степенью свободы, а также несколькими 
степенями свободы. Эти неравенства существенно расширяют возможности метода нелинейных 
дифференциальных неравенств теории устойчивости движения [13, 14], а также метода линейных и 
нелинейных дифференциальных неравенств [15, 16].  
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