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Представлен краткий обзор методов задания геометрии области и построения неструктурированных тет-

раэдральных сеток. Рассмотрены способы построения поверхностных треугольных сеток – аналитиче-

ское задание, взаимодействие с ядром САПР, перестроение имеющейся триангуляции, метод конструк-

тивной блочной геометрии. Рассмотрена комбинация двух методов для построения тетраэдральной сетки 

внутри области. Представленный набор методов покрывает широкий спектр областей и позволяет стро-

ить сетки с заданными свойствами. 

Ключевые слова: тетраэдральные сетки, поверхностные триангуляции, САПР, конструктивная блочная 

геометрия, триангуляция Делоне, алгоритм продвигаемого фронта. 

 
Введение 

 

Одним из наиболее сложных этапов построения дискретной модели в компьютер-

ном моделировании является построение расчетной сетки. Конформные треугольные и 

тетраэдральные неструктурированные сетки позволяют достаточно точно аппроксими-

ровать сколь угодно сложную геометрию области. Треугольная сетка называется кон-

формной, если любые два треугольника сетки имеют либо ровно одну общую вершину, 

либо ровно одно целое общее ребро, либо не имеют общих точек. В конформных тетра-

эдральных сетках любые две ячейки могут иметь также одну целую общую грань. По-

строение сетки состоит из двух этапов. Сначала строится поверхностная конформная 

триангуляция области. Затем внутри области строится тетраэдральная сетка, сохра-

няющая заданный след на границе области. 

Существует два основных подхода к построению тетраэдральных сеток – методы, 

основанные на триангуляции Делоне, и алгоритм продвигаемого фронта. Использова-

ние триангуляции Делоне не гарантирует совпадение следа сетки на границе с заданной 

поверхностной триангуляцией. Для исправления сетки предлагают несколько методик: 

локальные перестроения сеток [1], измельчение сеток [2], накладывание ограничений 

на свойства триангуляции Делоне [3]. Метод продвигаемого фронта [4], напротив, со-

храняет след сетки на границе области, однако может столкнуться с проблемами внут-

ри области. Перспективным направлением видится комбинация методов Делоне и про-

двигаемого фронта [5].  

В статье представлен краткий обзор некоторых методов построения поверхност-

ных триангуляций, а также предложен метод построения тетраэдральной сетки внутри 

области на основе комбинации методов продвигаемого фронта и Делоне. В разделе 1 

рассмотрены методы построения поверхностных сеток: аналитическое задание области, 

взаимодействие с ядром САПР, перестроение имеющихся сеток, метод конструктивной 

блочной геометрии. В разделе 2 кратко описан алгоритм классического продвигаемого 

фронта, а также метод на основе разбиения Делоне, который предложил Поль Луи 

Джордж [6]. В разделе 3 обсуждаются способы улучшения качества полученной сетки. 

Все рассмотренные алгоритмы реализованы как библиотека программ AniAFT из па-

кета Ani3D [7]. Вместе с двумерной версией пакета программ Ani2D [8] оба пакета предос-

тавляют инструменты для построения неструктурированных сеток, анизотропной адапта-

ции сеток на основе заданной метрики, конечно-элементной дискретизации, решения сис-

тем линейных уравнений и другого. Эти пакеты свободно доступны для использования. 



ТЕХНОЛОГИЯ ПОСТРОЕНИЯ ТЕТРАЭДРАЛЬНЫХ СЕТОК  

 

Научно-технический вестник Санкт-Петербургского государственного университета  
информационных технологий, механики и оптики, 2010, № 1(65) 

88 

Способы задания поверхностной триангуляции 

 

Обычно для построения поверхностной триангуляции всю границу области разби-

вают на части с общими криволинейными границами. После дискретизации криволи-

нейных границ на поверхности может быть построена триангуляция в каждой части от-

дельно. Для построения триангуляции можно использовать классический двумерный 

алгоритм продвигаемого фронта. Так как все части поверхности имеют общую дискре-

тизацию границ, то общая поверхностная сетка получится конформной. 

В этом разделе будут рассмотрены следующие способы задания области: анали-

тическое задание области, взаимодействие с ядром САПР, перестроение начальной по-

верхностной триангуляции, методы конструктивной блочной геометрии. 

С помощью аналитического задания области удобнее всего задавать простые объ-

екты: шар, куб, цилиндр, а также многогранники с плоскими гранями. Более сложные 

объекты, полученные с помощью пересечения или объединения нескольких простых 

объектов, удобно задавать с помощью конструктивной блочной геометрии. Еще более 

сложные объекты, разработанные в САПР, могут быть обработаны с помощью взаимо-

действия с ядром САПР. Также объект может быть задан в виде поверхностной триан-

гуляции, например, экспортирован из сторонней САПР или получен в результате трех-

мерного сканирования. В этих случаях может потребоваться дополнительная обработка 

сетки для улучшения ее качества. 

Аналитическое задание области. Этот способ позволяет описывать граничную 

поверхность области с помощью параметризующих функций. Вся поверхность разби-

вается на части, каждая из которых может быть параметризована некоторой гладкой 

функцией. Линии пересечения частей также должны быть явно параметризованы. Этот 

метод задания границы удобен лишь в очень простых случаях, а также для задания объ-

ектов с плоскими гранями. 

Информация об области задается как набор параметризованных гладких поверх-

ностей с кусочно-гладкими параметризованными границами. Процесс построения на-

чального фронта сводится к двум основным шагам. Сначала для каждой гладкой линии 

строится дискретизация с учетом желаемого размера элементов в сетке. Затем для каж-

дой гладкой части поверхности формируется начальный фронт из имеющихся разбие-

ний граничных кривых, и с помощью алгоритма продвигаемого фронта строится по-

верхностная триангуляция. После построения триангуляция разглаживается с учетом 

параметризующих функций и функции, задающей желаемый размер элементов сетки в 

пространстве. 

Взаимодействие с САПР. Часто объекты моделируются с помощью САПР. 

Большинство из существующих САПР предлагают интерфейс для взаимодействия с 

внутренним ядром и получения информации о топологии и геометрии области. Одним 

из примеров такой САПР может служить открытая система Open CASCADE Technolo-

gy [9]. У каждой системы САПР свой интерфейс для взаимодействия, и общих стандар-

тов в этой области пока нет. В качестве универсального интерфейса можно использо-

вать пакет Common Geometry Module (CGM) [10]. Этот пакет также имеет открытый 

код и свободен для использования. CGM предоставляет общий интерфейс к разным 

системам САПР (OpenCASCADE, ACIS и Pro/ENGINEER). 

Создание интерфейса между генератором сеток и САПР с помощью пакета CGM 

является сугубо технической задачей. На рис. 1 показаны пример области, заданной в 

САПР OpenCASCADE, полученная поверхностная триангуляция и разрез построенной 

тетраэдральной сетки. 
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Рис. 1. Пример взаимодействия с САПР (26 248 треугольников, 72 158 тетраэдров) 

 

Перестроение поверхностной сетки. В некоторых случаях область уже может 

быть задана своей поверхностной триангуляцией. Однако сетки, полученные экспортом 

из САПР, часто обладают тем свойством, что количество треугольников на плоских 

участках минимально, а сами треугольники могут иметь разный размер и очень вытя-

нутую форму. В этом случае построение тетраэдральной сетки внутри области с сохра-

нением заданного следа на поверхности может быть сильно затруднено или приведет к 

сетке с очень плохим качеством. 

Для перестроения имеющейся сетки может быть использован метод, основанный 

на выделении почти плоских участков [11]. Пользователь задает параметры, опреде-

ляющие допустимую степень отклонения выделяемых участков от плоскостей. Напри-

мер, это может быть максимальный угол между нормалью треугольника и нормалью к 

плоскости. Очередной участок выбирается, начиная с треугольника с наибольшей пло-

щадью. Далее к нему по очереди добавляются соседние треугольники, если они не на-

рушают заданных пользователем критериев. После разбиения всей поверхности на поч-

ти плоские участки создается новая дискретизация границ этих участков (ломаных ли-

ний на поверхности). Далее для каждого участка его граничная дискретизация проекти-

руется на плоскость, в плоскости строится новая триангуляция и проектируется обрат-

но на поверхность. Так как участок поверхности является почти плоским, то искажения 

геометрии области будут незначительными. 

 

а)     

б)     
 

Рис. 2. Два примера перестроения поверхностных сеток: а – экспорт из САПР,  
в начальной сетке 912 треугольников, в новой – 4 506 треугольников, 21 671 тетраэдр;  

б – трехмерное сканирование модели, в начальной сетке 345 944 треугольников,  
в новой – 94 100 треугольников, 217 011 тетраэдров 
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Тот же метод может быть применен и для разгрубления слишком подробной по-

верхностной сетки. Например, полученные с помощью трехмерного сканирования сет-

ки обычно содержат очень много треугольников, и часто пользователю не нужна такая 

подробная поверхностная сетка. За счет разбиения на почти плоские участки и по-

строения более грубой сетки на них можно получить новую поверхностную сетку с 

меньшим количеством треугольников. 

На рис. 2 показаны два примера перестроения сеток. В первом начальная сетка 

была получена с помощью экспорта из САПР, а во втором – с помощью трехмерного 

сканирования. 

Конструктивная блочная геометрия. Некоторые объекты довольно сложно за-

дать с помощью аналитического представления, и в то же время они достаточно про-

сты, чтобы моделировать их в сложных САПР. Важными примерами таких объектов 

являются пересечения и объединения простых объектов (примитивов), таких как шар, 

куб, цилиндр. Такой способ задания объектов принято называть конструктивной блоч-

ной геометрией [12]. 

Для простых примитивов поверхностная сетка строится с помощью аналитическо-

го задания области. Далее поверхностные сетки двух примитивов пересекаются, и на их 

основе строится новая поверхностная сетка для объединения, пересечения или разности 

двух примитивов. Новый объект, в свою очередь, тоже можно рассматривать как новый 

примитив. Общая идея пересечения поверхностных сеток состоит в следующем. Сна-

чала строится ломаная линия пересечения поверхностных сеток, разбивающая тре-

угольники в сетках на несколько связных частей. Далее полоску треугольников вдоль 

линии пересечения перестраивают заново для конформного соединения нужных частей 

поверхности. На рис. 3 показаны примеры поверхностных сеток для разных объектов. 

    
Рис. 3. Примеры сеток для областей, заданных с помощью  

конструктивной блочной геометрии 

 

Тетраэдральный генератор сеток. После того, как поверхностная сетка построе-

на, можно приступать к построению тетраэдральной сетки внутри области. В этой ста-

тье предлагается комбинация двух методов. Первый метод – классический алгоритм 

продвигаемого фронта. Он срабатывает не всегда и может оставить после работы часть 

еще не разбитой на тетраэдры области. Для разбиения этих проблемных участков при-

меняется второй метод, основанный на триангуляции Делоне. 

Алгоритм продвигаемого фронта используется для построения тетраэдральной 

сетки внутри заданной ограниченной области. Область задается поверхностной ориен-

тированной конформной триангуляцией, называемой фронтом. После этого шаг за ша-

гом строятся тетраэдры на границе фронта с продвижением его внутрь области. В каж-

дый момент времени текущий фронт отделяет часть с построенной тетраэдральной сет-

кой от еще не рассмотренной части. Если в конце фронт окажется пустым, то тетраэд-

ральная сетка будет построена для всей области. Если во фронте остаются треугольни-

ки, но ни один новый тетраэдр построить не удается, то алгоритм останавливается, и 

применяется второй метод, описанный в следующем подразделе. 
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На каждом шаге из фронта выбирается треугольник с наибольшей площадью, и на 

нем как на основании строится тетраэдр с учетом желаемого размера элементов сетки. 

После этого тетраэдр проверяется на пересечения с фронтом. В случае пересечений 

подбирается другой тетраэдр. Новый тетраэдр добавляется в сетку, а фронт продвига-

ется внутрь области. 

Метод позволяет строить сетки в сложных геометрических областях, в том числе 

анизотропных и имеющих разрезы (рис. 4). Также метод позволяет контролировать же-

лаемый размер элементов сетки и может выбирать его автоматически (рис. 5). 

 

     
 

Рис. 4. Пример анизотропной области. Слева область растянута по оси Z в 50 раз.  
В центре и справа показаны разрезы тетраэдральной сетки плоскостями OXZ и OXY 

 

     
 

Рис. 5. Квазиравномерный, пользовательский и автоматический выбор шага сетки 
 

Метод на основе разбиения Делоне применяется после алгоритма продвигаемого 

фронта, когда бóльшая часть сетки уже построена. Здесь представлена только общая 

идея метода, предложенного П. Л. Джорджем [6]. Сначала для выпуклой оболочки 

множества вершин фронта строится тетраэдральное разбиение Делоне. Далее нужный 

фронт пересекается с полученной сеткой, измельчая ее. После этого из сетки выкиды-

ваются тетраэдры, лежащие за пределами области. Новая сетка не будет совпадать с 

заданным фронтом на границе. Для восстановления конформности новые точки пере-

сечения сдвигаются внутрь области. Предложенный метод гарантирует построение сет-

ки, однако она может содержать практически вырожденные элементы. 

 

Улучшение сеток 

 

На практике качество тетраэдральной сетки зависит от качества поверхностной 

сетки. Как правило, более 95% объема области заполняется сеткой с хорошим качест-

вом с помощью алгоритма продвигаемого фронта. Оставшаяся часть разбивается мето-

дом на основе триангуляции Делоне и может иметь элементы с очень плохим качест-

вом. В этом случае необходимо дальнейшее улучшение сетки, часто путем комбинации 

сдвижки узлов и топологических перестроений сеток [13, 14]. Для этого могут исполь-

зоваться как простые эвристики, так и сложные методы оптимизации критериев качест-

ва [15, 16]. В пакете программ Ani3D имеется мощный инструмент для адаптации се-

ток – пакет AniMBA. 
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Заключение 
 

В статье представлен краткий обзор методов, применяемых в библиотеке AniAFT, 

основным разработчиком которой является автор статьи. Рассмотрены как методы по-

строения поверхностных треугольных сеток, так и алгоритмы для построения тетраэд-

ральных сеток. Представлены некоторые примеры работы алгоритмов. 
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