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Аннотация
Представлена математическая модель разницы углов направления зубьев в зоне зацепления при цилиндрических 
и конических передачах, широко применяемых в приводах различных машин и агрегатов, а также в измеритель-
ных устройствах. На основе выполненного анализа рассмотрено частное решение — математическая модель 
разницы углов направления зубьев в зоне зацепления, охватывающая факторы, создаваемые только конструк-
тивными элементами шпоночных соединений. В результате численного эксперимента выявлено количественное 
влияние угловых отклонений элементов шпоночных соединений на разницу углов направления зубьев в зоне 
зацепления. Разница углов направления зацепляемых зубьев оказывается основным источником, влияющим на 
полноту контакта зубьев, что является одним из показателей надежности и эксплуатационных качеств зубчатых 
передач. Рассмотрены элементы шпоночных соединений в сопряжении вал-колесо. На основе проведенного 
анализа выявлен механизм влияния отклонений конструктивных параметров элементов шпоночных соединений 
на характер и позиции контакта зацепляемых зубьев. Предложены конструктивные и технологические направле-
ния, обусловливающие минимизацию влияния погрешностей шпоночного соединения на образование разницы 
в углах направления зацепляемых зубьев. Даны рекомендации по применению многоступенчатых редукторов 
типа AN, в которых шпоночное соединение используется в сопряжениях вал-колесо только в ведущем и ведо-
мом валах, а также по применению новой конструкции шпонки и шпоночного соединения, обеспечивающих 
самоподнастройку одного из зубьев (зубчатого колеса) в ходе их зацепления. Предложен эффективный способ 
наладки технологической системы при нарезании шпоночной канавки на валу.
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Abstract 
The paper presents a mathematical model of the difference in the angles of the teeth direction in the engagement zone 
of cylindrical and bevel gears, which are widely used in drives of various machines and units, as well as in measuring 
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devices. A particular solution is considered based on the performed analysis. It is a mathematical model of the difference 
in the angles of the teeth direction in the engagement zone, covering the factors generated only by structural elements of 
keyed joints. A numerical experiment revealed a quantitative effect of the angular deviations of the keyed elements on 
the difference in the angles of the teeth direction in the engagement zone. The difference in the angles of the gear teeth 
direction turns out to be the main source that affects the teeth contact completeness, which is one of the indicators of the 
reliability and performance of gears. The elements of keyed joints in the shaft-wheel conjugation are also considered. 
The analysis is carried out and the effect of design parameter deviations of the keyed joint elements on the nature and 
position of the locked teeth contact is revealed. Design and technological directions are proposed that minimize the effect 
of keyed joint errors on the formation of the difference in the angles of the gear teeth direction. Recommendations are 
given on the use of multi-stage gearboxes of the AN type. They use the keyed joints in conjugations of shaft-wheel only 
in the drive and driven shafts. We also give recommendations on applying the new design of the keyed joints, providing 
self-adjustment of one of the teeth (gear) during their engagement. An effective method is proposed for setting up a 
technological system when cutting a keyway on a shaft.
Keywords
mathematical model, gearing, dimensional chain, keyed joints, contact completeness, difference

Введение

Одним из показателей качества и надежности зуб-
чатой передачи является полнота контакта зубьев. 
Площадь контакта зубьев влияет как на их несущие 
способности, так и на износостойкость, и на плавность 
работы, а также на точность перемещений в приборах 
[1–5]. При ее уменьшении увеличивается удельное 
давление на поверхность, ухудшаются условия трения 
зубьев. Так как работа, выполняемая трением, связа-
на с относительно небольшой площадью контакта, 
то ускоряются локальные линейные износы зубьев. 
Практика показывает, что износ пропорционален ра-
боте, выполняемой трением [5–9]. Таким образом, чем 
меньше номинальная площадь, тем интенсивнее линей-
ное изнашивание, увеличивается образование радиаль-
ного зазора между зацепляемыми зубьями, нарушается 

плавность работы передачи, уменьшается срок службы 
зубьев (колес) [10–12]. 

Следовательно, одним из направлений повышения 
надежности зубчатой передачи, редукторов, а также 
измерительных устройств может быть увеличение фак-
тической площади контакта зубьев. Последняя зависит, 
прежде всего, от разности направлений зацепляемых зу-
бьев, от угла между ними. Основными факторами, вли-
яющими на угол между направлениями зацепляющихся 
зубьев, являются погрешности, допущенные при изго-
товлении и сборке несущих элементов зубчатой передачи 
(редуктора), которые непосредственно находятся в функ-
циональной связи с зубчатым зацеплением [3, 10–14]. 

Функциональная связь между разницей углов на-
правления зубьев цилиндрических и конических пере-
дач в зоне зацепления Δβ0 и влияющими на нее факто-
рами выражается зависимостью:

 Δβ0 = F(Δβ1, Δβ2, Δβ3, Δβ4, Δβ5, Δβ6, Δβ7, Δβ8, Δβ9, Δβ10, Δβ11, Δβ12, Δβ13), (1)

где отклонения: Δβ1 — осей основных отверстий кор-
пуса редуктора от параллельности; Δβ2 и Δβ8 — осей 
валов (ведущей и ведомой) от параллельности к осям 
основных отверстий корпуса (индексы 2, 3, 4, 5, 6 и 7 
относятся к ведущим, а 8, 9, 10, 11, 12 и 13 к ведомым 
элементам зацепления); Δβ3 и Δβ9 — осей посадочных 
ступеней (для зубчатых колес) валов от параллельности 
к осям (вращения) валов; Δβ4 и Δβ10 — от параллель-
ности рабочих поверхностей шпоночных канавок валов 
к осям последних; Δβ5 и Δβ11 — от параллельности 
рабочих поверхностей шпонок; Δβ6 и Δβ12 — от парал-
лельности рабочих поверхностей шпоночных канавок 
зубчатых колес к осям их основных отверстий; Δβ7 и 
Δβ13 — отклонения параллельности направления зубьев 
от осей основных отверстий зубчатых колес.

Одним из основных функциональных рабочих уз-
лов зубчатых передач является шпоночное соединение 
(ШС). Отклонение от параллельности рабочих поверх-
ностей элементов шпоночного соединения (ЭШС) от-
носительно оси вращения зубчатого венца приводит к 
погрешностям (различиям) в направлениях зацепляе-
мых зубьев [15]. 

Таким образом, погрешности ЭШС во взаимосвязи 
с другими подобными факторами (например, откло-
нение направления зуба и т. п.) определяют качество 
зацепления по полноте контакта зубьев. Влияние по-
грешностей ЭШС (ПЭШС) на полноту контакта зубьев 

носит сложный характер, и поэтому исследования этого 
вопроса являются актуальными.

Цель работы — выявление механизма влияния 
ПЭШС вал-колесо на характер контакта зацепляемых 
зубьев и разработка мер по улучшению условий кон-
такта зубьев.

Постановка проблемы

Известно, что рабочая поверхность шпонки прини-
мает от вала определенную силу P (крутящий момент), 
и противоположно расположенной рабочей поверх-
ностью передает ее на зубчатое колесо (или наобо-
рот). При фрезеровании шпоночной канавки на вале 
допускается погрешность в виде отклонения рабочей 
поверхности канавки от параллельности ее к оси вала 
(Δβ4). А при обработке шпоночной канавки на колесо 
допускается погрешность в виде отклонения рабочей 
поверхности канавки шпонки от параллельности оси 
зубчатого венца (Δβ6) (рис. 1). Шпонка также имеет 
погрешность изготовления в виде отклонения от парал-
лельности рабочих поверхностей (Δβ5). Допустим, что 
проекция оси посадочной шейки вала и оси симметрии 
шпонки пересекаются в точке А, при этом: δ — наи-
больший зазор между сопрягаемыми цилиндрическими 
поверхностями; ∆β — отклонение направления зуба 
от параллельности к оси посадочной шейки вала. Эти 
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погрешности в совокупности с другими аналогичны-
ми погрешностями определяют конечное направление 
зуба в зоне зацепления. Разница в углах направлений 
зацепляющихся пар зубьев примерно удваивается [15]. 

Когда рабочая поверхность шпонки не параллельна 
оси вала, сила Р, которая стремиться равномерно рас-
пределиться по сопрягаемым поверхностям, так же как 
ШС, обусловливают поворот зубчатого колеса на опре-
деленный угол, в этом случае происходит самоустанов-
ление системы (рис. 1). Соответственно, зубья колеса 
скрещиваются относительно оси вала под тем же углом 
в плоскости, перпендикулярной плоскости рабочей 
поверхности шпонки. При этом углы скрещивания от-
дельных зубьев по окружности разные. В результате в 
период одного оборота колеса, поверхности контакта 
зубьев меняют свои позиции вдоль зубьев, тогда из-
меняются площади контакта. Представляет научный 
интерес механизм влияния ПЭШС на формирование 
площади контакта зацепляемых зубьев.

Математическое моделирование разницы углов 
направления зацепляемых зубьев

Для рационального решения поставленной задачи 
целесообразно вывести общую математическую модель 
разности углов направления зацепляемых зубьев, а в 
дальнейшем применить ее для решения частной про-
изводной задачи.

Для выражения функциональной связи (1) в виде 
математической зависимости, используется теория раз-
мерных цепей, применительно к угловым векторным 
размерным цепям1. Тогда

n
Δβ0 = Δβ1 + Δβ2 + Δβ3 + Δβ4 + Δβ5 + Δβ6 + Δβ7 + 

+ Δβ8 + Δβ9 + Δβ10 + Δβ11 + Δβ12 + Δβ13 = ∑Δβi.
i=1

 (2)

Необходимо отметить, что математическая модель 
(2) целевой функции имеет особенности: значение за-
мыкающего звена Δβ0 формируется при кинематике ее 
составляющих (кроме Δβ1), причем величины послед-
них ограничены собственными значениями, сформи-
рованными только на участке дуги зацепления колес в 
зоне зацепления. Так как Δβ0 формируется при кинема-

тике собственных составляющих, и последние изменя-
ют свои направления в зоне зацепления (в зависимости 
от поворотов колес), то и не исключена вероятность 
взаимокомпенсации составляющих. 

При конструировании приборов и их узлов допуск 
замыкающего звена распределяют между составляю-
щими размерной цепи с определенной (надлежащей) 
закономерностью (порядком) [16]. Исходя из этого и с 
учетом функциональной связи (1), при расчете размер-
ных цепей по вероятностному способу, допуск замыка-
ющего звена T0 вычисляют по формуле

 T0 = t   ∑λiTi ,
i=1

13 2 2  (3)

где t — коэффициент, определяющий процент риска; 
λ1

2 ,…λ13
2

 — коэффициенты, зависящие от кривых рас-
пределения соответствующих первичных погрешно-
стей (индексы параметров соответствуют индексам 
параметров по (2)); Ti — допуск i-той составляющей 
размерной цепи.

Составляющие размерной цепи (2) можно разде-
лить на две части: составляющие, связанные только 
с элементами шпоночного соединения, и остальные. 
Функциональная связь между разницей углов направ-
ления зубьев и влияющими на нее факторами, создава-
емые только конструктивными элементами шпоночных 
соединений, Δβ0′, является составной частью (2) и вы-
ражается зависимостью:

 Δβ0′ = f (Δβ4, Δβ5, Δβ6, Δβ10, Δβ11, Δβ12).

Тогда размерная цепь отклонения направления зуба 
от параллельности к оси посадочной шейки вала, об-
разуемая размерами Δβ4, Δβ5, Δβ6, Δβ10, Δβ11 и Δβ12, 
будет (рис. 2):

 Δβ0′ = Δβ4 + Δβ5 + Δβ6 + Δβ10 + Δβ11 + Δβ12, (4)

где Δβ1′ — (на рис. 2) результирующая размеров Δβ1,  
Δβ2 и Δβ3. Так как он не имеет прямую связь с элемен-
тами шпоночных соединений, здесь можно принять 
Δβ1′ = 0.

Таким образом, математическая модель допуска 
(рассеяния) разницы углов направления зацепляемых 
зубьев, учитывающая при конструировании только 
допуски элементов (или погрешностей элементов при 
изготовлении) шпоночного соединения, будет:

 T0′ = t   ∑λiTi + ∑λiTi ,
i=4

6 2 2 2 2

i=10

12
 (5)

где T0′ — часть допуска на разницы углов направле-
ния зубьев в зоне зацепления, выделенная только для 
элементов шпоночных соединений (T0′ = kT0, где k — 
коэффициент, k ˂ 1).

Применение математических моделей разницы 
углов направления зацепляемых зубьев (2)–(5) позво-
ляет решать различные конструктивные и технологи-
ческие прямые и обратные задачи.

P

P

A

6
5

4

Рис. 1. Влияние положения шпоночного соединения 
на положение зацепляемого зуба 

1 РД 50-635-87 Методические указания. Цепи размерные. 
Основные понятия. Методы расчета линейных и угловых 
цепей. Введен 01.07.1988. М.: Изд-во стандартов, 1987. 31 с.

МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ РАЗНИЦЫ УГЛОВ НАПРАВЛЕНИЯ ЗУБЬЕВ В ЗОНЕ ЗАЦЕПЛЕНИЯ...
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Численный эксперимент. Шпоночные соединения 
применяются почти во всех сопряжениях вал-колесо 
(кроме сопряжений ведущего вала с шестерней быстро-
ходной передачи) различных типоразмеров редукторов 
и зубчатых передач. При этом размеры элементов шпо-
ночного соединения и допуски на них принимаются 
согласно ГОСТ1. Для анализа вышепредставленных 
предположений, рассмотрим пример, принимая свобод-
ное шпоночное соединение в сопряжении со средним 
распространенным размером, согласно ГОСТ.

1. Диаметр поверхности сопряжения вал-шестер-
ня находится в интервале 44–50 мм; размер шпон-
ки, b × h → 14 × 9; рабочая длина шпонки, l = 50 мм. 
При  этом  допуски  по  ГОСТ  для:  диаметра  вала, 
∅ (44–50)–0,043; диаметра втулки, ∅ (44–50)+0,050

+0,120; ши-
рины шпонки, 14h9 = 14–0,043.

2. Диаметр поверхности сопряжения вал-колесо 
находится в интервале 50–58 мм; размер шпонки, 
b × h → 16 × 9; рабочая длина шпонки, l = 56 мм; 
∅ (50–58)–0,043; ∅ (50–58)+0,050

+0,120; и 16h9 = 16–0,043.
ГОСТ не предусматривает допуски на отклонения 

рабочих поверхностей шпоночных канавок от парал-
лельности к осям вала и колеса и на отклонения парал-
лельности рабочих поверхностей шпонки. При анало-
гичных случаях считается, что они включены в допуск 
соответствующего линейного размера. Для определения 
угловых отклонений элементов шпоночного соедине-
ния использованы допуски на соответствующие раз-
меры и получено, что Δβ4 = 03′; Δβ5 = 03′; Δβ6 = 05′; 
Δβ10 = 03′; Δβ11 = 03′ и Δβ12 = 05′.

Принимаем t = 3 (риск 0,27 %, согласно принятому 

порядку в приборостроении); λi =  
12
6  (при неизвестно-

сти закона распределения фактора), определяем разни-
цу углов направления зацепляемых зубьев, создаваемые 

1 ГОСТ 23360–78. Основные нормы взаимозаменяемо-
сти. Соединения шпоночные с призматическими шпонками. 
Размеры шпонок и сечений пазов. Допуски и посадки. Введен 
01.01.80. М.: Изд-во стандартов, 1993. 19 с.

только конструктивными элементами шпоночных сое-
динений, Δβ0′ = T0′ = 11,34′.

Таким образом, разница углов направления заце-
пляемых зубьев больше чем в два раза превосходит 
величину отклонения параллельности рабочей поверх-
ности шпоночной канавки колеса от его оси (квалитет 
точности 10), из-за возможных угловых отклонений 
конструктивных элементов шпоночных соединений. 
Если учесть, что математическая модель (2) включает 
еще 7 составляющих, то необходимость поиска путей 
уменьшения разницы углов направления зацепляемых 
зубьев будет очевидной.

Влияние положения шпоночного соединения 
в зубчатых передачах на характер контакта зубьев

Как отмечено выше, погрешности ЭШС создают 
эквивалентные погрешности направления зубьев. В ре-
зультате контакт между зубьями происходит ограничен-
но, односторонне и нерегулярно как по длине, так и по 
эвольвентному профилю зубьев.

Возможный наибольший угол поворота оси зубча-
того венца β зависит от величины гарантированного 
(наибольшего) зазора между сопрягаемыми цилиндри-
ческими поверхностями вал-колесо (рис. 1): 

 tgβ =  
δ 

 ; β = arctg  
δ 

 ,l l

где l — длина сопрягаемых цилиндрических поверх-
ностей вал-колесо.

В соответствии с особенностями процесса изготов-
ления, отклонение от параллельности ЭШС к оси вала 
формируется в направлениях координатных осей X и 
Y (рис. 3). На рисунке ось X параллельна плоскости, 
проходящей через оси зацепляемых зубчатых колес. 
Погрешности в соединении, образованные в направ-
лении оси X, по-разному влияют на формирование на-
правления зацепляемого зуба в зависимости от углового 
положения ШС. 

Для выявления влияния погрешности ЭШС на на-
правление зуба принимаем, что только элементы одного 
из шпоночных соединений зацепляемой пары обладают 
погрешностями изготовления, а остальные элементы, 
имеющие функциональные связи с направлением зуба, 
обладают идеальной точностью (рис. 1 и 2). Анализ 
механизма влияния положения ШС на направление зуба 
представляется на плоскости, проходящей через оси 
валов, так как зацепление зубьев происходит именно 
на ее периферии (рис. 3). 

Допустим, что в результате сборки ЭШС на ведо-
мом узле вал-колесо, отклонение рабочей поверхности 
шпонки от параллельности к оси вала достигла вели-
чину Δ1, по длине сопряжения l, в направлении оси X 
(рис. 3, а). При этом отклонение рабочей поверхности 
шпоночной канавки колеса от параллельности к оси 
составляет Δ2. Если эти погрешности имеют противо-
положные направления, то они взаимно компенсиру-
ются, Δ = Δ1 – Δ2, а при совпадении их направлений 
они суммируются, Δ = Δ1 + Δ2, и образуют общую ве-
личину отклонения направления зуба. В этом случае 
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Рис. 2. Угловая размерная цепь элементов шпоночных 
соединений зацепляемых зубьев.

1 — теоретические оси валов и колес (оси вращения); 
2 — направления рабочих поверхностей шпонок на валу; 

3 — направления рабочих поверхностей шпонок на колесах; 
4 — оси шпоночных канавок колес
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максимальная угловая погрешность направления зуба 
составляет Δβ = Δβ4 + Δβ5 + Δβ6 (рис. 1 и 2).

На рис. 3, а, г показаны две разные, отличающи-
еся друг от друга на 90°, схемы зацепления зубьев. 
Положения ШС показаны, когда плоскость его сим-
метрии создает угол 90° и совпадает с плоскостью, 
проходящей через оси сцепленной пары. Погрешности 
в виде непараллельностей ЭШС в направлении оси X 
обусловливают поворот оси зубчатого венца (направ-
ление зуба) на некоторый угол α0 на поверхности Q, 
в зависимости от величины Δ, согласно зависимости 
α0 = arctgΔ/lш (где lш — длина поверхности сопряжения 
шпонка–колесо). 

Рассмотрим контакт зубьев в случае, представлен-
ном на рис. 3, а. Допустим, что предполагаемая точка 
контакта b на делительной окружности зуба находится 
на поперечной плоскости, проходящей через сечение 
скрещивания плоскости симметрии шпонки с осью 
вала (рис. 3, б) (назовем центром скрещивания). При 
этом, начиная с этой точки, расстояние между соответ-
ствующими точками теоретических линий контакта 
зубьев уменьшается (или увеличивается, в зависимости 
от направления скрещивания) в двух направлениях, 
вдоль зубьев. Таким образом, имеет место отклонение 
позиции контакта зубьев от теоретических линий заце-
пления, связанное с Δ (в направлении оси X) и криволи-
нейностью эвольвентного профиля (в направлении оси 
Y на плоскости P).

Соответственно, в зоне зацепления, образующая 
1-1 профиля зуба с порядковым номером N (зуб N) по-
ворачивается на угол α0 на плоскости Q и, в отличие от 
теоретического, занимает положение 2-2. Образуется 
погрешность, эквивалентная погрешности собственно-
го направления зуба. Начиная от точки b, на горизон-

тальной плоскости Q в направлении точки d тело зуба 
«приближается» к зацепляемому зубу. В связи с этим 
контакт происходит в областях зуба в зоне точки d, а в 
зоне вокруг точки b возникает наибольший зазор между 
соответствующими зонами зацепляемых зубьев. 

Очевидно, что когда плоскость симметрии ШС на-
ходится в каком-нибудь положении OO1, зуб N входит 
в зацепление (рис. 3, а, б). Он находится в зацеплении 
в течение поворота вала на угол θ и выходит из за-
цепления, когда плоскость симметрии ШС занимает 
положение ОО2 (θ = θ1 + θ2; θ1 = θ2). Согласно теории 
контакта, номинальная площадь контакта имеет форму 
параболы. Длина и номинальная площадь контакта 
формируются в зависимости от неровностей контак-
тирующих поверхностей и угла различия направлений 
контактирующих зубьев. При вращении шестерни пло-
щадь контакта перемещается от вершины к ножке зуба 
колеса (для шестерни, наоборот). 

Согласно теории зацепления, в начальной стадии 
зацепления (контакта) зуба N продолжается дальнейшее 
зацепление, контакт зуба (N – 1), а при стадии заверше-
ния — входит в зацепление зуб (N + 1). Изменяются ус-
ловия контакта зубьев. При этом различие направлений 
зацепляемых зубьев в сочетании с разностями шагов 
зубьев соседних зацепляемых пар обусловливают веро-
ятность появления удара при входе и выходе зубьев при 
зацеплении, поэтому для предотвращения подобных 
явлений предусмотрено фланкирование зубьев — за-
кругление их вершин [5].

При повороте вала на 90° ШС занимает позицию I 
(рис. 3, г). При этом аналогичная картина создается 
на плоскости Р (рис. 3, д). Образующая зацепляемого 
зуба М занимает не теоретическую свою позицию 1-1, 
а позицию 2-2. Зуб М (колесо) поворачивается в зоне 
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Рис. 3. Схема шпоночного соединения, зубчатого зацепления и направления зуба

МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ РАЗНИЦЫ УГЛОВ НАПРАВЛЕНИЯ ЗУБЬЕВ В ЗОНЕ ЗАЦЕПЛЕНИЯ...
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зацепления на угол β0, только из-за погрешностей ШС 
β0 = α0. Образуется погрешность направления зуба уже 
на плоскости Р. Таким образом, контактирование зу-
бьев происходит на участках противоположных концов 
зубьев, вокруг точки b. Одновременно образуется зазор 
между эвольвентными поверхностями зубьев на участ-
ках вокруг точки d, на этот раз на плоскости Р. 

При повороте вала на 180° ШС занимает позицию II 
(рис. 3, в). Зуб, расположенный напротив зуба N, зани-
мает его положение. При этом образующая 1-1 подвер-
гается повороту на угол α0, уже на плоскости Q, но в 
противоположном направлении и занимает позицию 
2-2. Контакт зубьев происходит на их противополож-
ных концах, на участках вокруг точки b. Начиная от 
точки b, в направлении точки d образуется зазор (без 
учета деформаций) между рабочими поверхностями 
зубьев, который достигает максимальное значение в 
точке d.

При повороте вала на 280°, ШС занимает положе-
ние III (рис. 3, е). Зуб, расположенный напротив зуба 
М занимает его положение. Образующая 1-1 занимает 
положение 2-2, и ее отклонение равняется углу β0 уже 
на вертикальной плоскости Р. Контакт зубьев происхо-
дит уже в участках вокруг точки d. 

Выше описан механизм контакта зубьев в четырех 
экстремальных позициях вала ШС. Таким образом, 
при каждом обороте вала в зависимости от положе-
ния ШС контакт зубьев происходит плавно-последова-
тельно на правом–левом–правом–левом концах зубьев. 
Переход контакта от одной схемы к другой происходит 
мгновенно-плавно при вращении зубчатых колес, когда 
плоскость симметрии ШС составляет угол, равный 45° 
с плоскостью, проходящей через оси валов. В зависи-
мости от отношений количества зубьев зацепляемых 
пар (т. е. от передаточного числа u) каждый зуб контак-
тирует только с одним зубом (при u = 1), несколькими 
зубьями (u  целое число) и со всеми зубьями пары. 
Подобный циклический контакт зацепляемых зубьев 
поддерживается во весь период срока службы передачи. 
В результате образующая 2-2 описывает в пространстве 
конус, угол на вершине которого равняется 2α0 = 2β0. 
Вершина конуса находится на эвольвентном профи-
ле в центре скрещивания. В ходе зацепления каждой 
пары зубьев вершина конуса на колесе первоначально 
образуется на вершине и в дальнейшем перемещается 
в направлении ножки зуба. При нахождении центра 
перекрещивания в противоположном конце ШС (зуба), 
вершина конуса также меняет свою позицию соответ-
ственно. Таким образом, на характер контакта зубьев 
влияет и позиция центра скрещивания. Центр может 
быть сформирован в пределе длины ШС, а также вне ее, 
и обладает особым значением в формировании позиции 
контакта зубьев. 

Известно, что для исключения влияния погреш-
ностей направления зубьев зацепляемых пар на их 
надежность применяется дополнительная финишная 
операция обработки зубьев и обеспечиваются их боч-
кообразные формы [5, 10, 12].

Таким образом, возникает необходимость в раз-
работке мер, позволяющих устранить или умень-
шить  негативное влияние ПЭШС на направления за-

цепляемых зубьев, обеспечивающих улучшение их 
контакта.

Управление механизмом контактирования зу-
бьев зацепляемых пар. Повышение надежности зубча-
тых передач с минимизацией влияния угловых погреш-
ностей их элементов на качество зацепления является 
одной из актуальных задач.

На основе анализа вышеизложенного, можно прий-
ти к выводу, что минимизацией влияния ПЭШС на 
направление зубьев можно повысить надежность ра-
боты зубчатой передачи. Эту задачу можно эффективно 
решить в трех направлениях:

1) применением сопряжения вал-колесо без исполь-
зования ШС и пакетных редукторов типа AN;

2) усовершенствованием конструкции элементов 
ШС, позволяющим исключить влияния ПЭШС на на-
правление зубьев в зоне зацепления; 

3) усовершенствованием наладки технологической 
системы при нарезании шпоночной канавки на валу.

1. В Азербайджанском техническом университете 
(АзТУ) под руководством проф. А. И. Абдуллаева соз-
даны многоступенчатые пакетные редукторы типа AN, 
в конструкции которых количества ШС доведено до 
минимума. Одним из преимуществ редукторов типа 
AN является то, что в них используются ШС только 
в первых и последних соединениях вал–колесо зубча-
тых передач. Отсутствие ШС на всех промежуточных 
сопряжениях вал–колесо обусловливает устранение 
негативного влияния ПЭШС на качество зубчатой пе-
редачи [1, 17, 18]. 

Проведенные испытания подобных трехступенча-
тых пакетных редукторов в лабораторных условиях 
АзТУ и в производственных условиях (на скважине 
Государственной нефтяной компании Азербайджанской 
Республики (SOCAR), в механизме лифтовой системы 
зданий) показали их пригодность и эффективность для 
применения [18]. 

Разработан и изготовлен натурный образец нового 
конструктивного решения трехступенчатого двухпо-
точного пакетного редуктора на двух валах с переда-
точным отношением 64, для передаточного механизма 
механического привода штанговых насосов. Проведены 
промышленные испытания пакетного редуктора на 
станке-качалке СКД 3-1,5-710 на скважине глубиной 
850 м вблизи г. Баку. По своим техническим параме-
трам пакетный редуктор полностью соответствовал 
нормативам заказчика – SOCAR, и удовлетворил все его 
требования по нефтедобыче, надежности и работоспо-
собности. Редуктор был рекомендован для дальнейшего 
производства с целью использования на станках-качал-
ках [18].

2. Разработана конструкция шпонки и ШС на уровне 
патента Азербайджана, применение которого обуслов-
ливает исключение негативных влияний погрешностей 
несоосности и непаралельности рабочих поверхностей 
элементов зубчатых передач на их надежность работы. 
Обеспечивается улучшение контактных условий зубьев 
зацепляемых пар передачи (рис. 4). Суть механизма 
управления контактированием зубьев заключается в том, 
что создаются условия для самоподнастройки одного из 
зубьев (деталей) в ходе их зацепления под силы, дей-
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ствующие односторонне на рабочие поверхности кон-
тактирующих зубьев. Ось детали поварачивается на угол 
α, равный разнице направлений зацепляемых зубьев. 

Предложенная цилиндрическая ШС отличается от 
стандартных призматических, тем, что рабочие поверх-
ности 4 шпонки 1, установленной на валу 2, являются 
частью цилиндрической поверхности. Создаются усло-
вия поворота одного из колес 3 относительно другого 
под воздействием односторонне действующей силы на 
рабочие поверхности зубьев при их контактировании. 
Для получения возможности плавного поворота колеса, 
его посадочное отверстие выполняется седлообразной 
формы 5. Обеспечивается возможность поворота одной 
из деталей зацепляемой пары вокруг двух простран-
ственных осей Y и Z (рис. 4). 

Характер цилиндрических шпоночных соединений 
для сопряжения вал–колесо (тип посадки, базовые раз-
меры ШС и т. п.) принимается, как принято для стан-
дартных призматических ШС, так как рабочая площадь 
поперечного сечения цилиндрической ШС мало отли-
чается от предусмотренных для призматических ШС.

3. Целенаправленная наладка технологической си-
стемы является одним из основных направлений обе-
спечения высокой точности обработки [19]. Для мини-
мизации влияния ПЭШС на характер контакта зубьев 
необходимо осуществить наладку технологической 
системы в середине канавки при нарезании шпоночной 
канавки на валу, так как наилучшие условия контакта 
обеспечиваются, когда центр скрещивания находится в 
середине ШС по длине. Тогда радиус основания конуса, 
полученный в положении 2-2, уменьшится в два раза 
по сравнению со случаем, когда центр скрещивания 
находится на концах ШС (на точках b или d, рис. 3). 

Контактирование зубьев концентрируется в ос-
новном на середине зуба по длине. Соответственно 
уменьшается негативное влияние ПЭШС на характер 
контакта зацепления зубьев. Происходит уменьшение 
амплитуды «качения» зуба почти в два раза, перенос 
ее центра на середину зуба обусловливает улучшение 
условий работы и повышение надежности работы всей 
зубчатой передачи.

Заключение

Предложена математическая модель разницы углов 
направления зубьев в зоне зацепления цилиндрических 
и конических зубчатых передач. На основе ее анализа 
выведена производная модель, охватывающая влияние 
в целевой функции возможных угловых отклонений 
элементов шпоночного соединения.

Выявлен и раскрыт механизм контакта зубьев в 
зубчатых передачах, в зависимости от положения и 
погрешности элементов шпоночного соединения при 
зацеплении. Установлено, что при сопряжении зубчато-
го колеса с валами с помощью шпоночного соединения, 
отрицательное влияние погрешностей элементов шпо-
ночного соединения на качество соединений удваива-
ется, становится более сложным, зависит от количества 
одновременно зацепляемых пар и от передаточного 
числа передачи.

Предложены конструктивные и технологические 
мероприятия, обусловливающие минимизацию влия-
ния погрешностей шпоночного соединения на обра-
зование разницы в углах направлений зацепляемых 
зубьев, позволяющие улучшить условия их контакти-
рования. 
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Рис. 4. Цилиндрическое шпоночное соединение в сопряжении вал-колесо
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