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Аннотация 
Рассмотрен алгебраический метод исследований робастной устойчивости непрерывных и дискретных интер-
вальных динамических систем. Представлены оригинальные результаты робастности, полученные для непре-
рывных и дискретных линейных интервальных динамических систем, в рамках алгебраического направления 
робастной устойчивости. Сформулирована и доказана базовая теорема о робастной устойчивости линейной 
непрерывной динамической системы с интервальными элементами матрицы правой части, которая определяется 
через сепаратные угловые коэффициенты характеристического полинома системы. Доказательство выполнено 
на основе леммы о сепаратных коэффициентах характеристического полинома, получаемых оптимизацион-
ными методами нелинейного программирования на множестве интервальных элементов матрицы системы, 
возможными значениями которых могут быть верхняя или нижняя границы соответствующего интервала или 
нуль. Сформулировано уточняющее замечание к базовой теореме для непрерывных систем о необходимости 
полного множества (набора) из четырех угловых полиномов для робастной устойчивости системы, исключающее 
кратные случаи характеристического полинома, когда множество полиномов Харитонова вырождается и будет 
состоять из менее требуемых четырех различных полиномов. Получена теорема о необходимых и достаточных 
условиях робастной устойчивости многогранника интервальных матриц. Для дискретных систем получен дис-
кретный аналог теоремы Харитонова. Приведен алгоритм определения робастной устойчивости дискретных 
интервальных динамических систем. Рассмотрены сравнительные характеристики результатов, полученных в 
работах широко известных авторов алгебраического направления проблемы робастной устойчивости, которые 
показывают отличительную особенность данного метода, заключающуюся в рассмотрении интервальных матриц 
общего вида. Достоверность метода апробирована на известных контрпримерах к теореме Биаласа, а также 
других исследователей, изучающих проблемы робастной устойчивости интервальных динамических систем.
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Abstract 
The paper considers robust stability study of continuous and discrete interval dynamic systems by algebraic method. 
The original robustness results obtained for continuous and discrete linear interval dynamic systems within the algebraic 
direction of robustness stability are presented. The author formulated and proved the basic theorem on the robustness 
of linear continuous dynamic system with interval elements of the right-hand part matrix, which is determined through 
the separate angular coefficients of characteristic polynomial of the system. The basic theorem is proved on the basis of 
a lemma on the separative coefficients of the characteristic polynomial obtained by optimization methods of nonlinear 
programming on multiple interval elements of the system matrix. Their possible values can be the upper or lower limits 
of the corresponding interval or zero. A clarification note to the basic theorem for continuous systems is formulated. The 
idea lies in the need for a complete set of four angular polynomials for the robustness stability of the system, excluding 
multiple cases of the characteristic polynomial, when the set of Kharitonov polynomials degenerates and will consist 
of the less required four different polynomials. The theorem is obtained on the necessary and sufficient conditions of 
robustness stability for the polyhedron of interval matrices. A discrete analogue of the Kharitonov theorem is obtained for 
discrete systems. The algorithm of robustness stability determination for discrete interval dynamic systems is presented. 
Comparative characteristics of the results obtained in the works of well-known authors having studied the algebraic 
trend of robust stability problem are considered. They show the distinctive feature of this method, which consists in 
consideration of interval matrices of general type. The validity of the method is tested on the known counterexamples 
to Bialas’s theorem, as well as the other researchers studying robustness problems of interval dynamic systems.
Keywords 
interval dynamic system, robust stability, algebraic direction of robust stability, interval characteristic polynomial, 
Kharitonov’s angular polynomials, interval matrix, separate slopes, polyhedron of matrixes, discrete analog of 
Kharitonov’s theorems, intermittency point and interval, counterexamples to Bialas’s theorem

Введение

В развитии современной теории управления наблю-
дается повышенный интерес к проблемам робастности 
и грубости систем [1–12]. Традиционное понимание 
грубости и робастности в современной литературе 
определяет робастность как способность систем со-
хранять те или иные свойства не единственной систе-
мы, а множества систем, определенных тем или иным 
способом, а грубость как свойство систем сохранять 
качественную картину разбиения фазового простран-
ства на траектории при малом возмущении топологии, 
при рассмотрении близких по виду уравнений систем 
[1, 2, 4, 11].

Тот интерес, к которому привлекают проблемы 
робастности и грубости в различных областях науки 
и техники, да и не только в теории управления, но и 
в экологии, синергетике и т. д., связан с тем, что эти 
понятия относятся к важнейшим свойствам систем, 
рассматриваемых при их реальном функционировании. 

Как известно, основоположником алгебраического 
направления исследований робастности интерваль-
ных систем является российский советский ученый 
В.Л. Харитонов. В работах В.Л. Харитонова 1978 года 
решены вопросы об устойчивости семейства полино-
мов непрерывного времени с интервальными коэффи-
циентами. Им было установлено, что для устойчивости 
интервального полинома необходимо и достаточно 
устойчивости лишь четырех угловых полиномов се-
мейства, которые теперь носят название полиномов 
Харитонова [13].

На данный момент недостаточно рассмотрены во-
просы построения робастных и грубых нелинейных 
систем управления. При этом для инженерных приме-
нений необходимо рассмотреть и большие (конечные) 
возмущения, т. е. вопросы робастности и грубости в 
большом, а также следует отметить, что на практике 
модели и параметры возмущений могут быть не только 
известны, но и неопределенны [14–16].

В настоящее время получено много новых результа-
тов в теории робастной устойчивости, это прежде всего 
реберная теорема и дискретные аналоги, и варианты 
теорем Харитонова. Советскими и российскими учены-
ми — Я.З. Цыпкиным, Б.Т. Поляком, Ю.И. Неймарком 
разработаны частотные критерии робастной устойчи-
вости типа Михайлова, Найквиста, D-разбиения [10, 
12, 17–19]. 

В данной работе приведены сравнительные характе-
ристики известных результатов, полученных в работах 
широко известных авторов алгебраического направле-
ния проблемы робастной устойчивости [4, 7–9, 16, 19].

В работах [4, 8, 9, 11] представлены обзоры и по-
становки задач робастной устойчивости, которые были 
вызваны известной работой В.Л. Харитонова [13]. 

В работе Б.Т. Поляка, П.С. Щербакова [19] пред-
ложено понятие сверхустойчивости линейных систем 
управления. При этом сверхустойчивые системы обла-
дают свойствами выпуклости, допускающими простые 
решения многих классических задач теории управ-
ления, в частности, задачи робастной стабилизации 
при матричной неопределенности. Но существенным 
ограничением таких систем является практическая 
узость их класса, определяемого условиями наличия 
доминирующих диагональных элементов матрицы си-
стемы с отрицательными величинами. В данной работе 
рассматриваются матрицы общего вида.

В работе В.М. Кунцевича [16] получены интересные 
результаты по робастной устойчивости для линейных 
дискретных систем. При этом матрица системы зада-
ется в классе сопровождающих характеристический 
полином системы, т. е. в фробениусовой форме, что 
также сужает класс рассматриваемых реальных систем.

В работах B.R. Barmish и др. [20, 21] предложены 
контрпримеры к теореме Биаласа [22], которые аннули-
рованы в работе [23].

В работах M. Mansour и др. [24, 25] получены дис-
кретные аналоги слабой и сильной теорем Харитонова 
[13], которые имеют ограничения, накладываемые на 
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интервальные области коэффициентов, или в случаях 
применения [4, 26, 27] сложной процедуры проектиро-
вания корней полиномов на отрезок [–1, 1].

Таким образом, работа В.Л. Харитонова [13] вы-
звала огромный интерес к проблеме исследований 
робастности интервальных динамических систем [4, 
8–12, 16–29]. В современной теории интервальных 
динамических систем существуют два альтернативных 
направления [4, 8–10, 13, 16–19, 28, 29]:
1) алгебраическое или харитоновское направление;
2) частотное или направление Цыпкина–Поляка.

В настоящей работе рассматривается алгебраиче-
ский метод исследования робастности как непрерыв-
ных, так и дискретных интервальных динамических 
систем, основы которого заложены в работах [23, 25].

Новизна предлагаемого подхода состоит в том, что 
для линейных динамических систем с интервальной 
матрицей общего вида сформулирована и доказана 
базовая теорема о робастной устойчивости линейной 
непрерывной динамической системы с интервальными 
элементами матрицы правой части, которая определя-
ется через сепаратные угловые коэффициенты харак-
теристического полинома системы. Базовая теорема 
доказана на основе леммы о сепаратных коэффициен-
тах характеристического полинома, получаемых опти-
мизационными методами нелинейного программиро-
вания на множестве интервальных элементов матрицы 
системы, возможными значениями которых могут быть 
верхняя или нижняя границы соответствующего ин-
тервала или нуль. Получено уточняющее замечание к 
базовой теореме для непрерывных систем, о необхо-
димости полного множества (набора) из четырех угло-
вых полиномов для робастной устойчивости системы, 
исключающее кратные случаи характеристического 
полинома, когда множество полиномов Харитонова 
вырождается и будет состоять из менее требуемых че-
тырех различных полиномов. Сформулирована теорема 
о необходимых и достаточных условиях робастной 
устойчивости многогранника интервальных матриц. 
Для дискретных систем получен дискретный аналог 
теоремы Харитонова. Приведен алгоритм определения 
робастной устойчивости дискретных интервальных 
динамических систем.

Постановка задачи

Рассматриваются линейные динамические системы 
порядка n,
непрерывная

 ẋ(t) = Ax(t), x(t0) = x0, (1)

и, дискретная

 x(m + 1) = Ax(m), m = 1,2,3,…, (2)

где x = x(t) ∈ Rn; x(m) — векторы состояния; A ∈ Rnxn — 
интервальная матрица с элементами aij, i, j = 1, n, пред-
ставляющие интервальные величины aij ∈ [aij, aij] с 
угловыми значениями aij, aij, aij  aij.

Требуется определить условия робастной устойчи-
вости систем (1) и (2).

Непрерывные системы

Основные результаты. В базовых для рассматри-
ваемого метода работах [23, 29] получены результаты 
в виде строго доказанных теоремы 1 и леммы к ней о 
робастной устойчивости системы (1) по условиям гур-
вицевести четырех угловых полиномов Харитонова, со-
ставленным по последовательным сепаратным угловым 
коэффициентам bi(bi, bi, i = 1, n) характеристических 
полиномов системы (1):

 f(λ) = λn + b1λn–1 + … + bn = 0, (3)

где λ — собственные значения матрицы A. 
Приведем эти теорему 1 и лемму.
Теорема 1. Для того чтобы положение равновесия 

x = 0 системы (1) было асимптотически устойчиво при 
всех A ∈ D, или чтобы интервальная матрица A была 
устойчива, необходимо и достаточно, чтобы были гур-
вицевы все четыре угловые полиномы Харитонова, со-
ставленные по последовательным сепаратным угловым 
коэффициентам bi(bi, bi, i = 1, n) характеристических 
полиномов (3) системы (1).

Данная теорема доказана на основе следующей 
 леммы.

Лемма. Сепаратные угловые коэффициенты bi(bi, 
bi, i = 1, n) образуются как соответствующие коэффи-
циенты полиномов (3), либо при угловых значениях 
элементов aij, i, j = 1, n матрицы A, либо при нулевых 
значениях некоторых элементов (если интервал принад-
лежности включает нуль). 

Как нетрудно видеть из леммы, для нахождения ко-
эффициентов bi(bi, bi, i = 1, n) в общем случае необходи-
мо применение оптимизационных методов нелинейного 
программирования. 

К теореме 1, доказательство которой приведено в 
приложениях работы [23], необходимо сделать следу-
ющее уточняющее замечание.

Замечание. Из основного аргумента доказательства 
теоремы 1, связанного с наличием четырех угловых 
полиномов Харитонова, следует, что, при отсутствии 
полного множества (набора) из четырех угловых поли-
номов, условия теоремы 1 необходимы, но могут быть 
недостаточны для устойчивости системы (1).

Случай, соответствующий приведенному замеча-
нию, может возникнуть тогда, когда сепаратные угло-
вые коэффициенты полиномов (3) взаимосвязаны и в 
итоге сужают набор угловых коэффициентов до коли-
чества менее четырех.

Справедливость доказанной теоремы 1 подтвержда-
ется аннулированием известных контрпримеров к тео-
реме Биаласа [22]. 

Пример 1. Теорема 1 апробирована на различных 
контрпримерах к теореме Биаласа, в частности из ра-
боты [20], где рассматривается матрица 

 A = Ωr =

 –0,5 – r –12,06 –0,06

 –0,25 0 1

 0,25 –4 –1

, (4)

где r ∈ [0,1], для которого подтверждена справедли-
вость теоремы 1.
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При этом, в случае матрицы A = Ωr из [20], можно 
наглядно рассмотреть справедливость приведенного 
выше замечания к теореме 1.

Действительно, в данном случае последовательные 
сепаратные угловые коэффициенты образуют неполное 
множество угловых коэффициентов, поскольку

 b1 = –∑
i=1

3
aij = 1,5 + r, b2 = ∑

i, j=1

3
aiiajj – ∑

i, j=1

3
aijaji,

b3 = – ∑
i, j, k=1

3
aijajkakj – ∑

i, j, k=1

3
aijajkaki – a11a22a33 = 4r + 2,06,

отсюда сепаратные угловые коэффициенты: b1 = 1,5; 
b1 = 2,5; b2 = 1,5; b2 = 2,5; b3 = 2,06; b3 = 6,06.

Соответственно, угловых полиномов Харитонова в 
данном случае будет только два:

 f1(λ) = λ3 + 1,5λ2 + 1,5λ + 2,06 = f2(λ),

 f3(λ) = λ3 + 2,5λ2 + 2,5λ + 4,06 = f4(λ), (5)

т. е. полного набора четырех угловых полиномов, ука-
занных в работе [23] не будет.

Исходя из этого, по угловым полиномам (5) система 
(1) будет всюду при r ∈ [0,1] устойчива, хотя известно, 
что при r ∈ [0,5 – √0,06 , 0,5 + √0,06 ] эта система неу-
стойчива.

Пример 2. Рассмотрим еще один наглядный при-
мер, иллюстрирующий выводы замечания к теореме 1. 

Пусть задан характеристический полином интер-
вальной системы (1) в виде 

 f(λ) = λ3 + 1,5λ2 + 2,5λ + b3, (6) 

где коэффициент b3 ∈ [2, 3]. Такой случай системы (1) 
возможен, например, при фробениусовой или сопрово-
ждающей форме матрицы A.

Тогда четыре угловых характеристических полино-
ма системы (1) будут следующие:

 f1(λ) = λ3 + 1,5λ2 + 2,5 λ + 3, 

 f2(λ) = λ3 + 1,5λ2 + 2,5λ + 3,

 f3(λ) = λ3 + 1,5λ2 + 2,5λ + 2, 

 f4(λ) = λ3 + 1,5λ2 + 2,5λ + 2.

Как нетрудно видеть, в данном случае все четыре 
характеристических полинома системы (1) устойчивы 
(b1b2 > b3) и система (1) робастно устойчива. Если же, 
положим b3 ∈ [2,06, 4,06], то в этом случае первые два 
полинома f1(λ) и f2(λ) неустойчивы, а два следующих 
f3(λ) и f4(λ) устойчивы, а следовательно система (1) 
робастно неустойчива.

В этом примере рассмотрены два случая интерваль-
ной системы (1), когда имеются две пары совпадаю-
щих или кратных характеристических полиномов, но 
при этом имеются полные наборы четырех полиномов 
Харитонова, в отличие от случая системы (1) с ма-
трицей A = Ωr (4), где нет полного набора из четырех 
угловых характеристических полиномов, а только два 
угловых полинома, вследствие жесткой зависимости ко-
эффициентов bi, i = 1,2,3 от параметра r. В двух случаях 
рассматриваемого примера 2 в соответствии с замеча-
нием к теореме 1 можно сделать вполне определенный 

вывод о робастной устойчивости или неустойчивости 
интервальной системы (1) с характеристическим по-
линомом (6), в то время как в случае с матрицей вида 
A= Ωr определенный вывод о робастной устойчивости 
нельзя сделать (здесь следует отметить, что в работе 
[23] вывод по данному случаю сделан неверный).

Теорема 1 и лемма позволяют решить задачу о ре-
берной гипотезе для многогранников матриц [4].

Известно [4], что многогранником матриц называ-
ется множество

 P = {Ps = ∑
i=1

m
siPi:si ≥ 0, i = 1, m, ∑

i=1

m
si = 1}, (7)

где Pi, i = 1, m — постоянные матрицы.
В работе [4] сформулирована гипотеза об условиях 

устойчивости многогранника P (7) в следующем виде.
Гипотеза. Многогранник P устойчив тогда и только 

тогда, когда ребра P устойчивы, т. е. матрица 

 sPi + (1 – s)Pj 

устойчива при любых i, j = 1, m, s ∈ [0, 1].
Но в работе [21] на контрпримерах показано, что 

данная гипотеза неверна для строго гурвицева случая.
Противоречия в реберной гипотезе разрешены на 

основе следующей реберной теоремы 2, доказанной в 
работе [23].

Теорема 2. Для устойчивости многогранника ма-
триц P необходимо и достаточно, чтобы выпуклые 
ребра P были устойчивы, т. е. матрица

 siPi + s2Pj

устойчива при любых i, j = 1, m, s1 ∈ [–1, 0], s2 ∈ [0, 1].
В данном случае многогранник матриц P представ-

лен в виде:

 P = {Ps = Ps1 + Ps2:Ps1 = ∑
i=1

m
s1iPi,

 Ps2 = ∑
i=1

m
s2iPi:s1i + s2i = si ≥ 0, i = 1, m, ∑

1

m
si = 1}.

Справедливость теоремы 2 также подтверждается 
аннулированием всех известных контрпримеров из 
работы [21].

Дискретные системы

Как известно, публикация работы [13] дала им-
пульс для поиска многими исследователями дискрет-
ных аналогов теорем Харитонова [4, 10, 24–27]. Так, 
в работе [4] указано, что «дискретный вариант хари-
тоновского условия четырех многочленов отсутству-
ет». Но здесь же отмечается, что в настоящее время 
получены [24] дискретные аналоги слабой и сильной 
теорем Харитонова. Но эти аналоги теорем Харитонова 
имеют определенные ограничения, накладываемые на 
интервальные области коэффициентов [4]. Эти огра-
ничения были сняты в работах [26, 27], где получены 
аналоги теорем Харитонова с использованием теоремы 
Шура [30]. Также в [26, 27] сформулированы теоремы, 
 являющиеся дискретными аналогами результатов рабо-
ты [13] по интервальным матрицам и многогранникам 
матриц. 
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Далее рассматривается обобщение результатов, по-
лученных в работе [26], с учетом выводов, приведен-
ных выше, для непрерывных систем. 

Основные результаты. Для дискретных систем, 
используя z-преобразование, получаем интервальный 
характеристический полином

 f(z) = det(zI – A) = ∑
i=1

n
bizn–i, bi ∈ [bi, bi], bi ≤ bi, (8)

где I — единичная матрица.  
Для определения условий устойчивости воспользу-

емся теоремой Шура [30], т. е. условиями вида

 |b0| > |bn|,

для последовательности полиномов, определяемых 
рекуррентными соотношениями

 fi(z) = [b0 f(z) – bn f(1/z)zn]/z,…, fi+1(z) = 
 [b0,i fi(z) – bn,i fi(1/z)zn–1]/z,

где b0,i, bn,i — старший и младший коэффициенты i-го 
(i = 1, n – 2)) полинома fi(z) соответственно.

Определение. Точками перемежаемости для 
коэффициентов bi, i = 0, n будем называть точки на 
действительной оси, в которых происходят переходы 
корней полинома (8) через единичную окружность на 
плоскости корней, а интервалами перемежаемости — 
соответственно, интервалы, в которых корни находятся 
либо внутри, либо вне единичного круга (рисунок). 

В работе [26] сформулированы основные результа-
ты по определению условий робастной устойчивости 
дискретных интервальных систем в виде соответству-
ющих теорем 1–6. При этом следует отметить, что, 
как указано выше, для случая непрерывных систем 

[23], справедливость теоремы 5 имеет ограничение, 
обусловленное замечанием к теореме 1 работы [23], 
т. е. теорема 5 верна при полном наборе из четырех 
различных полиномов Харитонова.

Справедливость результатов [23, 26] относительно 
аналога сильной теоремы Харитонова продемонстри-
рованы на известных контрпримерах из [4, 24, 25] и др.

Таким образом, алгоритм определения робастной 
устойчивости дискретных интервальных динамических 
систем будет следующим.
1. Пользуясь формулами леммы к теореме 1 [23], опти-

мизацией по элементам aij ∈ [aij, aij], i, j = 1, n интер-
вальной матрицы A, находятся сепаратные угловые 
коэффициенты bi ∈ [bi, bi], i = 0, n, интервального 
характеристического полинома (8). 

2. Определяются четыре полинома Харитонова, соот-
ветствующие интервальному полиному (8)

 f1(z): {b0, b1, b2, b3, b4…,}; f2(z): {b0, b1, b2, b3, b4…};

 f3(z): {b0, b1, b2, b3, b4…,}; f4(z): {b0, b1, b2, b3, b4…}.

3. Составляются n неравенств вида (П.2), указанных в 
приложении работы [23].

4. Относительно каждого коэффициента bi, i = 0, n, 
считая остальные коэффициенты фиксированными, 
последовательно находятся точки перемежаемости 
для всех четырех полиномов Харитонова и по всем 
n неравенствам (см. п. 3), начиная с меньших поряд-
ков.

5. Если все точки перемежаемости по всем коэффи-
циентам bi, i = 0, n, не принадлежат заданным ин-
тервалам, то исходный полином (система) устойчив, 
в противном случае — неустойчив.

Рисунок. Точки перемежаемости M1′ и M2′ на числовой оси коэффициента bi по стрелке от –∞ до +∞, и интервалы 
перемежаемости (–∞, M1′]–, [M1′, M2′]+, [M2′, +∞)– для коэффициента bi (а); М1 и М2 точки в единичной окружности 

плоскости корней zi, zk (Re zi — действительная часть, Im zi — мнимая часть), которые соответствуют переходам 
корней характеристического полинома (8) из устойчивой области (+) в неустойчивую область (–) при изменениях 

коэффициента bi (б)
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Заключение

Алгебраический метод харитоновского направления 
исследований робастной устойчивости интервальных 
динамических систем, рассмотренный в данной работе, 
является дальнейшим развитием основных результатов 

работ [23, 26], который позволяет решать проблему 
робастной устойчивости при общем виде интервальной 
матрицы системы. При этом метод направлен для ре-
шения задач робастной устойчивости как для линейных 
непрерывных, так и для линейных дискретных интер-
вальных динамических систем. 
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