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Аннотация
Предмет исследования. Исследование детерминированных систем является актуальной проблемой есте-
ствознания. В работе рассмотрен подход, позволяющий изучать поведение детерминированных систем. Целью 
работы является построение уравнения эволюции таких систем, из которого возможно показать, что часть ма-
кроскопических процессов подчиняется квантовой логике. Метод. Предложен новый алгебраический подход, 
основанный на некоммутативной алгебре. Показано, что для любой детерминированной системы при условии 
задания ее изменения за малый промежуток времени можно построить систему дифференциальных уравне-
ний, описывающих эволюцию данной системы во времени. Введенный аппарат некоммутативного умножения 
является альтернативой операторного исчисления квантовой механики. Основные результаты. Построено 
ассоциативное некоммутативное кольцо, позволяющее описать эволюцию произвольной детерминированной 
системы. Предложенная алгебра — изоморфная алгебра Гейзенберга. Показано, что все элементы алгебраических 
колец являются обычными функциями числовых переменных в отличие от математического аппарата квантовой 
механики, что дает возможность придания им различного физического смысла. Практическая значимость. 
Рассмотрен пример построения дифференциального уравнения, описывающего движение классической частицы 
при наличии случайных сил. Полученное уравнение описывает плотность вероятности нахождения классической 
частицы в произвольный момент времени в фазовом пространстве.
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Abstract
Subject of Research. The research of deterministic systems is a topical problem of natural science. The paper presents 
an approach for behavior study of the deterministic systems. The work is aimed at creation of the evolution equation 
for deterministic systems, which shows that part of the macroscopic processes complies with quantum logic. Method. 
A new algebraic approach is proposed based on non-commutative algebra. It is shown that for any deterministic system 
in case of setting its change for a short time period, it is possible to create a system of differential equations describing 
the evolution of a given system in time. Implemented apparatus of non-commutative multiplication is an alternative to 
the operator calculus for quantum mechanics. Main Results. An associative non-commutative ring is built describing 
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the evolution of arbitrary deterministic system. The proposed algebra is an isomorphic Heisenberg algebra. It is shown 
that all elements of algebraic rings are functions of numerical variables unlike the mathematical apparatus of quantum 
mechanics and, therefore, it is possible to give them different physical meaning. Practical Relevance. An example 
of differential equation creation is considered describing the motion of a classical particle in the presence of random 
forces. The obtained equation describes the probability density of a classical particle location at an arbitrary point of 
time in phase space.
Keywords 
system, non-commutative multiplication, transfer matrix, differentiation operator, physical model, Fourier transform

Введение

Изучение поведения детерминированных систем 
является актуальной проблемой естествознания. В по-
следнее время этой проблемой занимается общая тео-
рия систем, в частности теория динамических систем 
[1, 2]. Нетривиальные подходы к изучению поведения 
сложных систем выдвигает такое направление совре-
менной науки как синергетика [3, 4]. В данной работе 
авторы предлагают новый алгебраический подход, ос-
нованный на некоммутативной алгебре [5].

Физические процессы, происходящие в природе, 
описываются набором количественных характери-
стик. Пусть процесс считается заданным, если изве-
стен набор Ψ = {Ψ1…ΨN} аддитивных величин в те-
кущий момент времени T, где Ψ — вектор в N-мерном 
пространстве состояний, например, плотность тока 
тепла с внутренней структурой [6, 7]. В общем слу-
чае рассмотрим процесс в системе отсчета с набором 
Q = {Q1…QM} обобщенных координат. Под процессом 
будем понимать упорядоченную последовательность 
событий в M-мерном пространстве обобщенных коор-
динат с заданием вектора состояния Ψ. При этом все 
компоненты вектора состояния Ψ называются каналами 
распространения.

Если состояние системы в произвольный начальный 
момент времени T = t задан вектором Ψo(q, t), кото-
рый однозначно определяет вектор состояния системы 
Ψ(Q, T) в произвольный момент времени T  t, то такой 
процесс называется детерминированным. Целью насто-
ящей работы является построение уравнения эволюции 
детерминированных систем, из которого возможно по-
казать, что большинство макроскопических процессов 
подчиняются квантовой логике.

Постановка задачи

Представим состояние системы вектором Ψ(Q, T), 
который определяется интегралом вида:

 Ψ(Q, T) = ∫
(Ωq)

Ψo(q, t)Λ(q, t|τ|R)dq1dq2…dqM, (1)

где dΩq = dq1dq2…dqM — объем в М-мерном простран-
стве координат; R = Q – q — вектор перемещения в 
пространстве обобщенных координат;  τ = T – t — дли-
тельность процесса; Λ(q, t|τ|R) — матрица перехода, 
каждый элемент которой Λkn(q, t|τ|R) можно трактовать 
как долю величины Ψkn, перешедшей с канала k на ка-
нал n за время τ и переместившейся на вектор R. 

В детерминированных системах матрица перехода 
Λ однозначно определяет с помощью определяющего 
уравнения (1) состояние системы в произвольный мо-

мент времени. Сам процесс можно рассматривать как 
перераспределение некоторой векторной величины Ψo с 
возможным учетом источников и стоков в пространстве 
и времени. 

Сформулируем задачу следующим образом — опре-
делить уравнение эволюции матрицы перехода Λ.

Метод решения

Поскольку процесс является детерминированным, 
то для матрицы перехода можно представить следую-
щее верное тождество, справедливое для всех τ1 ∈ [0, τ]:

Λ(q, t|τ|R) =

= ∫
(Ωr)

Λ(q, t|τ1|r)Λ(q + r, t + τ1|τ – τ1|R – r)dΩr 
def
=

= Λ(q, t|τ1|R) ⊗ Λ(q, t + τ1|τ – τ1|R – r),

 (2)

где dΩr = dr1…drM. 
Уравнение (2) по смыслу представляет собой аналог 

известного уравнения Смолуховского–Колмогорова–
Чепмена [8] и означает переход системы из одного со-
стояния в другое через всевозможные промежуточные 
состояния. Так как в детерминированном процессе про-
шлое однозначно определяет будущее, то выражение 
(2) описывает марковский процесс. Смысл выражения 
(2) становится более понятным, если воспользоваться 
соотношением (1) и записать это выражение для двух 
моментов времени: T = t + τ1 и T = t + τ. В результате 
получим

 Ψ(Q, t + τ1) = ∫
(Ωq)

Ψo(q, t)Λ(q, t|τ1|Q – q)dΩq;

Ψ(Q, t + τ) = ∫
(Ωq)

Ψ(q, t + τ1)Λ(q, t + τ1|τ – τ1|Q – q)dΩq.

Выражение (2) можно рассматривать как некомму-
тативное умножение, которое для двух распределений 
A(q|R) и B(q|R) можно определить как

 
C(q|R) = A(q|R) ⊗ B(q|R) 

def
=

= ∫
(Ωr)

A(q|R)B(q + r|R – r)dΩr .
 (3)

Далее в тексте работы для компактности будем при-
держиваться алгебраической формы записи.

Матричные элементы Λkn представим аналитиче-
скими функциями по переменной q и в общем случае — 
кусочно-непрерывными по векторной переменной R. 

В соответствии с методом [9] определим обратный 
фурье-образ матрицы перехода Λ(q|Q), а именно:
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 Λ~(q, t|τ|k) = ∫…∫
+∞

–∞
eikRΛ(q, t|τ|R)dR1…dRM 

. (4)

Для простоты расширим область определения обоб-
щенных координат на всю числовую ось, соответствен-
но доопределив матрицу перехода Λ(q|R) следующим 
образом:

 Λ(q|R) ≡ 0, q ∉ Ωq.

Применив обратное преобразование Фурье к выра-
жению (3) с учетом определения (4), получим

C~(q|k) = ∫…∫
+∞

–∞
dr1dr2…drM∫…∫

+∞

–∞
eikrdR1…dRM×

× A(q|r)B(q + r|R – r) =  ∫…∫
+∞

–∞  
A(q|r)B~(q + r|k)eikrdΩr =

= ∫…∫
+∞

–∞  
A(q|r) ∑

∞

n1=0
…
nM=0

B~q
n1+…+nM(q|k)eikrdΩr =

= ∑
∞

n1=0
…
nM=0

B~q
n1+…+nM(q|k)×

×∫…∫
+∞

–∞  
A(q|r)r1

n1…nMeikrdΩr =

= ∑
∞

n1=0
…
nM=0

A~k
n1+…+nM(q|k)B~q

n1+…+nM(q|k),

(5)

где символы A~k
n1+…+nM(q|k) и B~q

n1+…+nM(q|k) означают:

 A~k
(n1+…+nM)(q|k) ≡ ;

 B~q
(n1+…+nM)(q|k) ≡ .

Теперь рассмотрим некоммутативное кольцо R⊗, в 
котором наряду с естественным сложением определим 
мультипликативную полугруппу согласно выражению 
(5) следующим образом:
 

C(q|k) = A(q|k) ⊗ B(q|k) 
def
=

= ∑
∞

n1=0
…
nM=0

Ak
(n1+…+nM)(q|k)Bq

(n1+…+nM)(q|k) (6)

Свойство некоммутативного кольца R⊗ полностью 
эквивалентно алгебре Гейзенберга, например:

 [kn ⊗ qk] = kn ⊗ qk – qk ⊗ kn = –iδnk,

где δnk — символ Кронекера.
Из определения (6) непосредственно следует соот-

ношение:

  (7)

Вектор k в обратном преобразовании Фурье будем 
называть волновым вектором. Коммутационное соотно-
шение (7) представляет собой соотношение неопреде-
ленности Гейзенберга. Таким образом, для фурье-обра-
за матрицы перехода Λ уравнение (2) можно переписать 
в следующем виде: 

 Λ~(q, t|τ|k) = Λ~(q, t|τ1|k) ⊗ Λ~(q, t1|τ – τ1|q). (8)

Для большинства детерминированных процессов 
матрица перехода зависит лишь от вектора перемеще-
ния в пространстве обобщенных координат и не зави-
сит от их начальных значений, т. е. имеет вид Λ(t|τ|r). 
В этом случае в соотношении (6) некоммутативное ум-
ножение «⊗» превращается в обычное алгебраическое 
умножение, и выражение (2) для оригиналов представ-
ляет обычную коммутативную свертку функций [5].

В общем случае матрица перехода подчиняется не-
коммутативной алгебре Гейзенберга, поэтому с полным 
основанием можно считать, что часть встречающихся в 
природе явлений естественным образом квантованы. 

Если система существует в любой момент времени, 
то при τ 0
 Λ~nk(t, q|0|k) = δnk = I,  (9)

где I — единичная матрица (единица кольца R⊗). 
Для малых времен τ разложим Λ ~nk по степени τ, в 

результате чего получим:

 Λ~nk(t, q|τ|k) = δnk + 
1
i

Hnk(t, q|k) + … .  (10)

Матрицу Hnk(t, q|k) в выражении (10) будем назы-
вать квазигамильтонианом системы.

Далее положим в уравнении (8) τ1 = τ и τ  τ + dτ, 
тогда с учетом выражений (9) и (10) получим

 iΛ~nkτ(t, q|τ|k) = Λ~nr(t, q|τ|k) ⊗ Hrk(t + τ, q|k). (11)

Поскольку в задачах чаще вводится не длительность 
процесса, а время канала и текущее время T = t + τ1, то 
с учетом свойств преобразования Фурье (4) и методов, 
изложенных в [10], перейдя к оригиналам, выражение 
(11) примет вид 

 iΛT (t, q|T|Q) = HT  T, q|i∇ ΛT(t, q|T|Q)T ′ 1 2
, (12)

где ΛT и HT — транспонированные матрицы Λ и H 
соответственно; ∇ — оператор дифференцирования. 

Уравнение (12) описывает эволюцию детерминиро-
ванных систем во времени, если известны изменения в 
системе за малый промежуток времени, а также началь-
ные и граничные условия. Номера над некоммутирую-
щими величинами обозначают порядок их следования. 
Это обозначение было предложено В.П. Масловым [11]. 
А Фейман [12], по-видимому, начал систематически 
использовать функции от упорядоченных операторов 
[13–16], а также исчисления вейлевских функций [17, 
18]. При этом умножение «⊗» в смысле (6) тесно свя-
зано с алгеброй Гейзенберга [19]. Основное отличие 
рассматриваемого аппарата заключается в том, что все 
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элементы колец R⊗ и R⊗ являются обычными функ-
циями числовых переменных в отличие от математи-
ческого аппарата классической квантовой механики, 
и, следовательно, возможно придание им различного 
физического смысла.

Для конкретного построения уравнения (12) можно 
предложить простую схему.

1. Строится физическая модель системы (так назы-
ваемые «правила игры») и рассматриваются возможные 
перемещения.

2. Используя обратное преобразование Фурье, опре-
деляется транспонированный квазигамильтониан этой 
системы.

3. Заменой kn на  строим уравнение (12).

Приведем пример применения предложенной 
 схемы.

Рассмотрим движение классической частицы при 
наличии поля случайных сил.

Задача движения частицы при наличии случайных 
сил рассматривается в статистической физике [20, 21].

Пусть материальная точка массой m находится в 
поле регулярной силы F(r, p). Примем следующую 
модель («правило игры»). Кроме силы F частица может 
получать импульс p, распределенный по нормальному 
закону с дисперсией σ2. Нормальный закон распре-
деления можно обосновать законом больших чисел. 
Действие же случайной силы подчиняется экспонен-
циальному закону распределения со средним временем 

τo = 
1
2

. 

Введем функцию распределения — Λ(to, R, po|τ|θ, r), 
где R и po — радиус-вектор и импульс частицы в мо-
мент времени to; θ = r – R — вектор перемещения за 
время τ; q = p – po — приращение импульса за это 
 время; Λ — плотность вероятности перемещения ча-
стицы в фазовом пространстве. В силу условия нор-
мировки

 ∫…∫
+∞

–∞
Λ(to, R, po|τ|θ, q)dρxdρydρzdqxdqydqz ≡ 1.

Для малого промежутка времениτ выражение для 
Λ(|τ|) можно представить в виде:

  (13)

Применяя к выражению (13) обратное преобразова-
ние Фурье, получаем:

Λ~(to, R, po|τ|k, u) = ∫…∫
+∞

–∞
Λ(to, R, po|τ|θ, q)×

×ei(kθ – uq)dVθdVq =

= exp (1 – exp[λτ])exp[iFuτ]exp  + 

+ exp[–λτ]exp[iFuτ].

 (14)

Для малых τ полученный квазигамильтониан H при-
мет вид:

  (15)

Таким образом, в соответствии с уравнением (12) и 
выражениями (14) и (15) окончательно получим

iΛ′T (to, R, po|T|r, p) = – 
p
m

 ∇Λ(to, R, po|T|r, p) – 

– (∇pF(r, p))Λ(t, R, po|T|r, p) + 

+ λ   Λ(t, R, po|T|r, p),

 (16)

где ∇p — оператор градиента в пространстве импуль-
сов.

Уравнение (16) описывает плотность вероятности 
нахождения классической частицы в момент времени 
T в точке фазового пространства (r, p) с учетом сделан-
ных допущений, если в момент времени to частица на-
ходилась в точке с координатой R и имела импульс po.

Оператор усреднения  и правило его дей-

ствия рассмотрены в работе [22].

Заключение

В статье предложен метод, позволяющий описать 
эволюцию во времени детерминированной системы 
при условии задания ее изменения за малый промежу-
ток времени. С этой целью построено ассоциативное 
некоммутативное кольцо, позволяющее описать эво-
люцию произвольной детерминированной системы. 
Введенный аппарат некоммутативного умножения явля-
ется альтернативой операторного исчисления квантовой 
механики. Основное отличие рассматриваемого аппара-
та заключается в том, что все элементы колец являются 
обычными функциями числовых переменных в отличие 
от математического аппарата классической квантовой 
механики, что дает возможность придавать им различ-
ный физический смысл. Рассмотрен пример постро-
ения дифференциального уравнения, описывающего 
движение классической частицы при наличии случай-
ных сил. Полученное уравнение описывает плотность 
вероятности нахождения классической частицы в про-
извольный момент времени в фазовом пространстве.
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