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Аннотация
Рассмотрено решение обратной задачи теплопроводности путем параметрической идентификации дифферен-
циально-разностных моделей теплопереноса в одномерных телах. Дифференциально-разностная модель пред-
ставляет собой систему дифференциальных обыкновенных уравнений первого порядка относительно вектора 
состояния. При этом решаются прямая и обратная задачи теплопроводности, а для минимизации функции невяз-
ки между измеренными и модельными значениями параметров используется алгоритм рекуррентного цифрового 
фильтра Калмана по параметрам. В работе рассматривается его применение для решения двух определенных 
задач, а именно: оценивание и планирование эксперимента по восстановлению граничных условий теплооб-
мена системы тел. При планировании эксперимента, либо при натурных исследованиях, вначале проводится 
параметри зация задачи, а затем параметрическая идентификация. Для определения доверительной области 
измерения искомых параметров используется матрица Грама (информационная матрица Фишера), составля-
ющими которой являются функции чувствительности, отражающие все значимые факторы теплометрии: вид 
теплопереноса в системе, количество и место расположение точек измерения температуры, качество каналов ре-
гистрации измеряемых величин, особенности входных воздействий, участок измерений по времени и количество 
моментов времени измерений на этом участке и др. В статье приводится пример применения фильтра Калмана, 
рассмотрен батарейный преобразователь нестационарного теплового потока, для которого проведено постро-
ение дифференциально-разностной модели, показаны результаты восстановления нестационарного теплового 
потока, меняющегося по произвольному закону, и установлены доверительные области искомых параметров. 
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Abstract
The paper considers the solution of the inverse heat conduction problem by parametric identification of differential-
difference models of heat transfer in one-dimensional bodies. Differential-difference models is a system of differential 
ordinary equations of the first order with respect to the state vector. In this case, the direct and inverse heat conduction 
problems are solved, and the Kalman recurrent digital filter algorithm is used in terms of parameters for discrepancy 
minimization between the measured and model parameters values. The paper considers the Kalman algorithm application 
for two specific problems, namely: an experiment estimation and planning for restoration of heat transfer boundary 
conditions for a system of bodies. When planning an experiment or during field studies, the task parametrization is 
carried out initially and then parametric identification, as well. To determine the confidence area for measuring the 
desired parameters, the Gram matrix (Fisher information matrix) is used, involving the components which are sensitivity 
functions that represent all significant factors of heat metering: the type of heat transfer in the system, the number and 
location of temperature measurement points, the quality of channels for recording measured values, and the features of 
input actions, time measurement section and the number of measurement time points in this section. The paper gives 
an example of Kalman recurrent digital filter, considers the battery transformer of unsteady heat flux, for which the 
creation of the differential-difference model is carried out, shows the results of unsteady heat flux restoration, changing 
according to an arbitrary law. Confidence areas of the desired parameters are established.
Keywords
inverse heat conduction problem, parametric identification, Kalman filter

Введение

При исследовании нестационарного теплообмена в 
системах тел в различных областях знаний возникает 
необходимость определения локальных плотностей 
тепловых потоков на поверхностях объектов исследо-
вания, контроля и управления. В частности, это тепло-
энергетика, ракетные и космические летательные аппа-
раты, медицина, аэрогидродинамические трубы и др. 
При этом необходимо рассчитать значения теп лового 
потока по измеренным температурам или их разно-
стями, в отдельных точках исследуемых тел. Эта зада-
ча относится к обратным задачам теплопроводности 
(ОЗТ), которые как известно, делятся на граничные, 
коэффициентные и комбинированные ОЗТ. В работе 
[1] рассмотрены различные методы решения ОЗТ, од-
нако возникают новые задачи, которые требуют совер-
шенствования известных методов, а также создания 
приборов для получения информации, необходимой 
для решения конкретных ОЗТ. Одной из актуальных 
проблем является также задача оценивания и устране-
ния методологических неопределенностей при плани-
ровании и проведении эксперимента [2–5].

В данной работе рассмотрен метод параметрической 
идентификации дифференциально-разностных моделей 
теплопереноса в одномерных телах с использованием 
рекуррентного линейного цифрового фильтра Калмана 
(ФК) по параметрам [6]. Применение ФК охватывает 
много различных областей знаний, но чаще всего его 
используют как инструмент для решения двух опре-
деленных задач: оценивания и планирования экспе-
римента. ФК – это полное статистическое описание 
задачи оценивания, но его возможности значительно 
шире, чем просто оценивание, так как он полностью 
определяет во времени распределение вероятностей тех 
параметров, которые подлежат оцениванию, тем самым 
характеризуя текущий уровень знания о динамической 
системе, основываясь на данных всех предыдущих 
проведенных измерениях. Полученные распределения 
вероятности составляют основу дальнейшего статисти-
ческого анализа и методов планирования эксперимента 
при выборе и использовании всевозможных моделей 
[7].

Метод восстановления граничных условий 
теплообмена в системе тел 

на основе алгоритмов фильтра Калмана

В основе метода лежит параметризация ОЗТ с по-
следующей параметрической идентификацией диффе-
ренциально-разностной модели (ДРМ) теплопереноса в 
объекте исследования, представляющую собой систему 
обыкновенных дифференциальных уравнений первого 
порядка относительно вектора температурного состоя-
ния T(τ) = [ti(τ)]i=1

n .
В общем случае ДРМ имеет вид [2]:

 T(τ) = F(τ)T(τ) + G(τ)U(τ),  (1)

где F и G — матрицы обратных связей и управления; 
U(τ) — вектор управления. Матрицы обратных связей 
и управления зависят от температуры, и уравнение (1) 
является нелинейным.

В объекте проводятся измерения: температуры в 
отдельных точках; разности температур; среднеобъем-
ные температуры, что отражено в матрице измерений 
H универсальной модели измерений Yk = HTk + εk, 
где Yk — вектор измерений; εk — вектор случайных 
погрешностей.

Для определения искомых параметров решается 
ОЗТ. При этом принимается допущение о том, что 
известен характер изменения граничных условий на 
поверхности системы тел – тепловой поток, который 
позволяет с требуемой точностью выполнить кусоч-
но-линейную аппроксимацию на всем интервале его 
изменения:

 
q(τ) = ∑qjφj(τ),

j=1

r

где φj(τ) — система базисных функций; qj — априори 
неизвестные коэффициенты, которые объединяются 
в вектор искомых параметров Q = |q1…qr|T (T — знак 
транспонирования). В качестве базисной функции ис-
пользуются B-сплайны 1-го порядка. Такую аппрок-
симацию q(τ) называют параметризацией ОЗТ. Тогда 
задача восстановления q(τ) сводится к параметрической 
идентификации ДРМ теплопереноса в объекте — по-
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следовательному получению оптимальных оценок Qz,l 
вектора искомых параметров Qz.

Оптимальные оценки Qz,l вектора искомых парамет-
ров Qz получаются путем минимизации по Qz квадра-
тичной функции невязки [8]:

 Φ(Qz) = 
k=1

l
∑ (Yk – Ŷk(Qz))TR–1(Yk – Ŷk(Qz)),

где Φ(Qz) — переходная матрица; Ŷk(Qz) — аналог 
вектора измерений Yk, рассчитываемый по ДРМ тепло-
переноса для различных значений искомых параметров 
Qz, который называется модельным вектором измере-
ний; R — ковариационная матрица вектора случайных 
погрешностей εk в измерениях температур.

Для получения оптимальных оценок Qk+1 вектора 
Q в (k + 1)-й момент времени используется ФК по ис-
комым параметрам [9]:

 Qk+1 = Qk + Kk+1[Yk+1 – Ŷk+1(Qk)],

 Kk+1 = Pk
THk[HkPk

THk + R]–1,

 Pk+1 = Pk – Kk+1HkPk,

где Pk, Pk+1 — ковариационные матрицы ошибок 
оценок параметров для моментов времени τk = kΔτ и 
τk = (k + 1)Δτ; Hk — матрица коэффициентов чувстви-
тельности измеряемой температуры к изменению иско-
мых параметров в момент времени τk+1; Kk — весовая 
матрица.

Оценка доверительной области 
искомых параметров

Рассмотрим систему тел в виде трех пластин, кото-
рые образуют батарейный преобразователь теплового 
потока (ПТП) с одномерным полем температуры при 
воздействии неизвестного теплового потока q(τ). При 
этом будем считать известными: температуру на по-
верхности тела t(τ); граничное условие на тыльной 
стороне третьей пластины, а также априорные сведения 
о характере изменения q(τ). Тогда, как показано в [2], 
можно выполнить кусочно-линейную B-сплайн аппрок-
симацию и на каждом ее z-ом участке выделить вектор 
искомых параметров Qz(z = 1, 2, 3…n):

 Qz = |qaz
   qbz|

T,

где qaz, qbz — значения потока в начале и в конце участ-
ка сплайн-аппроксимации; T — знак транспонирования.

Входящая в ФК матрица функций чувствительности 
имеет следующий вид [10]:

 

Составляющие матрицы Hk+1

  (2)

являются функциями чувствительности j-го измерения 
yi(Qk) к искомым параметрам qa и qb в (k+1)-й момент 
времени (k = 1,2,…,l). Значения функций чувствитель-
ности рассчитываются по известной k-ой оценке Qk 
вектора искомых параметров путем решения уравнения 
теплопереноса, при этом общий, всегда практически 
реализуемый, универсальный метод их определения — 
вычисление по следующим формулам [1]:

  (3)

Таким образом, для построения матрицы Hk+1 для 
(k+1)-го момента времени необходимо по формулам (3) 
определить изменение во времени значений функции 
чувствительности.

Ковариационная матрица R(Q), входящая в ФК, 
является характеристикой точности оценок Q и имеет 
вид:

 R(Ql) = σ2  

k=1

l
∑ THkHk

 
–1

, (4)

где σ2 — среднеквадратическое отклонение при изме-
рении температуры (влияние шума при измерениях).

Выражение в скобках в формуле (4) является ма-
трицей Грама Al для системы векторов функций чув-
ствительности (она же — аналог информационной 
матрицы Фишера) [11]. В рассматриваемом случае при 
измерении температуры на поверхности ПТП

 Al(Ql) = 

где 
a11 = 

k=1

l
∑ 2Uqak, a22 = 

k=1

l
∑ 2Uqbk, a21 = a12 = 

k=1

l
∑ UqakUqbk. (5)

После определения элементов матрицы Грама 
можно рассчитать абсолютные неопределенности из-
мерения значений ±Δqa и ±Δqb для первого участка 
сплайн-аппроксимации теплового потока. Поскольку, 
как указывалось ранее, ФК является рекуррентной 
процедурой, не представляет трудности определить 
параметры ±Δqc, ±Δqd и т. д., т. е. определить значения 
указанных параметров на каждом участке сплайн-ап-
проксимации и, таким образом, установить доверитель-
ную область по всем интервалам измерения искомого 
теплового потока q(τ) [12].

 

где 2B = χ1–α; a — заданная вероятность; χ2 — квадрат 
распределения с вероятностью 1 – α; если α = 0,95, то 
B = χ1–0,95 = 5,9112  [13].

Пример использования изложенного метода

Рассмотрим пример определения доверительной 
области при восстановлении нестационарного тепло-
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вого потока с помощью батарейного ПТП, описание 
которого приведено в главе 2 [6], используемого при 
проведении исследований в дисперсных средах.

На рисунке показан характер изменения в ходе экс-
перимента температуры t(τ) и теплового потока q(τ), 
восстановленного по разработанной авторами про-
грамме «Heat Identification» [14] с использованием ФК. 
Необходимо установить доверительную область восста-
новленного теплового потока q(τ).

Для решения задачи разбиваем один из интервалов 
сплайн-аппроксимации (в частности, от τ1 до τ2) на 
участки Δτ (например, 5 участков) и рассчитываем с 
использованием указанной программы температуры, 
соответствующие полученному потоку на границах 
участков:

23,10
33,37
40,87
46,37
52,17

t = °C — значения для моментов времени 

1
2
3
4
5

τ = c.

Для определения функций чувствительности по 
формулам (2) задаем приращение γ = 0,01 вначале для 
qa, а затем, зафиксировав qa, для qb, и рассчитываем 
температуры на участках:

23,29
33,61
41,14
46,67
52,48

tqa = °C, 

23,29
33,61
41,14
46,67
52,48

tqb = °C — значения 

для моментов времени 

Определяем функции чувствительности по форму-
лам (2):

1,92·10–3

2,45·10–3

2,74·10–3

2,97·10–3

3,08·10–3

Uqa = м2°C/Вт, 

1,46·10–4

3,93·10–4

7,09·10–4

1,09·10–3

0,52·10–3

Uqb = м2°C/Вт .

Находим коэффициенты матрицы Грама по форму-
лам (5), по которым и определяем Δqa и Δqb:

 a11 = 
k=1

5
∑ 2Uqak, a11 = 3,5·10–5 К2·м4/Вт2;

 a22 = 
k=1

5
∑ 2Uqbk, a22 = 4,2·10–6 К2·м4/Вт2;

 a21 = a12 = 
k=1

5
∑ UqakUqbk, a21 = a12 = 1,1·10–5 К2·м4/Вт2;

 

  Δqa = ±0,99·103 σВт/м2;

  Δqb = ±2,92·103 σВт/м2;

При вычислении Δqa и Δqb приняты значения 
σ = 1°С и В = 5,911.

Заключение

Приведено решение обратной задачи теплопровод-
ности, полученное путем параметрической идентифи-
кации дифференциально-разностной модели процесса 
теплопереноса в системе тел, базирующееся на приме-
нении рекуррентного цифрового фильтра Калмана по 
параметрам. Выполнена априорная параметризация 
задачи, основанная на представлении искомого тепло-
вого потока B-сплайнами первого порядка для каждого 
кусочно-линейного участка [15]. Установлены границы 
доверительных областей определения искомых пара-
метров на основе функций чувствительности, которые 
получены путем решения уравнений теплопереноса. 
Приведены результаты модельных экспериментов. 
Разработанные методы и устройства используются при 
восстановлении плотности нестационарного теплового 
потока в ударных аэродинамических трубах, при прове-
дении исследований в дисперсных средах.

Рисунок. Доверительная область восстановленного 
теплового потока
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