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Аннотация
Предмет исследования. Рассмотрена задача вывода генных регуляторных сетей в форме байесовских сетей из 
данных экспрессии генов как задача оценки частной вероятности вхождения каждого ребра в истинную байе-
совскую сеть при известных уровнях экспрессии генов. Для решения задачи предложен метод, использующий 
подход Монте-Карло на основе марковских цепей. Метод. Предлагаемый метод состоит в сэмплировании пар 
из байесовской сети и дискретизационной политики, позволяющей применять сеть к данным экспрессии генов 
согласно апостериорному распределению. Для сэмплирования используется подход Монте-Карло на основе 
марковских цепей с реализацией с помощью алгоритма Метрополиса–Гастингса. На основе полученной выборки 
выполняется оценка искомых вероятностей. Результаты. Предложенный метод протестирован на симулиро-
ванных данных из соревнования DREAM4 Challenges. Сравнение с лидерами показало, что качество разрабо-
танного метода на некоторых тестах превосходит лидера из существующих методов – метод regularized gradient 
boosting machines (RGBM) — и сравнимо на остальных тестах. В то же время метод является довольно гибким 
и позволяет адаптировать его к другим видам экспериментальных данных. Практическая значимость. Метод 
может быть использован в вычислительной биологии для изучения механизмов регуляции генов в различных 
процессах, в том числе в развитии опухолей или работе иммунной системы. 
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Abstract
Subject of Research. The paper considers the inferring of gene regulatory networks in the form of Bayesian networks 
from gene expression data. We present this problem as the problem of the marginal probability estimation for each edge 
appearance in the true Bayesian network under the known gene expression levels. Monte Carlo approach based on the 
Markov chains is proposed. Method. The proposed method involved the sampling of Bayesian network pairs and a 
discretization policy, providing a way for the network to be applied to continuous gene expression data according to a 
posteriori distribution. The Markov chain Monte Carlo approach was used for sampling with implementation via the 
Metropolis-Hastings algorithm. Then, the desired probabilities were estimated based on the obtained sample. Main 
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Results. The proposed method is tested on simulated data from the DREAM4 Challenges. Comparison with the leaders 
shows that the developed method quality surpasses the leader among the existing methods, the regularized gradient 
boosting machines method (RGBM), on some tests and is comparable on the others in view of the results. At the same 
time, the proposed method is flexible enough and can be adapted to the other types of experimental data. Practical 
Relevance. The method is applicable in computational biology for research of the gene regulation mechanisms in various 
processes, including the tumor growth or the immune system operation.
Keywords
gene regulatory networks, Bayesian networks, discretization, Monte-Carlo methods, Markov chains

Введение

Вывод генных регуляторных сетей из данных 
экспрессий генов — это одна из фундаментальных 
задач современной биоинформатики. Ее решение по-
зволит лучше понимать процессы в живых клетках, 
определять потенциальные точки воздействия для ле-
карств от различных заболеваний [1] и идентифициро-
вать новые метаболические пути. 

Одной из наиболее совершенных моделей динами-
ки уровней экспрессии генов является та, в которой 
уровни экспрессии представлены решением системы 
дифференциальных уравнений [2]. Однако в силу высо-
кого шума в данных и большого числа параметров для 
настройки модели обычно проблематично построение 
точной модели этого процесса. 

Другим подходом является построение генных регу-
ляторных сетей (ГРС). Обычно в таких методах не про-
исходит попытка полностью спрогнозировать развитие 
системы. При этом первостепенное внимание уделяется 
графической модели, в которой вершинами графа явля-
ются гены, а направленное ребро между ними означает 
прямое влияние экспрессии одного гена на другой. 
Для решения этой задачи предложено множество ме-
тодов [3]. Последние исследования показывают, что 
методы на основе отбора признаков дают хорошие 
результаты и превосходят методы, основывающиеся 
на других подходах.  

Несмотря на то, что байесовские сети были изобре-
тены для поиска причинных отношений между слу-
чайными переменными, что по своей природе схоже с 
задачей вывода ГРС, методы [4], основанные на этом 
подходе, не лишены недостатков. Наиболее существен-
ным из них остается вычислительная сложность поиска 
оптимальной байесовской сети. Для решения это про-
блемы предлагаются следующие решения: использо-
вание эвристик [5], ограничение максимального числа 
входящих в вершину ребер в искомой сети [6], решение 
задачи для небольших подмножеств с последующим их 
объединением [7]. 

В настоящей работе описан способ реконструкции 
генной регуляторной сети, которая использует модель 
байесовских сетей. Показано, что нет необходимости 
в поиске наиболее оптимальной из них; скорее, важно 
иметь хороший набор байесовских сетей для оценки 
вероятностей причинно-следственных связей между 
экспрессиями каждой пары генов. Предложено решение 
для задачи, которое использует подход Монте-Карло на 
основе марковских цепей, и выполнено сравнение его с 
другими известными методами по выводу ГРС.

Формальные определения

Дадим определения понятиям, использующимся на 
протяжении всей работы. 

Определение 1. Пусть G = (V, E) — направлен-
ный граф. Реберное ранжирование G — переста-
новка множества всех ребер E. Для ранжирования 
r= (r1, r2, …, r|E|) будем говорить, что ребра в начале 
списка r (например, r1, r2, …) более важные и отранжи-
рованы выше, чем ребра в его конце (например, r|E|–1, 
r|E|–2, …).

Определение 2. Байесовская сеть — набор B = (X, 
G, Θ), где G = (V, E) — направленный ациклический 
граф с множеством вершин V; X = (Xv) — случайный 
вектор, проиндексированный значениями из V; E — 
набор упорядоченных пар (v, u) ∈ V × V, таких, что 
каждая случайная переменная Xu, u ∈ V зависит только 
от случайных величин с индексами из множества ро-
дителей ΠG(u) = {v|(v, u) ∈ E} и условно не зависит от 
переменных с индексами вне множества V\ΠG(u). 

Определение 3. Пусть X — вещественная случай-
ная величина и x — возможный исход X. Дискретиза
ционной политикой ΛX = {e1, e2, … eK}, как определено 
в [8], называется отображение из ℝ в {1, 2, …, K + 1} 
такое, что: 

	

1, если x < e1
i, если ei–1<x<ei
K + 1,  иначе.

Λ(x) = 

Определение 4. Конфигурацией случайного вектора 
X = (X1, …, Xn) будем называть элемент его области 
определения w ∈ D(X). 

Определение 5. BDeu оценка — совместная вероят-
ность P(B, T) байесовской сети B = (X, G, Θ) и набора 
данных T при использовании допущений, описанных 
в [9], равное

где Γ — гамма-функция; n = |{Xi}| — число переменных 
байесовской сети B; ri = |D(Xi)|; qi = |Wi|; P(B) — апри-
орная вероятность на структуру сети.

Пусть A(i) = (k|Xk ∈ ΠG(Xi)) — набор индексов, соот-
ветствующий родительским переменным переменной 
Xi в графе G байесовской сети B, тогда Nijk — число 
экземпляров y = (y1, …, yn) множества T таких, что  
y(i) … y(i) = wij и yi = xik. Тогда Nij = ∑

k=1k

r
Nijk. N – гиперпа-

раметр оценочной функции (мнимый размер выборки). 

ВЫВОД ГЕННЫХ РЕГУЛЯТОРНЫХ СЕТЕЙ ПО ДАННЫМ ЭКСПРЕССИИ ГЕНОВ
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Теоретическое обоснование

Приведем теоретическое обоснование описываемо-
го метода, использующего модель байесовских сетей 
для вывода значимости каждого регуляторного воз-
действия. 

Для начала введем набор случайных переменных: 
—	 M — переменная, представляющая модель; 
—	 D — переменная, представляющая данные; 
—	 Λ — переменная, представляющая дискретизацион-

ную политику;
— набор переменных {Xe|e ∈ A}, обозначающий при-

сутствие ребра e в модели.
В данной работе выберем байесовские сети в ка-

честве модели для регуляторной сети. Таким образом, 
M имеет структуру направленного ациклического гра-
фа (НАГ), что в результате сводит основную задачу к 
поиску значения вероятностей для каждого ребра при-
сутствия в модели при известных данных, или P(Xe|D). 
Исходя из вышесказанного: 

	 P(Xe|M) =  
1, если e ∈ M,
0, иначе.

	 (1)

Пусть M — множество возможных НАГ. Применяя 
правило полной вероятности ко всем возможным мо-
делям, имеем: 

	 P(Xe|D) = ∑
M∈M

P(Xe|M)P(M|D) = EM([e ∈ M]|D).	 (2)

Однако обычно данные экспрессии представлены в 
виде набора наблюдений вещественных переменных. 
Исходя из определения дискретизационной политики Λ 
как случайной переменной, можно применить правило 
полной вероятности еще раз: 

	 P(M|D) = ∑
Λ

P(M|D,Λ)P(Λ).	

Подставив выражение (2) в формулу (1) при выносе 
суммы по дискретизациям получим:

	 P(Xe|D) = ∑
M∈M

 ∑
Λ

P(Xe|M)P(M|D,Λ)P(Λ) = 

	 = EM,Λ([e ∈ M]|D).	

Таким образом, если провести семплирование пе-
ременных M и Λ согласно их совместному распределе-
нию, то можно получить несмещенную оценку P(Xe|D). 

Семплирование

Покажем, как эффективно семплировать случайные 
переменные M и Λ. Заметим, что данные переменные 
могут быть семплированы независимо согласно 

	 P(M,Λ|D) = P(M|Λ,D)P(Λ|D).	 (3)

Сначала может быть семплирована дискретизацион-
ная политика Λ, а затем – сгенерирована байесовская 
сеть M с априорно заданной политикой. Предположим, 
что семплирование дискретизационной политики мо-
жет быть реализовано эффективно для широкого класса 
априорных распределений, и оставим этот вопрос за 
рамками работы. Семплирование байесовских сетей 
пропорционально их вероятностям, является более 

сложным вопросом и будет разобрано в следующем 
разделе. 

Применим BDeu оценку для исходной задачи. Из 
определения оценки ее значение — это совместная 
вероятность дискретных данных и байесовской сети. 
Дискретные данные выводятся из вещественных путем 
их дискретизации согласно выбранной политике. Пусть  
L — дискретный набор данных, полученный примене-
нием политики к набору данных D. Ясно, что: 

	 P(M,L|D,Λ) = P(M|D,Λ),

поскольку L является лишь результатом применения 
Λ к D, т. е. существует только один возможный набор 
данных при условии фиксированных Λ и D. 

Правая часть выражения (3) может быть посчитана 
непосредственно исходя из определения BDeu оценки, 
и ее эффективное вычисление описано далее. 

Алгоритм Метрополиса–Гастингса

Для семплирования экземпляров из распределения 
P(M|D) применим подход Монте-Карло на основе мар-
ковских цепей (Monte Carlo Markov Chain, MCMC). 
Для этого сначала необходимо определить состояния 
соответствующей марковской цепи и переходы в ней. 
В качестве состояний рассмотрим все возможные байе-
совские сети. В качестве переходов будем использовать 
следующие операции над сетями: 
—	 добавление направленного ребра в граф; 
—	 удаление существующего направленного ребра; 
—	 смена направления присутствующего в графе ребра.

Для MCMC семплирования воспользуемся методом 
Метрополиса–Гастингса [10, 11]. Стартовым состоя-
нием в рамках этого метода может быть либо пустой 
граф, либо случайный направленный ациклический 
граф. Выполним попытку применить операции, опи-
санные выше. Для этого равновероятно выберем упо-
рядоченную пару вершин (v, u), и в случае наличия 
соответствующего ребра, выполним попытку его уда-
ления или смены направления. В противоположной 
ситуации ребро может быть добавлено. Путем под-
становки предлагаемых переходных вероятностей в 
метод Метрополиса–Гастингса получим вероятности 
принятия новых состояний: 

	 	 (4)

где g — переходная вероятность; P — вероятность со-
стояния S. В соответствии с переходной вероятностью 
легко видеть, что: 

1,0 при попытке сменить направление ребра,
0,5 при попытке добавить ребро,
2,0 при попытке удалить ребро.

=

В (4) используем P(Sʹ) = P(Mʹ|D) для состояний 
в случае, если Mʹ представляет собой направленный 
ациклический граф. В противном случае приравняем 
вероятность полученной модели к нулю, так как полу-
ченный граф не соответствует корректной байесовской 
сети. 
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Вследствие применения этих операций марковская 
цепь постепенно сходится к желаемому распределению. 

Теперь можно получить несколько экземпляров 
𝕊 = {(Mi, Λi)} и оценить значение вероятности P(Xe|D): 

	 P(Xe|D) ≈ .

Детали реализации

Поскольку алгоритм сходится после большого чис-
ла итераций, увеличение производительности в его 
критических секциях будет иметь огромный эффект на 
производительность всего алгоритма. 

Таких критических мест в алгоритме два: вычисле-
ние BDeu оценки и проверка графа на ацикличность.
1.	 Для каждой переменной используем кеш фиксиро-

ванного размера для хранения вычисленных значе-
ний BDeu оценки для ограниченного набора мно-
жеств родителей вершины.

2.	 Используем подход встреча-в-середине [12], чтобы 
уменьшить время проверки на ацикличность. Это 
требует поддержки множества обратных ребер в 
графе. Хотя динамические графы могут быть при-
менены в этой задаче для уменьшения алгоритмиче-
ской сложности алгоритма, на практике это не при-
носит выгоды из-за небольших размеров типичных 
для этой задачи графов. 
В предлагаемом методе есть ряд параметров, кото-

рые должны быть установлены перед запуском про-
граммы, реализующей алгоритм: 
—	 так называемый мнимый размер выборки Nʹ в оцен-

ке BDeu; 
—	 априорное распределение байесовских сетей;
—	 априорное распределение дискретизационных по-

литик.
Определено, что на практике изменение мнимого 

размера выборки не приводит к существенно отличаю-
щимся результатам. В связи с этим приравняем данный 
параметр к единице, что является общепринятым стан-
дартным значением для этого параметра.

Для сетей, имеющих отношение к биологии, за-
частую используются так называемые безмасштаб-
ные сети [13]. Исходя из этого, априорная вероятность 
байесовских сетей вычисляется в соответствии с муль-
тиномиальным тестом на исходящие степени вершин 

в графе, использующимся при проверке сети на без-
масштабность. 

В работе [4] отмечено, что разделение вещественной 
переменной на три части дает лучшие результаты при 
применении байесовских сетей. Таким образом, для 
дискретизационной политики выберем равномерно 
случайно два наблюдения переменной, по которым и 
будем разделять вещественную переменную. 

Псевдокод алгоритма приведен в листинге. 

Результаты экспериментов

Для оценки качества предлагаемого метода приме-
ним результаты экспериментов на экземплярах задачи 
из DREAM4 Challenges [3]. Поскольку в настоящей 
работе не предлагается способа интерпретации экс-
периментов нокаута генов, метод был протестирован 
только на наборе данных 100_multifactorial. Выполнено 
сравнение предлагаемого метода с наиболее резуль-
тативным после анализа литературы методом RGBM 
(Regularized Gradient Boosting Machines), описан-
ным в [14], и победителем соревнований DREAM4 
Challenges GENIE 3 [15]. 

Результаты анализа точности и чувствительности 
результатов рассмотренных методов представлены на 
рисунке. Они наглядно показывают, что вероятностный 
метод дает ранжирование по крайней мере не хуже, чем 
алгоритмы, основанные на выборе признаков. Более 
того, из рисунка можно увидеть, что предложенный 
метод дает лучшие результаты в начале ранжирования, 
что является важным при экспериментальной проверке 
гипотез в лаборатории. При этом площади под кривой 
остаются близкими по значению. 

Заключение

В работе представлен полностью вероятностный 
метод для решения задачи вывода генных регуляторных 
сетей из данных экспрессии генов путем вычисления 
оценки на частные вероятности вхождения каждого 
ребра в искомую генную регуляторную сеть, представ-
ленную в виде байесовской сети. Этот подход не требу-
ет вычисления крайне трудных задач оптимизации, как 
в случае с нахождением оптимальной байесовской сети 
или лучшей дискретизационной политики. Показано, 
что метод может быть реализован посредством приме-
нения метода Монте-Карло на основе марковских це-
пей. Предложенный метод протестирован на симулиро-
ванных экземплярах задачи из соревнования DREAM4 
Challenges и может быть использован как сам по себе, 
так и в ансамбле с другими методами.

Предложенный подход имеет важное значение – он 
предоставляет вероятности для каждого ребра и легко 
может быть расширен для любых априорных распре-
делений генных регуляторных сетей, что может быть 
использовано при адаптации метода к экспериментам 
другого вида. Так, будущая работа может быть направ-
лена на получения таких априорных вероятностей из 
данных экспериментов по нокауту генов и по подавле-
нию активности некоторых генов.

Исходный код метода доступен на веб-странице 
https://github.com/alexlobodaЛистинг.  Предлагаемый метод
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Рисунок. Графики кривых точности и чувствительности для методов GENIE3, RGBM и предложенного метода. Графики а–д 
соответствуют пяти симулированным экземплярам 1–5 задачи из набора insilico_100_multifactorial
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