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Аннотация
Предмет исследования. Рассмотрена проблема восстановления волнового фронта по известному распределению 
интенсивности в пятне рассеяния методом параметрической оптимизации. В качестве параметров оптимизации 
использованы коэффициенты аппроксимации волнового фронта полиномами Цернике. Выполнен анализ 
влияния известной величины расфокусировки на сходимость метода. Методы. Смоделированы пятна 
рассеяния по четырем заданным коэффициентам полиномов Цернике (кома c31, s31 и астигматизм с22, s22), и 
применена параметрическая оптимизация, в результате которой получены восстановленные коэффициенты. 
Минимизируемая функция при оптимизации — среднеквадратическое отклонение интенсивности в каждой точке 
референтного пятна рассеяния от пятна рассеяния, вычисляемого на каждом шаге оптимизации. Выполнено 
сравнение коэффициентов, полученных в результате оптимизации, с заданными при моделировании пятен. 
В случае успешного восстановления полученные и заданные коэффициенты совпадают с точностью 10–5λ. Для 
улучшения сходимости метода использовались различные величины расфокусировки относительно найденной 
плоскости наилучшей установки. Основные результаты. Представленный в работе метод параметрической 
оптимизации позволяет успешно определять коэффициенты при полиномах Цернике, отвечающие за кому и 
астигматизм по известному распределению интенсивности в пятне рассеяния. Пятно рассеяния в плоскости 
наилучшей установки не дает достаточное количество информации для оценки величины аберраций, при 
этом присутствие расфокусировки значительно упрощает определение величин коэффициентов аберраций. 
Исследования показали, что для успешного восстановления необходимо использовать пятна рассеяния в 
диапазоне коэффициента Цернике, отвечающего за расфокусировку 0,1–0,5λ от плоскости наилучшей установки. 
Практическая значимость. Метод восстановления коэффициентов Цернике по расфокусированному пятну 
рассеяния может использоваться для подъюстировки телескопа в процессе его эксплуатации. По найденным 
при помощи представленного метода коэффициентам Цернике можно определить направления смещений 
и наклонов отдельных элементов оптической системы, воспользовавшись таблицей влияния параметров 
оптической системы. Особенно актуально использование данного метода для телескопов, не обладающих 
осевой симметрией компонентов, поскольку в таких системах тяжелее конструктивно обеспечить стабильность 
положения оптических элементов.
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пятно рассеяния, функция рассеяния точки, аберрации, методы восстановления фазы, полиномы Цернике, 
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Abstract
Subject of Research. Wavefront reconstruction by the known scattering spot intensity with parametric optimization is 
presented. The Zernike polynomial coefficients of the wave function expansion as optimization parameters are used. 
The known defocus impact is performed on the method convergence. Methods. For method verification we used 
simulated scattering spot with four known Zernike coefficients (coma c31, s31 and astigmatism с22, s22) as input data. 
Then parametric optimization was applied to simulated scattering spot. The cost function was the standard deviation of 
the reference scattering spot from the one calculated at each optimization step. As a result, we got Zernike reconstructed 
coefficient values that can be compared with initial ones. If result coefficient values differed from initial ones less than 
10–5λ, the restoration was successful. For better method conjugation various defocus values were used related to the best 
focus position. Main Results. The presented parametric optimization method gives the possibility to restore Zernike 
coefficients, describes coma and astigmatism in wavefront description by the known scattering spot intensity. Focused 
scattering spot intensity is not enough to restore aberration coefficients, but with the known defocus method it becomes 
more stable. It is shown that for successful restoration the use of defocus Zernike coefficient from the best focus position 
in the range of 0.1–0.5λ is enough. Practical Relevance. Wavefront reconstruction by the known defocused scattering 
spot intensity with parametric optimization technique can be used for telescope alignment during operation. By tolerance 
data, calculated for all optical systems in optical system design software, it is possible to define tilt and decenter of optical 
details direction by Zernike coefficient values. It is an especially important task for telescopes without axial symmetry. 
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Введение

При изготовлении оптических систем важной зада-
чей является контроль качества изготовления компо-
нентов и юстировки системы. Традиционно эта задача 
решается с помощью интерферометрического контроля. 
Однако в некоторых случаях, одним из которых являет-
ся осуществление подъюстировки телескопа в процессе 
его эксплуатации, интерферометрический метод не 
может быть реализован. В этом случае можно исполь-
зовать метод контроля по изображению звезды или из-
вестного наземного объекта [1]. В отличие от контроля 
по известному наземному объекту, при контроле по 
звезде полностью исключается влияние атмосферы, 
которая может повлиять на структуру изображения. 
Таким же методом можно проводить периодическую 
проверку для подтверждения сохраняемости качества 
изображения. При наземном контроле также можно 
использовать изображение точечных объектов для до-
полнительной проверки. Тогда получаются исходные 
пятна рассеяния, с которыми выполняется сравнение 
точек, полученных во время периодических проверок 
на орбите.

Кроме того, интерферометрический контроль про-
водится в монохроматическом свете, что не позволяет 
учесть возможное наличие хроматизма в случае зер-
кально-линзового телескопа. Таким образом, определе-
ние качества телескопа по пятну рассеяния становится 
важной задачей. 

Один из самых известных примеров контроля каче-
ства телескопа по пятну рассеяния — восстановление 
волнового фронта по изображению точечного объекта 
в телескопе Хаббл [2]. В дальнейшем алгоритмы вос-
становления волнового фронта (методы восстановле-
ния фазы) получили широкое развитие в голографии, 
адаптивной оптике, микроскопии и других сферах 
[3–7]. Существует много различных алгоритмов, не-
которые восстанавливают распределение волнового 
фронта в виде выборки значений, другие позволяют 
восстановить описывающие его параметры (например, 
коэффициенты при полиномах Цернике). В частности, 
для телескопа Хаббл вначале использовали метод пара-
метрической оптимизации для определения аберраций 
третьего порядка, а затем аберрации высших порядков 
определяли при помощи метода Гершберга–Сакстона 
[8]. Оптическая схема телескопа Хаббл является осе-
симметричной, в то время как в несимметричных схе-
мах зеркальных телескопов (типа схемы Кука [9]) по-
добная задача еще более актуальна из-за неизбежных 
смещений и наклонов зеркал в процессе эксплуатации, 
вызванных особенностью конструкции.

Цель данной работы — решение задачи восста-
новления параметров волнового фронта, а именно, 
коэффициентов полиномов Цернике за счет параме-
трической оптимизации, по известному распределению 
интенсивности в пятне рассеяния, и анализе влияния 
рас фокусировки в оптической системе на сходимость 
метода.

Анализ влияния расфокусировки на определение параметров волнового фронта телескопа...
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Восстановление параметров волнового фронта 
методом параметрической оптимизации

Традиционно в задачах, связанных с автоматизацией 
проектирования и контролем оптических систем, при-
нято описывать волновой фронт при помощи разложе-
ния в ряд функции волновой аберрации по полиномам 
Цернике [10]:

 W(ρ, φ) = ΣnΣmcnmRn
m(ρ)cos(mφ) + 

 ΣnΣmsnmRn
m(ρ)sin(mφ),

где ρ и φ — зрачковые полярные канонические коорди-
наты, 0 ≤ ρ ≤ 1; m и n — неотрицательные целые числа, 
такие что m + n — четное число, причем n ≥ m; Rn

m(ρ) — 
радиальные полиномы Цернике, зависящие только от ρ; 
cnm, snm — коэффициенты разложения.

Каждый полином Цернике соответствует отдельно-
му типу аберраций, а коэффициенты при полиномах 
показывают величину этих аберраций. 

Для анализа разъюстировки в первую очередь важ-
ны коэффициенты, описывающие несимметричные 
аберрации, в частности астигматизм и кома. Опытный 
инженер способен по этим коэффициентам определить 
направления смещений и наклонов элементов телеско-
па. Основой для данных предположений является та-
блица влияния параметров, которая рассчитывается для 
каждой оптической системы в программах для автома-
тизированного проектирования оптических систем [11]. 
Аберрации третьего порядка вносят наибольший вклад 
в величину деформации волнового фронта, в связи с 
этим в данной работе было решено ограничиться комой 
и астигматизмом третьего порядка, а именно, коэффи-
циентами c31, s31 для комы и c22, s22 для астигматизма. 

Задача восстановления полиномов Цернике по из-
вестному пятну рассеяния по сути является решением 
обратной задачи для моделирования оптических систем 
[12], в отличие от прямой задачи, которая заключается в 
вычислении пятна рассеяния (функции рассеяния точ-
ки) по известному набору аберраций, представленных 
соответствующими полиномами Цернике. В данном 
случае использованы коэффициенты c31, s31, c22, s22, 
а также коэффициент расфокусировки c20. Обратная 
задача заключается в восстановлении волнового фрон-
та в виде коэффициентов при полиномах Цернике по 
известному распределению интенсивности в изобра-
жении точечного объекта. 

Для проверки работы метода в качестве известно-
го пятна рассеяния использовались смоделированные 
пятна, рассчитанные по заданным коэффициентам 
аберраций, т. е. результат решения прямой задачи [13]. 
Затем к смоделированным пятнам применялась параме-
трическая оптимизация (обратная задача), в результате 
которой вычислялись восстановленные коэффициенты 
при полиномах Цернике. Таким образом, можно легко 
сравнить коэффициенты, полученные в результате оп-
тимизации, с заданными при моделировании (рис. 1). 
В случае успешного восстановления полученные и за-
данные коэффициенты должны совпадать. При разнице 
исходных и найденных коэффициентов менее чем 10–5λ 
определение коэффициентов при помощи параметриче-
ской оптимизации считалось успешным:

 c22ʹ – c22 ≤ 10–5λ,
 s22ʹ – s22 ≤ 10–5λ,
 c31ʹ – c31 ≤ 10–5λ,
 s31ʹ – s31 ≤ 10–5λ,

Рис. 1. Схема вычислений
Fig. 1. Calculation scheme
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где c22, s22, c31, s31 — исходные коэффициенты; c22ʹ, 
s22ʹ, c31ʹ, s31ʹ — полученные в результате оптимизации 
коэффициенты.

Для решения обратной задачи необходимо по рас-
пределению интенсивности в пятне рассеяния вос-
становить волновой фронт в виде коэффициентов при 
полиномах Цернике. Задача по восстановлению реша-
ется при помощи параметрической оптимизации [14], 
т. е. определения значений параметров, при которых 
достигается минимум целевой функции. В данном 
случае параметрами оптимизации являются коэффи-
циенты при полиномах Цернике, а минимизируемая 
функция — среднеквадратическое отклонение (СКО) 
интенсивности в каждой точке референтного пятна 
рассеяния от пятна рассеяния, вычисляемого на каждом 
шаге оптимизации:

 ,

где h0xʹyʹ — референтное пятно рассеяния (функция 
рассеяния точки); hxʹyʹ(c22, s22, c31, s31) — пятно рассея-
ния на каждом шаге оптимизации; c22, s22, c31, s31 — 
коэффициенты при полиномах Цернике, описывающие 
астигматизм и кому соответственно.

Для численного решения задачи оптимизации ис-
пользовалась библиотека Ceres Solver1 для C++ с от-
крытым исходным кодом.

Анализ влияния расфокусировки 
на сходимость метода

Применение алгоритма к моделируемым сфокусиро-
ванным пятнам рассеяния, выполняемое на начальном 
этапе, приводит в некоторых случаях к неправильному 
определению знаков коэффициентов c22 и s22, соответ-
ствующих астигматизму, а иногда метод расходится. 
Для улучшения сходимости алгоритма было решено 
вводить заранее известную расфокусировку в виде ко-
эффициента при полиномах Цернике с20. Результатом 
стало безошибочное определение знака астигматиз-
ма, а также успешное восстановление коэффициентов 
аберраций для большего количества пятен рассеяния, 
смоделированных разными наборами четырех опреде-
ляемых коэффициентов [15–17].

1 Ceres Solver — A Large Scale Non-linear Optimization 
Library [Электронный ресурс]. Режим доступа: http://ce-
res-solver.org/ (дата обращения: 13.01.2021).

Если предположить использование алгоритма для 
работы с реальными зарегистрированными изображе-
ниями, возникнет неоднозначность в определении рас-
фокусировки, поскольку в этом случае отсутствует ин-
формация о расфокусировке относительно номинально 
рассчитанной, однако, известным является отклонение 
от плоскости наилучшей установки (ПНУ) Δz, опреде-
ленной в процессе регистрации с некоторой точностью.

ПНУ при регистрации изображений можно опре-
делять различными способами, чаще всего ее опреде-
ляют по вычисленной на основе зарегистрированного 
пятна рассеяния частотно-контрастной характеристике. 
В численном эксперименте авторы использовали дан-
ный метод. Для этого по вычисленной частотно-кон-
трастной характеристике можно найти пространствен-
ную частоту, соответствующую контрасту k = 0,2. 
Поскольку для несимметричных аберраций (и пятен 
рассеяния) пространственная частота, соответствующая 
контрасту 0,2, может принимать различные значения в 
разных сечениях, для определения разрешающей спо-
собности вычисляется минимальная пространственная 
частота по всем сечениям. Для этого перебираются все 
возможные направления сечений (проходящие через 
центр координат) с шагом в 1°. В табл. 1 приведены 
примеры пятен рассеяния при пяти различных величи-
нах расфокусировки c20, и рассчитанная для каждой из 
них минимальная пространственная частота по всем 
сечениям, при которой значение контраста равно 0,2.

 При небольших величинах аберраций ПНУ будет 
при коэффициенте расфокусировки  равном нулю, как 
показано в табл. 1. В случае увеличения аберраций 
величина c20ПНУ для плоскости наилучшей установки 
может быть отлична от нуля. В этом случае c20 можно 
вычислить следующим образом:

 c20 = c20ПНУ + Δc20,

где c20ПНУ — коэффициент расфокусировки в ПНУ; 
Δc20 — отклонение коэффициента от ПНУ. 

Таким образом, отклонение коэффициента Δc20 яв-
ляется известным, величина c20ПНУ становится еще 
одним параметром оптимизации, а итоговое выражение 
для оптимизации принимает вид:

 →

 → min,

где h0xʹyʹ(Δc20) — референтное пятно рассеяния с извест-
ным отклонением от плоскости наилучшей установки; 

Таблица 1. Пример определения плоскости наилучшей установки
Table 1. The best focus position example 

c20 –0,2λ –0,1λ 0λ (ПНУ) 0,1λ 0,2λ

Пятно рассеяния

Пространственная частота при 
k = 0,2

0,53Aʹ/λ 0,89Aʹ/λ 1,12Aʹ/λ 0,88Aʹ/λ 0,54Aʹ/λ 

Анализ влияния расфокусировки на определение параметров волнового фронта телескопа...
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hxʹyʹ(Δc20, c20ПНУ, c22, s22, c31, s31) — рассчитываемое на 
каждом шаге оптимизации пятно рассеяния; c22, s22, c31, 
s31 — искомые коэффициенты при полиномах Цернике.

Для поиска оптимальной величины расфокусиров-
ки Δc20 промоделировано и проанализировано около 
15 000 вариантов комбинаций четырех определяемых 
коэффициентов (c22, s22, c31, s31). Величина каждого 
коэффициента генерировалась случайным образом в 
диапазоне от –0,5 до 0,5λ, общее СКО волнового фрон-
та при этом было в диапазоне от 0 до 0,4λ.

Анализ показал, что для небольших аберраций, ког-
да СКО волнового фронта не превышает 0,15λ, проис-
ходит успешное восстановление при величине отклоне-
ния расфокусировки от ПНУ, превышающего диапазон 
глубины резкости: 

 0,1λ ≤ |Δс20| ≤ 0,5λ.

При величине Δс20, слишком близкой к ПНУ, не 
всегда происходит правильное определение знака 
астигматизма, а при величине Δс20, превышающей 0,5λ, 
метод расходится из-за слишком сложной формы рас-
пределения интенсивности в пятне рассеяния.

Пятна рассеяния при СКО волнового фронта боль-
ше 0,15λ имеют более сложный вид, что затрудняет 
оптимизацию. Кроме того, вычисленная по частот-
но-контрастной характеристике ПНУ может не всегда 
совпадать с положением плоскости анализа, наилучшей 
для восстановления волнового фронта по пятну рассея-
ния. Исследования показали, что при СКО ≥ 0,15λ, 
восстановление также может успешно работать в том 
же диапазоне расфокусировок, но не так стабильно.

Если провести несколько вычислений в указанном 
диапазоне расфокусировок от –0,5 до 0,5λ с шагом 0,1λ, 
т. е. для 10 пятен с одинаковым набором искомых ко-
эффициентов, но разной фокусировкой, то в указанном 
диапазоне будет как минимум одно положение фокуси-
ровки, при которой искомые коэффициенты успешно 
определятся. Чем больше СКО волнового фронта, тем 
меньше будет положений плоскости установки, при 

которых восстановление будет успешным, при этом 
успешность восстановления зависит также и от кон-
кретного набора коэффициентов. 

В табл. 2 в качестве примера показаны области 
восстановления для нескольких наборов исходных 
коэффициентов комы и астигматизма с одинаковой 
величиной СКО равной 0,3075λ. В ячейках таблицы, 
соответствующих областям успешного восстановления, 
поставлен знак «+». Из таблицы видно, что области 
восстановления могут отличаться даже при одинаковом 
СКО, и зависят от конкретного набора коэффициентов. 
При некоторых сочетаниях коэффициентов (в начале 
таблицы) успешное восстановление происходит прак-
тически для всего исследуемого диапазона расфокуси-
ровок. Для других (ближе к концу таблицы) только для 
одного-двух значений расфокусировок происходило 
успешное определение. 

При значениях СКО, меньших 0,3075λ, успешное 
восстановление будет происходить не менее чем для 
четырех рассматриваемых в таблице положений рас-
фокусировки для всех возможных сочетаний коэффи-
циентов. 

При значениях СКО больше 0,3075λ, количество 
сочетаний коэффициентов, при которых успешное вос-
становление будет происходить только для одной вели-
чины расфокусировки, будет увеличиваться.

Как правило получение изображений с различной 
расфокусировкой в реальных условиях не является 
трудоемкой задачей, поэтому возможен поиск подхо-
дящей фокусировки перебором различных положений 
плоскости изображения.

Пример восстановления

Рассмотрим пример восстановления конкретного 
пятна рассеяния, вид которого представлен на рис. 2. 
В этом примере были заданы исходные коэффици-
енты c22 = 0,2206λ, s22 = –0,12532λ, c31 = –0,18197λ, 
s31 = 0,24493λ, CKO = 0,15λ.

Таблица 2. Области восстановления для СКО = 0,3075λ
Table 2. Reconstruction range for RMS = 0.3075λ

Исходные коэффициенты, λ Расфокусировка относительно границ глубины резкости Δс20, λ

с22 s22 с31 s31 –0,5 –0,4 –0,3 –0,2 –0,1 0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5

0,5 –0,5 0 –0,3 + + + + + + + + +

–0,5 0,5 0 –0,3 + + + + + + + + +

0,5 0,5 0 –0,3 + + + + + + +

0,1 0,5 –0,4 –0,5 + + + + +

–0,5 0,1 –0,5 –0,4 + + + + +

–0,1 –0,5 0,5 0,4 + + + +

0,1 0,5 0,5 0,4 + + + +

0,5 –0,1 0,4 –0,5 + +

–0,5 0,1 0,4 –0,5 + +

0,5 –0,1 –0,4 –0,5 +

0,5 –0,1 –0,5 0,4 +

Т.В. Иванова, О.С. Калинкина, Ю.О. Куштысева, Д.С. Завгородний
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Для оценки величины абсолютного значения рас-
фокусировки в микрометрах рассмотрим пример те-
лескопа с задней апертурой 0,05, длину волны примем 
0,5 мкм.

Коэффициент расфокусировки c20 связан с абсолют-
ным значением расфокусировки соотношением:

 , (1)

где Δz — абсолютное значение расфокусировки, мкм;  
Aʹ — задняя апертура; λ — длина волны, мкм.

Подставляя в выражение (1) численные значения 
длины волны и задней апертуры, получим соотношение 
между абсолютной расфокусировкой Δz и коэффици-
ентом c20:

 ,

т. е. при c20 = 0,1λ, Δz = 80 мкм. 
Предположим, что имеется исходное СКО вол-

нового фронта СКО0 в отсутствии расфокусировки. 
Тогда при изменении только расфокусировки итого-
вое СКО волнового фронта определяется как СКО 
= СКО0 + ΔСКО. Если изменение СКО волнового 
фронта в пределах глубины резкости составляет 20 % 
(ΔСКО = 20 %), а СКО волнового фронта при нулевой 
расфокусировке СКО0 = 0,15λ, то на краю глубины 
резкости значение коэффициента расфокусировки с20 
будет равно 0,052λ.

На рис. 3 представлен пример областей успешного 
восстановления для рассмотренного выше примера 
телескопа (Аʹ = 0,05, λ = 0,5 мкм). Отображено соот-

ветствие значений коэффициента расфокусировки c20 с 
абсолютным значением расфокусировки в микрометрах 
Δz. Область успешного восстановления коэффициентов 
находится на расстоянии Δz = 80 мкм (c20 = 0,1λ) за 
пределами глубины резкости. 

Заключение

Представленный в работе метод параметрической 
оптимизации позволяет успешно определять коэффи-
циенты при полиномах Цернике, отвечающие за кому и 
астигматизм (c22, s22, c31, s31) по известному распреде-
лению интенсивности в пятне рассеяния при наличии 
известной расфокусировки.  В дальнейшем на основе 
величины восстановленных коэффициентов, используя 
таблицу влияния параметров, полученную в одной из 
программ для автоматизированного проектирования 
оптических систем [11], возможно определение дета-
лей, погрешность юстировки которых вносит основные 
искажения, а также направления смещений и наклонов. 
Особенно актуально использование данного метода для 
телескопов, не обладающих осевой симметрией компо-
нентов, поскольку в таких системах тяжелее конструк-
тивно обеспечить стабильность положения оптических 
элементов.

Для поиска оптимальной величины расфокусировки 
Δс20 было промоделировано и проанализировано около 
15 000 вариантов комбинаций четырех определяемых 
коэффициентов (c22, s22, c31, s31). Величина каждого 
коэффициента генерировалась случайным образом в 
диапазоне от –0,5 до 0,5λ, общее среднеквадратическое 
отклонение волнового фронта при этом находится в 
диапазоне от 0 до 0,4λ.

Применение алгоритма оптимизации с небольшими 
аберрациями (среднеквадратическое отклонение вол-
нового фронта меньше 0,15λ) приводит к успешному 
определению искомых коэффициентов при отклонении 
коэффициента расфокусировки с20 от соответствующей 
плоскости наилучшей установки от 0,1 до 0,5λ, что на-
ходится на небольшом расстоянии от границы глубины 
резкости. При этом достаточно всего одного любого 
пятна рассеяния в этом диапазоне для успешного опре-
деления коэффициентов.

При среднеквадратическом отклонении волнового 
фронта от 0,15 до 0,4λ восстановление работает в том 
же диапазоне расфокусировок, но менее стабильно. 
Если провести несколько вычислений в диапазоне от 
–0,5 до 0,5λ с шагом 0,1λ, т. е. для 10 пятен с одина-
ковым набором искомых коэффициентов, но разной 

Рис. 2. Пример пятна рассеяния 
Fig. 2. Scattering spot example

Рис 3. Пример области успешного восстановления
Fig. 3. Successful reconstruction range example

Анализ влияния расфокусировки на определение параметров волнового фронта телескопа...
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фокусировкой, то в указанном диапазоне будет как 
минимум одно положение фокусировки, при которой 
искомые коэффициенты успешно определятся. Чем 
больше среднеквадратическое отклонение волнового 

фронта, тем меньше будет положений плоскости уста-
новки, при котором восстановление будет успешным, 
при этом успешность восстановления зависит также и 
от конкретного набора коэффициентов.
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