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Аннотация
Рассмотрены вопросы развития теорий чувствительности и модальной чувствительности, робастности и 
грубости динамических систем. В современной теории динамических систем и систем автоматического 
управления возникает необходимость изучения свойств чувствительности, робастности и грубости систем 
во взаимосвязи. Прикладное значение теории чувствительности связано с проектированием и созданием 
высокоточных, малочувствительных систем. Наиболее существенные результаты при этом были достигнуты 
при разработке дифференциальных методов анализа и синтеза малочувствительных систем. Один из подходов 
к проблеме анализа и синтеза линейных систем малой параметрической чувствительности в пространстве 
состояний был разработан с применением функций модальной чувствительности или, иначе говоря, методом 
модальной чувствительности. В обзоре рассмотрены методы исследований и обеспечения робастной 
устойчивости интервальных динамических систем как алгебраического, так и частотного направлений робастной 
устойчивости. Приведены основные результаты оригинального алгебраического метода для непрерывного 
и дискретного времени. В разделе «Основные этапы развития теории грубости систем» изложены основные 
положения теории и метода топологической грубости динамических систем, основанного на понятии грубости 
по Андронову–Понтрягину. Приложения метода топологической грубости к синергетическим системам и 
хаосу использованы для исследований многих систем, таких как аттракторы Лоренца и Рёсслера, систем 
Белоусова–Жаботинского, Чуа, «хищник-жертва», бифуркации Хопфа, экономических систем Шумпетера и 
Калдора и др. Для исследований слабо формализуемых и неформализуемых систем предложено использование 
подхода аналогий теоретико-множественной топологии и абстрактного метода к таким системам. Дальнейшие 
исследования предполагают развитие теорий чувствительности, робастности, грубости и бифуркаций для 
сложных нелинейных динамических систем. 
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Abstract
The review focuses on the development of theories of sensitivity and modal sensitivity, robustness and roughness 
of dynamic systems. In modern theory of dynamic systems and automatic control systems, there is a need to study 
the properties of sensitivity, robustness and roughness of systems in their interconnection. An import application of 
sensitivity theory is associated with the design and creation of high-precision and low-sensitivity systems. The most 
significant results were achieved in the development of differential methods for the analysis and synthesis of low-
sensitivity systems. One approach to the analysis and synthesis of linear systems of low parametric sensitivity in the 
space of states was developed using the functions of modal sensitivity or, in other words, the method of modal sensitivity.  
A review of robustness theory considers methods of studying and ensuring the robust stability of interval dynamical 
systems, paying attention to both algebraic and frequency directions of robust stability. The work presents the main 
results of the original algebraic method of robust stability of interval dynamical systems for continuous and discrete 
time. The section “Basic development stages of the theory of roughness of systems” describes the main principles of 
the theory and method of topological roughness of dynamical systems, based on the concept of roughness according to 
Andronov–Pontryagin. Applications of the topological roughness method to synergetic systems and chaos have been 
used to investigate many systems, such as the Lorenz and Rössler attractors, the Belousov–Zhabotinsky, Chua, predator-
prey, Hopf bifurcation, Schumpeter and Caldor economic systems, etc. The review proposes applying the approach of 
analogies of theoretical-multiple topology and the abstract method for studying weakly formalized and informal systems. 
Further research suggests the development of theories of sensitivity, robustness, roughness and bifurcation for complex 
nonlinear dynamic systems.
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systems, interval dynamic system, bifurcation, synergetic system and chaos, method of topological roughness, special 
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Введение

Вопросам свойств чувствительности, робастности 
и грубости динамических систем в современной нау-
ке уделяется все больше внимания. Это обусловлено 
прежде всего тем, что становится актуальным анализ 
и синтез систем при возмущениях как параметриче-
ских, так и внешних сигнальных, которые определены 
реальными условиями функционирования различных 
динамических систем.

Рассматриваемые свойства чувствительности, ро-
бастности и грубости систем тесно взаимосвязаны. 
Свойства чувствительности в общем случае противо-
положны свойствам робастности и грубости. В то же 
время робастность и грубость отличаются тем, что ро-
бастность предполагает любые конечные возмущения, 
тогда как грубость рассматривается при малых возму-
щениях, т. е. вблизи невозмущенных состояний систем.

При исследовании чувствительности систем особое 
место занимают вопросы чувствительности мод (полю-
сов) или иначе модальной чувствительности систем.

Как известно, впервые проблема чувствительности 
применительно к физическим системам была сформу-
лирована Г. Боде [1]. Иные определения чувствительно-
сти предложены в работах известных советских и зару-
бежных ученых: Е.Н. Розенвассера, Р.М. Юсупова [2]; 
Р. Томовича, М. Вукобратовича [3]; J. Cruz, W. Perkins 
[4]; П. Кокотовича [5]. Наиболее широкий обзор по тео-
рии чувствительности с обстоятельной библиографией 
приведен в работе M. Eslami [6].

Прикладное значение теории чувствительности 
прежде всего связано с проектированием и созданием 
прецизионных малочувствительных систем автомати-
ческого управления. Один из методов (подходов) для 
решения проблем анализа и синтеза линейных систем 

управления малой параметрической чувствительности 
в пространстве состояний с применением функций 
модальной чувствительности был разработан в диссер-
тации автора [7]. Положения этого метода (подхода), в 
частности, приведены в совместных работах автора и 
А.В. Ушакова [8, 9].

Интересы исследователей, которые привлекают про-
блемы робастности и грубости в различных областях 
науки и техники, да и не только в теории управления, 
но и в экологии, синергетике и т. д., связаны с тем, 
что эти проблемы относятся к важнейшим свойствам 
систем, рассматриваемым при их реальном функциони-
ровании. Особенно расширяет границы проблемы гру-
бости, ее связь с проблемами бифуркаций и катастроф.

Что касается систем управления, то в настоящее 
время наиболее рассмотрены и решены вопросы ро-
бастной устойчивости. Решение этих вопросов связано 
с основополагающими работами В.Л. Харитонова [10, 
11], в которых решены вопросы робастной устойчиво-
сти для интервальных полиномов.

В настоящее время получены много новых ре-
зультатов в теории робастной устойчивости, это пре-
жде всего реберная теорема и дискретные аналоги, 
и варианты теорем Харитонова. Советскими и рос-
сийскими учеными — Я.З. Цыпкиным и Б.Т. Поляком 
[12], Ю.И. Неймарком [13] — разработаны частотные 
критерии робастной устойчивости типа Михайлова, 
Найквиста, D-разбиения. 

В работах автора [14, 15] представлены ориги-
нальные результаты, полученные для непрерывных и 
дискретных линейных интервальных динамических 
систем, названные в целом алгебраическим методом 
робастной устойчивости. 

В классической постановке вопросы грубости и 
бифуркаций динамических систем были поставлены 
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еще на заре становления топологии как нового научного 
направления математики великим французским матема-
тиком и физиком А. Пуанкаре [16], в частности, термин 
бифуркация впервые введен им и означает дословно 
«раздвоение» или говоря другими словами — от ре-
шений уравнений динамических систем ответвляются 
новые решения.

Многие основополагающие результаты в теории 
грубости и бифуркаций получены А.А. Андроновым и 
его школой. В работе А.А. Андронов, Л.С. Понтрягин 
[17], впервые дано понятие грубости, которое впо-
следствии названо понятием грубости по Андронову–
Понтрягину [18].

В работах автора [19–26] получены результа-
ты, развивающие понятие грубости по Андронову–
Понтрягину, позволяющие количественно исследовать 
и решать задачи грубости и бифуркаций динамических 
систем, которые эффективно применяемые к синерге-
тическим системам.

В обзоре рассмотрены вопросы развития теорий 
чувствительности и модальной чувствительности, ро-
бастности и грубости динамических систем, в частно-
сти, применительно к системам управления и синерге-
тическим системам различной физической природы. 

Основные этапы развития 
теории чувствительности.

Модальная чувствительность 

Рассмотрим проблему чувствительности примени-
тельно к физическим системам, которая была сформу-
лирована в работах [1–5].

Формирование теории чувствительности как са-
мостоятельного научного направления, прежде всего 
в технической кибернетике, относится к началу 60-х 
годов XX века. Прикладное значение теории чувстви-
тельности связано с проектированием и созданием 
высокоточных, малочувствительных систем. 

При исследовании чувствительности систем при-
меняют методы: дифференциальные и структурные.

Достоинства структурных методов в том, что они 
позволяют для линейных систем существенно сокра-
щать количество моделей чувствительности для задач 
анализа.

Основные подходы к синтезу малочувствительных 
систем следующие:
— выбор такой структуры системы, при которой место 

включения объекта, являющегося наименее стабиль-
ным звеном, наиболее полно отвечает требованиям 
уменьшения чувствительности системы;

— использование естественных или искусственно вве-
денных в систему избыточных элементов для удов-
летворения требованиям малой чувствительности;

— синтез системы по критериям параметрической 
инвариантности или нулевой чувствительности;

— введение в систему новой обратной связи — обрат-
ной связи по функциям чувствительности;

— синтез оптимальных по нечувствительности систем.
Реальные значения параметров систем практически 

всегда отличаются от расчетных. Это может вызываться 
неточностью изготовления отдельных элементов, изме-

нениями параметров в процессе хранения и эксплуата-
ции, изменениями внешних условий и т. д.

Изменения параметров приводят к изменениям ста-
тических и динамических свойств систем в реальных 
условиях их функционирования. Это обстоятельство 
желательно учесть заранее в процессе проектирова-
ния и настройки систем. Степень влияния изменения 
отдельных параметров на различные характеристики 
систем оценивается посредством чувствительности.

Наиболее существенные результаты по анализу и 
синтезу малочувствительных систем были достигнуты 
Е.Н. Розенвассером и Р.М. Юсуповым [2, 27], в осо-
бенности при разработке дифференциальных методов 
анализа и синтеза малочувствительных систем, так в 
задачах синтеза получены эффективные результаты 
путем:
— выбора структуры системы, обеспечивающей мини-

мальную чувствительность к вариациям параметров 
объекта;

— использования избыточности при синтезе систем с 
учетом требований малой чувствительности;

— синтеза систем по критериям параметрической ин-
вариантности или нулевой чувствительности;

— введением в систему обратной связи по функциям 
чувствительности;

— синтеза оптимальных по нечувствительности си-
стем управления.
Для уменьшения чувствительности систем к ва-

риациям параметров введением в систему обратной 
связи по функциям чувствительности образуются два 
контура:
1) первый контур обеспечивает требуемые динамиче-

ские свойства при номинальных расчетных харак-
теристиках объекта и регулятора;

2) второй контур уменьшает дополнительное движе-
ние, возникающее вследствие изменений параме-
тров объекта и регулятора.
Блок-схема и структурная схема системы управ-

ления с двойной обратной связью показаны на рис. 1.
На рис. 1, а даны следующие обозначения: y(t), 

x(t) — вход и выход системы; f(t) — возмущающее 
воздействие на объект управления; z(t) — выход ре-
гулятора; s(t) — выход модели чувствительности; 
q(t) — корректирующее воздействие; пунктирная ли-
ния охватывает замкнутую систему без второй обрат-
ной связи, связанной с моделью чувствительности. На 
рис. 1, b — Wк1(p), Wк2(p), Wкm(p) — передаточные 
функции корректирующих звеньев от 1 до m; Wч1(p), 
Wч2(p), Wчm(p) — передаточные функции звеньев моде-
ли чувствительности (МЧ) от 1 до m; s1(t), s2(t), sm(t) — 
выходы звеньев модели чувствительности от 1 до m; 
пунктирной линией обозначена МЧ.

Передаточная функция исходной системы (основ-
ного контура) по выходному сигналу x относительно 
управляющего сигнала имеет вид

 , 

где W1(p) — передаточная функция объекта управле-
ния; Wос(p) — передаточная функция обратной связи. 
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С учетом контура чувствительности получаем пере-
даточную функцию

 , (1)

где Wк(p) — передаточная функция корректирующего 
звена; Wч(p) — передаточная функция модели чувстви-
тельности.

Для выбора корректирующих устройств многокон-
турной системы, изображенной на рис. 1, b, получаем 
следующие уравнения:

 , (2)

где Soi(p) — функции чувствительности; Wкi(p), 
Wчi(p) — соответственно передаточные функции i-го 
звена коррекции и модели чувствительности; Wо(p) — 
общая передаточная функция системы. 

Неизвестными в (1), (2) являются

 Woc(p), Wк1(p), …, Wкm(p).

Для их нахождения имеем (m + 1) уравнений (2).
К структурным методам достижения минимальной 

чувствительности относятся результаты, полученные 
М.В. Мееровым путем выбора структуры системы, при-
надлежащей к классу устойчивых при неограниченно 
большом коэффициенте усиления, в соответствующих 
контурах [28]. 

Также к структурным методам относятся исполь-
зование скользящего режима и систем с переменной 
структурой в скользящем режиме для достижения ми-
нимальной чувствительности, которые исследованы в 
работах Б.Н. Петрова, С.В. Емельянова, В.И. Уткина и 
других авторов [29–33].

Оригинальный метод достижения малой чув-
ствительности был разработан в работе Перкинса 

(W.B. Perkins) и Круса (J.B. Cruz) [4], где предложен так 
называемый метод сравнительной чувствительности, 
основанный на сравнении дополнительных движений, 
вызванных вариациями параметров двух систем: номи-
нально эквивалентных разомкнутой и замкнутой (рис. 2).

На рис. 2 даны следующие обозначения: P(s, α), 
G(s), H(s) — передаточные функции объекта, регуля-
тора и наблюдателя соответственно; s — комплексная 
переменная преобразования Лапласа; α — параметры 
объекта; c — индекс замкнутой системы (c-closed); 
o — индекс разомкнутой системы (o-open); Rs, Y(s, α) — 
соответственно вход и выход системы.

Проблема минимальной чувствительности является 
задачей параметрической оптимизации, в которой па-
раметрами являются коэффициенты полиномов числи-
телей матрицы чувствительности S, а оптимизируемый 
функционал есть функционал чувствительности J. 

 S = [I + P(s, α)G(s)H(s)]–1,  

 J = Eo
T(–s, α)ST(–s)QS(s)Eo(s, α)ds, 

 Ec(s, α) = SEo(s, α),

где Ec(s, α) = Yc(s, α) – Yc(s, α0); Eo(s, α) = Yo(s, α) – 
– Yo(s, α0); Ec(s, α), Eo(s, α) — ошибки, внесенные 
изменениями параметров α = α0 + Δα, в замкнутой и 
разомкнутой системах; Q — некоторая положительно 
полуопределенная матрица; I, P, G, H — соответствен-
но единичная матрица, матрицы передаточных функций 
объекта, регулятора и наблюдателя; T — знак транспо-
нирования матриц.

Развитием метода сравнительной чувствительности 
Перкинса–Круса на оптимальные системы является 
 метод Крейндлера (E. Kreindler), касающийся уменьше-
ния чувствительности замкнутых оптимальных систем 
[34]. 

Для синтеза линейных систем управления с нулевой 
параметрической чувствительностью известен метод 
Т. Мита (T. Mita) [35]. 

Рис. 1. Блок-схема (а) и структурная схема (b) системы с двойной обратной связью
Fig. 1. Block diagram (a) and structural diagram (b) of the dual feedback system
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Здесь Т. Мита рассматривает линейный стационар-
ный объект управления 

 ẋ = (A + ΔA)x + Bu,  (3)
 y = Cx,   (4)

где x, u, y — состояние, вход и выход объекта управле-
ния соответствующих размерностей; A, B, C — матри-
цы соответствующих размерностей; ΔA — вариация 
матрицы A, вызванная вариацией неизвестных пара-
метров.

При этом предполагается, что пара (A, B) — управ-
ляема. Управление в виде обратной связи задается в 
форме
 u = Kx + g, 

где K — матрица обратной связи; g — внешний вход.
Условие нулевой чувствительности системы опре-

деляется соотношением

 C(sI – A – ΔA – BK)–1B ≡ C(sI – A – BK)–1B,  

необходимым и достаточным условием выполнения 
которого является тождество

 C(sI – A – BK)–1B ≡ 0.  (5)

Т. Мита определил условия, которым удовлетворяет 
матрица K в выражении (5).

Один из подходов к проблеме анализа и синтеза 
линейных систем малой параметрической чувстви-
тельности в пространстве состояний с применением 
функций модальной чувствительности или иначе 
метод модальной чувствительности был разработан 
в диссертационной работе [36]. Положения этого под-
хода, в частности, приведены в работах [8, 9, 37–39].

Основой метода модальной чувствительности явля-
ется метод модального управления в теории управления 
[40], важная положительная особенность которого – 
однотипность алгоритмического обеспечения процедур 
анализа и синтеза как для номинального, так и возму-
щенного режимов работы систем. При этом процедура 
синтеза строится на основе использования матричного 
уравнения Сильвестра [41].

Модальное управление представляет собой эффек-
тивный аппарат синтеза систем с заданными показате-
лями качества [42]. Одним из развитий этого аппарата 
является метод модального управления в модельной 

постановке [36, 43, 44], который сформулирован как 
задача обеспечения подобия с точностью до линейно-
го преобразования некоторой динамической системе, 
обладающей желаемым спектром (множеством) мод 
(собственных значений, полюсов) системы. На базе мо-
дального управления с использованием метода функций 
модальной чувствительности и метода чисел обуслов-
ленности матриц осуществляется синтез модально-ро-
бастных многомерных систем управления [45, 46].

Огромный вклад в теорию модальной чувствитель-
ности внес А.В. Ушаков, одним из учеников которого в 
этом направлении науки является автор данного обзора. 
Помимо указанных выше публикаций по данному на-
правлению теории чувствительности, во многих публи-
кациях А.В. Ушакова и его научной школы приведены 
результаты решений вопросов модальной чувствитель-
ности [47–49].

Результаты автора в области теории модальной чув-
ствительности приведены в монографии [46]. 

Здесь, как отмечено выше, задача синтеза модаль-
но-робастных систем управления строится на базе мо-
дальной модели, удовлетворяющей матричному урав-
нению Сильвестра
 МГ – АМ = –ВН,  

а матрица линейной стационарной обратной связи K, 
определяющая закон управления вида

 u = –Kx, 

выражается как
 K = HM–1, 

где обозначения векторов и матриц системы соответ-
ствуют обозначениям в (3) и (4), а Γ – n × n — матрица 
состояния модальной модели, определяющая желаемый 
спектр мод системы; M – n × n — матрица преобра-
зования базисов подобных матриц Γ и F = A – BK; 
H – r × n — произвольная матрица, образующая с Γ 
наблюдаемую пару (Γ, H).

При этом, в случае использования метода функций 
модальной чувствительности, оптимизируется функци-
онал в виде определенной нормы матрицы модальной 
чувствительности

 Sλ =
Δ

 [λij] =
Δ

 

λ11λ12 … λ1p
λ21λ22 … λ2p
 … … … …
λn1λn2 … λnp

, 

где λij — функция (от варируемого параметра q) мо-
дальной чувствительности i-ой моды по j-му варьируе-
мому параметру, ∆ — по определению.

Соответственно, функционал модальной чувстви-
тельности системы определяется как какая-либо норма 
матрицы Sλ, например, как евклидова норма 

 J = ||Sλ||E.  

В случае использования метода чисел обусловлен-
ности матриц оптимизируется функционал в виде числа 
обусловленности c нормированной матрицы M, т. е.

 Jc = c{M}. 

Рис. 2. Номинально эквивалентные разомкнутая (а) 
и замкнутая (b) системы

Fig. 2. Nominally equivalent open (а) and closed (b) systems
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Основные этапы развития теории 
робастности систем

Традиционное понимание грубости и робастности 
в современной литературе определяет робастность как 
способность систем сохранять те или иные свойства не 
единственной системы, а множества систем, опреде-
ленных тем или иным способом при конечных параме-
трических или внешних возмущениях, а грубость – как 
свойство систем сохранять качественную картину раз-
биения фазового пространства на траектории при ма-
лом возмущении топологий систем [17, 18, 22, 50–52].

Как выше сказано, решение вопросов робастной 
устойчивости прежде всего связано с основополага-
ющими работами В.Л. Харитонова для интервальных 
полиномов [10, 11].

В этих работах В.Л. Харитоновым решены вопросы 
об устойчивости интервальных полиномов (или семей-
ства полиномов) вида

 f(λ) = b0λn + b1λn–1 + … + bn, (6)

где bi, i = 0, 1, …, n — коэффициенты, заданные в ин-
тервалах bi ≤ bi ≤ bi, bi, bi, — соответственно нижние и 
верхние границы коэффициентов bi.

Показано, что необходимыми и достаточными ус-
ловиями робастной устойчивости всего семейства дей-
ствительных и комплексных полиномов (6) является со-
ответственно устойчивость четырех и восьми (парных) 
угловых полиномов. Эти угловые полиномы теперь 
носят название полиномов Харитонова.

В настоящее время получены: реберная теорема и 
дискретные аналоги и варианты теорем Харитонова, 
частотные критерии робастной устойчивости типа 
Михайлова, Найквиста, D-разбиения [18, 19].

Следует отметить, что еще недостаточно рассмо-
трены вопросы синтеза робастных нелинейных систем 
управления, в особенности, когда модели и параметры 
возмущений неопределенны [53, 54].

В работах [55–58] представлены обзоры и поста-
новки задач робастной устойчивости, которые были 
основаны на работе В.Л. Харитонова [10]. 

В работе Б.Т. Поляка, П.С. Щербакова [57] пред-
ложено понятие сверхустойчивости линейных систем 
управления. При этом сверхустойчивые системы обла-
дают свойствами выпуклости, допускающими простые 
решения многих классических задач теории управ-
ления, в частности задачи робастной стабилизации 
при матричной неопределенности. Но существенным 
ограничением таких систем является практическая 
узость их класса, определяемого условиями наличия 
доминирующих диагональных элементов матрицы си-
стемы с отрицательными величинами. 

В работе В.М. Кунцевича [58] получены интересные 
результаты по робастной устойчивости для линейных 
дискретных систем. При этом матрица системы зада-
ется в фробениусовой форме, что также сужает класс 
рассматриваемых реальных систем. 

В работах B.R. Barmish и др. [59, 60] предложены 
контрпримеры к теореме Биаласа [61], которые аннули-
рованы в работе [14]. 

В работах M. Mansour и др. [62, 63] получены дис-
кретные аналоги слабой и сильной теорем Харитонова 
[10], которые имеют ограничения, накладываемые на 
интервальные области коэффициентов, или в случаях 
применения [51] сложной процедуры проектирования 
корней полиномов на отрезок [–1, 1]. 

В современной теории интервальных динамических 
систем существуют два альтернативных направления 
[10–13, 49, 53–56, 64]: 
1) алгебраическое или харитоновское направление; 
2) частотное или направление Цыпкина–Поляка.

В работах автора [14, 15, 46, 64–66] представлены 
оригинальные результаты, полученные в харитонов-
ском направлении для непрерывных и дискретных ли-
нейных интервальных динамических систем, назван-
ные в целом алгебраическим методом робастной 
устойчивости. Основные результаты метода представ-
лены в работе [64]. 

Новизна и отличительная особенность метода за-
ключается в том, что для интервальной динамической 
системы с матрицей общего вида как в непрерывном 
времени 

 ẋ(t) = Ax(t), x(t0) = x0, (7)

так и в дискретном случае 

 x(m + 1) = Ax(m), m = 1, 2, 3, …, (8)

где x = x(t) ∈ Rn, x(m) — векторы состояния; A ∈ Rnxn — 
интервальная матрица с элементами aij, i, j = 1,n, пред-
ставляющими интервальные величины aij ∈ [aij, āij] 
с угловыми значениями aij, āij, aij ≤ āij, определены 
необходимые и достаточные условия робастной устой-
чивости систем (7) и (8).

В непрерывном случае определяются так называ-
емые последовательные сепаратные угловые коэффи-
циенты bi характеристических полиномов (6) системы 
(7), которые находятся оптимизационными методами 
нелинейного программирования через интервальные 
элементы матрицы A.

В дискретном случае вводятся понятия точек и 
интервалов перемежаемости для коэффициентов ха-
рактеристического полинома системы, как показано 
на рис. 3, на базе которых формулируется алгоритм 
определения робастной устойчивости системы (8).

Интервальный характеристический полином дис-
кретной системы, получаемый с использованием z-пре-
образования имеет вид

 f(z) = det(zI – A) = ∑
i=0

n
bizn–i, bi ∈ [bi,bi], bi ≤ bi, (9)

где I — единичная матрица. 
Алгебраический метод робастной устойчивости, 

который разработан для линейных интервальных ди-
намических систем может быть применен к иссле-
дованию нелинейных интервальных систем [67], на 
 основе использования положений метода топологи-
ческой  грубости, изложенной в работе [68]. При этом 
динамика систем рассматривается вблизи ее особых 
траекторий. 
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Основные этапы развития 
теории грубости систем

В современной науке все больше внимания уделя-
ется вопросам грубости динамических систем, и это, 
прежде всего, связано с возросшим интересом исследо-
вателей к объединяющим направлениям науки, к кото-
рым относится наука о саморазвивающихся системах 
и явлениях – синергетика. Также важным для науки 
является проблема исследований хаотических явлений 
или хаоса в синергетических системах, которые также 
связаны с проблемой грубости таких систем [69–71].

Синергетика все более вторгается во многие об-
ласти современной науки как в естественные, так и 
в гуманитарные и общественные науки [72–76], при 
исследовании которых важное значение имеют вопросы 
грубости и бифуркаций. 

В классической постановке вопросы грубости и 
бифуркаций динамических систем были поставлены 
великим французским ученым А. Пуанкаре [16].

Многие основополагающие результаты в теории 
грубости и бифуркаций получены А.А. Андроновым и 
его школой [17, 18]. 

В теории динамических систем известны два раз-
личных подхода к проблеме грубости:
1) на основе понятия грубости по Пейксото или иначе 

«структурной устойчивости» [77];
2) на основе понятия грубости по Андронову–

Понтрягину, когда в отличие от понятия по Пейксото 
требуется ε-близость исходного и возмущенного го-
меоморфизмов.

В работах [19–26, 46, 68, 78] получены результа-
ты, развивающие понятие грубости по Андронову–
Понтрягину, которые составляют основу метода то-
пологической грубости, эффективно применяемого 
к синергетическим системам различной физической 
природы.

Основы метода топологической грубости приведены 
в работе [68].

При этом метод основан на понятии грубости по 
Андронову–Понтрягину, когда рассматривается исход-
ная система n-го порядка

 ż(t) = F(z(t)), (10)

где z(t) ∈ Rn — вектор фазовых координат; F — n-мер-
ная дифференцируемая вектор-функция.

Система (10) называется топологически грубой по 
Андронову–Понтрягину в некоторой области G, если 
исходная система и возмущенная система, определен-
ная в подобласти G, области G:

 z = F(z) + f(z), (11) 

являются ε-тождественными в топологическом смысле.
Системы (10) и (11) ε-тождественны, если суще-

ствуют открытые области D, D в n-мерном фазовом 
пространстве при D ⊂ D ⊂ G ⊂ G:

∃ε, δ > 0, такие, что, если ||f(z)|| < δ, |dfi(z)/dzj| < δ, 
i, j = 1,n, то | ||z|| – ||z|| | < ε, 
или  

 (D, (2)) ≡
ε
 (D, (1)), (12)

иначе разбиение областей D и D траекториями систем 
(11) и (10) ε-тождественны (имеют одинаковые топо-
логические структуры с траекториями близкими до ε). 

Если (12) не выполняется, то система (10) негруба 
по Андронову–Понтрягину. 

Основы теории и метода топологической грубости 
заложены в работе [20], где введены основные опреде-
ления и доказаны базовые теоремы о необходимых и 
достаточных условиях грубости вблизи особых точек, 
об условиях существования управления, доставляю-
щего грубость системе и условиях возникновения би-
фуркаций топологий в системе [68]. При этом мерой 
грубости служит число обусловленности C матрицы 
приведения к диагональному (квазидиагональному) ба-
зису матрицы системы, в особых траекториях (точках, 
линиях, многообразиях) системы.

Метод апробирован при исследовании многих из-
вестных синергетических систем различной физиче-
ской природы таких как системы Лоренца, Рёсслера, 
Белоусова–Жаботинского, «хищник-жертва», цепь 
Чуа, динамо Рикитаке, отображения Хенона, бифур-
каций Хопфа, моделях экономических систем типа 
Шумпетера, Калдора и др. При этом результаты метода, 
полученные на вышеперечисленных системах, согласу-
ются с известными результатами других исследовате-
лей этих систем. 

Система (аттрактор) Лоренца, которая наиболее ис-
следована многими авторами в силу того, что эта систе-
ма является по существу исторически первой системой 
(1963 г.), где подтверждена на практике справедливость 

Рис. 3. Точки перемежаемости M1′ и M2′ на числовой оси 
коэффициента bi по стрелке от –∞ до +∞ и интервалы 

перемежаемости (–∞, M1′]–, [M1′, M2′]+, [M2′, +∞)–

 для коэффициента bi (а); M1 и M2 — точки в единичной 
окружности плоскости корней zi, zk (Re zi — действительная 

часть, Im zi — мнимая часть), которые соответствуют 
переходам корней характеристического полинома (9) 

из устойчивой области (+) в неустойчивую область (–) 
при изменениях коэффициента bi (b)

Fig. 3. Interleaving points M1′ and M2′ on the numerical axis of 
the coefficient bi along the arrow from –∞ to +∞, 

and interleaving intervals (–∞, M1′]–, [M1′, M2′]+, [M2′, +∞)– 
for the coefficient bi (а); M1 and M2 points in the unit circle 
of plane of roots zi, zk (Re zi is the actual part, Im zi is the 

imaginary part), which correspond to the transitions of roots 
of the characteristic polynomial (9) from stable area (+) 

to unstable area (–) at changes of coefficient bi (b)
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гипотезы великого французского ученого А. Пуанкаре 
(1892 г.) о существовании хаотических движений в 
детерминированной системе.

Исследованиями системы Лоренца с использовани-
ем меры грубости С подтверждены основные бифур-
кации этой системы [22, 26], описанные в литературе 
и отвечающие условиям критериев, приведенных в 
работе [68].

Теория и метод топологической грубости систем, 
предполагает формализованность математической мо-
дели исследуемых систем. 

В работах [26, 46], в случае слабо формализуемых 
и не формализуемых математическими моделями си-
стем, предлагается применение следующего подхода, а 
именно подхода аналогий теоретико-множественной 
топологии и абстрактного метода к исследованиям 
таких систем.

Основные положения подхода аналогий

Пусть задано некоторое множество M1, с которым 
связано множество M2, отношения которых опреде-
ляется некоторым морфизмом →, т. е. имеет место 
соотношение 

 M1 → M2,  (13)

такое, что 
 F(M1) = M2,  (14)

где F — функтор, служащий отображением между 
множествами. 

Определение 1. Соотношение (13) определяет не-
которое пространство множеств {М}, в котором опре-
делена топология этого пространства T.

Определение 2. Особыми многообразиями μ про-
странства {М} назовем особые точки, особые линии и 
многомерные многообразия в этом пространстве, где 
возможны определенные особые (сингулярные) разры-
вы в соотношении (14), в смысле топологии Т.

Определение 3. Возмущением множества М назовем 
множество F(M), такое что М + F(M) образует возму-
щенное множество в пространстве {М}.

Определение 4. Вводится метрика δ для возмуще-
ний и метрика ε для возмущенных множеств.

Определение 5. Назовем топологию пространства 
{М} вблизи некоторого особого многообразия μ грубой, 
если при малом возмущении δ множества М, возмущен-
ное множество М + F(M) будет отличатся от множества 
М не более чем на некоторое малое ε.

При введенных выше определениях можно вос-
пользоваться всеми основными положениями теории и 
метода топологической грубости динамических систем, 
т. е. рассматривать вопросы максимальной грубости и 
минимальной негрубости и др.

Заключение

В работе приведен обзор основных этапов разви-
тия теорий чувствительности, робастности и грубости 
динамических систем. Дана библиография основных 
публикаций автора, в которых получены фундамен-
тальные результаты в области теорий модальной чув-
ствительности, робастности и грубости динамических 
систем в целом и синергетических систем в частности. 

Рассмотрены методы модальной чувствительности: 
метод функций модальной чувствительности и метод 
чисел обусловленности, а также их использование для 
анализа параметрической чувствительности и синтеза 
модально-робастных систем управления. 

Рассмотрены методы исследований и обеспечения 
робастной устойчивости интервальных динамических 
систем как алгебраического, так и частотного направ-
лений робастной устойчивости. Приведены основные 
результаты оригинального алгебраического метода ро-
бастной устойчивости для непрерывного и дискретного 
времени. 

Изложены положения теории и метода топологиче-
ской грубости динамических систем, основанного на 
понятии грубости по Андронову–Понтрягину. 

Предложенный выше подход аналогий может быть 
использован для таких слабо формализуемых и не-
формализуемых систем как информационные систе-
мы, социальные и политические системы. При этом 
основная трудность исследования таких систем будет 
заключаться в определении соответствующих множеств 
М, функторов F, особых многообразий μ, а также вне-
дрения метрик δ и ε пространства {М}, что является 
задачами перспективы.
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