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Аннотация
Предмет исследования. Рассмотрен подход к формированию управляющих программных траекторий движения 
подвижных объектов (самолетов, судов) как решение оптимальной по быстродействию задачи для машин 
Дубинса. Метод. Предложено вместо прямого решения принципа максимума Понтрягина воспользоваться 
простым перебором возможных стратегий управления с целью определения среди них оптимальной по 
быстродействию. Основные результаты. Решена задача поиска кратчайшей траектории движения объекта из 
одной точки в другую, причем для обеих точек заданы их координаты и курсовые углы. Заданы три абсолютных 
значения радиусов циркуляции, соответствующие сигналам управления на каждом из трех участков траектории. 
Задача поиска кривых Дубинса сводится к поиску параметров двух промежуточных точек, в которых происходит 
смена управления. Рассмотрены возможные направления вариантов смены управлений с учетом имеющихся 
ограничений. Вычислены длины траекторий движения и выбрана оптимальная. Решена задача построения 
траектории, которая обеспечит гладкое сопряжение двух прямолинейных фрагментов траекторий и проходит 
через точку их пересечения. Решение задачи поиска оптимальной траектории движения с использованием 
машины Дубинса дает единственную траекторию. Предлагаемый метод рассматривает нескольких допустимых 
по ограничениям траекторий, из которых перебором выбирается оптимальная. Наличие нескольких допустимых 
стратегий дает преимущества при выборе траектории в зависимости от окружающей обстановки. Практическая 
значимость. Вместо прямого решения принципа максимума Понтрягина используется простой перебор 
возможных стратегий управления с целью определения среди них оптимальной по быстродействию, что 
обусловлено ограниченным для машин Дубинса количеством возможных стратегий управления. Физически 
ограничения на управление (радиус поворота) связаны с ограниченностью угла поворота руля. Простота 
аналитических расчетов для каждой стратегии позволяет выполнять эти расчеты в реальном времени. Быстрота 
расчетов для задачи определения оптимальной траектории связана с тем, что в предложенном методе не 
требуется выполнение сложных расчетов для решения задачи нелинейной оптимизации, следующей из принципа 
Понтрягина. 
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Abstract
The paper considers an approach to the formation of control program trajectories of moving objects (UAVs, ships) as a 
solution to the optimal problem in terms of Dubins path search. Instead of directly solving the Pontryagin’s maximum 
principle, it is proposed to use a simple analysis of possible control strategies in order to determine among them the 
optimal one in terms of time spent on a trajectory. The problem of finding the shortest trajectory of movement of an 
object from one point to another is solved, and for both points their coordinates and heading angles at these points are 
given, as well as three absolute values of the circulation radii corresponding to the given control signals on each of the 
three sections of the trajectory. The problem of finding the Dubins curves is reduced to determining the parameters of 
two intermediate points at which the control changes. All possible directions of control change options are considered, 
taking into account the existing constraints, also the lengths of the corresponding motion trajectories are calculated, 
and the optimal one is selected. The problem of constructing a trajectory is solved as well, which ensures a smooth 
conjugation of two linear fragments of trajectories and passes through the point of their intersection. The solution of 
the optimal trajectory problem using the Dubins car gives a single trajectory. In contrast to this, the proposed method 
considers several trajectories admissible by the constraints, from which the optimal one is selected by exhaustive search. 
The presence of several feasible strategies gives advantages for each specific situation of choosing a trajectory depending 
on the environment. Instead of directly solving the Pontryagin’s maximum principle and constructing a three-dimensional 
optimal trajectory, the authors used a simple analysis of possible control strategies in order to determine among them the 
optimal one in terms of elapsed time. The approach was motivated by the limited number of possible control strategies 
for Dubins paths, as well as the simplicity of analytical calculations for each of them, which allows performing these 
calculations in real time. The high speed of calculations for the problem of determining the optimal trajectory is due to 
the fact that the proposed method does not require complex calculations to solve the problem of nonlinear optimization, 
which follows from the Pontryagin’s principle.
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Введение

В настоящее время для мониторинга линейных 
объектов, таких как линии электропередач и ветки га-
зопроводов, используют беспилотные летательные ап-
параты (БПЛА) самолетного типа, а для сканирования 
прибрежных морских акваторий — исследовательские 
суда и подводные роботы. Объединяет перечисленные 
объекты то, что все они должны осуществлять свое 
движение по строго определенным программным тра-
екториям и обладать ограниченной управляемостью по 
угловым скоростям. 

Программные траектории определяют генераль-
ное направление движения подвижных объектов, в 
окрестности которых должны стабилизироваться все 
кинематические параметры их движения. При этом 
программные траектории, как правило, задаются в виде 
упорядоченного набора путевых точек {Pi, i = 1, ..., n}, 
который интерпретируется как совокупность прямо-
линейных участков траектории, соединяющих между 
собой путевые точки Pi и Pi+1. В этих условиях прак-
тически важной является задача гладкого сопряжения 
всех участков опорной траектории между собой [1–3]. 
При решении задачи на сфере в [4, 5] было предложе-
но использовать гладкую кривую сопряжения в виде 
заданного радиуса поворота. 

Однако этот подход ограничен в своем применении, 
особенно для сложных программных траекторий и 
специфических требований к прохождению каждого из 
ее участков. Более полезным в ряде случаев оказыва-
ется подход к формированию кривых сопряжения как 
кратчайших траекторий движения объекта из некоторой 
исходной точки в заданную конечную точку, причем 
эти точки лежат на сопрягаемых участках программной 
траектории.

Результаты, полученные Л. Дубинсом [6], оказались 
очень полезными для исследования движения объектов 
с ограничением радиуса поворота и с постоянной по 
величине линейной скоростью. Такие объекты стали 
называть «машина Дубинса», хотя подобными задачами 
еще в 1889 г. занимался А.А. Марков [7]. Они исполь-
зуют простейшую модель движения объекта в гори-
зонтальной плоскости, которая описывается нелиней-
ной системой дифференциальных уравнений третьего 
порядка, где две фазовые переменные характеризуют 
геометрическое положение объекта на плоскости, а 
третья — угол направления вектора скорости.

В рамках решения этой задачи с использованием 
принципа максимума Л.С. Понтрягина установлено, что 
самый быстрый переход из точки в точку с заданными 
начальным и конечным направлениями линейной ско-
рости осуществляется при помощи кусочно-постоянно-
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го управления не более чем с двумя переключениями. 
Модель Дубинса нашла применение для решения ши-
рокого класса задач, например, определение множества 
достижимости при ограничениях на управление [8, 9], 
поиске оптимального управления подводным глайдером 
[10] и применительно к управлению БПЛА [11, 12].

Результаты, полученные Л. Дубинсом [7], полезны 
при исследовании объектов с ограниченным радиусом 
разворота и постоянной скоростью движения. Такие 
модели применяются при построении траекторий дви-
жения в горизонтальной плоскости [13, 14]. Для маши-
ны Дубинса известен синтез оптимального управления 
в задаче быстродействия в симметричном [15] и несим-
метричном [16] случаях ограничений на управление.

В настоящей работе предложено использовать ана-
логичный подход как для формирования оптимальных 
по быстродействию режимов маневрирования подвиж-
ных объектов, так и для поиска гладких кривых сопря-
жения участков программной траектории. Машина 
Дубинса предполагает решение плоской задачи. При 
поиске оптимальной траектории движения судна в пре-
делах нескольких десятков километров можно прене-
бречь кривизной земной поверхности и считать, что 
речь идет о решении плоской задачи. Аналогично и 
БПЛА, которые осуществляют мониторинг больших 
территорий и их фото- и видеосъемку, должны быть 
самолетного типа и иметь стабилизацию по высоте 
для корректного ведения съемки поверхности. Таким 
образом, задача поиска оптимальной траектории, про-
ходящей через заданные точки, тоже может считаться 
плоской задачей для поиска траектории между двумя 
соседними точками, и для ее решения может исполь-
зоваться машина Дубинса. Помимо этого, искомая тра-
ектория должна иметь ограничения на углы поворота. 
Физически ограничения на управление (радиус пово-
рота) связаны с ограниченностью угла поворота руля у 
судна и БПЛА самолетного типа. 

В основе данной работы лежит парадигма решения 
задачи машины Дубинса и использование простейших 
геометрических расчетов для решения задачи поис-
ка оптимальной по быстродействию траектории. Это 
позволит упростить аналитическое исследование и 
решение прямой и сопряженной систем, вытекающих 
из принципа максимума Понтрягина. Решение задачи 
поиска оптимальной траектории выполняется перебо-
ром возможных стратегий управления с целью опреде-
ления среди них оптимальной по быстродействию. В 
пользу этого говорит ограниченное для машин Дубинса 
количество возможных стратегий управления, а также 
простота аналитических расчетов для каждой из них, 
что позволяет выполнять эти расчеты в реальном вре-
мени. Быстрота расчетов для задачи определения опти-
мальной траектории связана с тем, что в предложенном 
методе не требуется выполнение сложных расчетов для 
решения задачи нелинейной оптимизации, следующей 
из принципа Понтрягина. Исследование выигрыша в 
быстроте расчетов по сравнению с решением задачи 
на основе принципа максимума Понтрягина выходит 
за рамки данного исследования, но очевидно, он бо-
лее чем существенен. Необходимо отметить, что при 
проведении вычислений в реальном времени важно 

обеспечить надежность системы и своевременность 
результатов [17, 18].

Отметим, что цель работы — построение не опти-
мального управления, а именно оптимальной траекто-
рии, так как для построения оптимального управле-
ния необходимо учитывать инерционность рулевого 
управления. В связи с этим судну или БПЛА самолет-
ного типа лишь задается некоторая траектория, а что-
бы следовать ей, придется несколько раз переключать 
управление, перекладывая руль слева направо и справа 
налево.

Постановка задачи

Требуется найти кратчайшую траекторию движения 
объекта из некоторой точки A(x0, y0, φ0) в заданную 
точку B(xk, yk, φk), где x(t), y(t) — координаты объек-
та в неподвижной системе координат, а φ(t) — угол 
курса (угол между направлением вектора скорости и 
направлением на Север). Показано [3, 19], что такие 
траектории на плоскости XОY состоят из конечного 
числа прямолинейных участков траекторий (S) и дуг 
окружностей, соответствующих повороту направо (R) 
и налево (L). При этом Дубинс показал, что оптималь-
ными являются только следующие шесть стратегий 
управления:

 {RLR, LRL, LSL, LSR, RSL, RSR}. (1)

Кратчайший путь между любыми двумя конфи-
гурациями всегда можно охарактеризовать одной из 
этих стратегий. При этом исходная задача может быть 
сведена к задаче поиска параметров двух промежуточ-
ных точек P и Q (рис. 1), соответствующих моментам 
переключения управления. На рис. 1 обозначены: N — 
направление на Север; V — вектор скорости; A и B — 
соответственно начальная и конечная точки траектории; 
L — отрезок прямолинейного участка траектории. Это 
позволит определить не только вид отдельных фрагмен-
тов траектории движения, но и длину всей траектории 
движения. 

Стратегии управления RLR и LRL

Общим для стратегий RLR и LRL является то, что 
на первом и третьем интервалах сигнал управления 
имеет один и тот же знак, а на втором — другой знак. 
Считая положительным сигнал управления, вызываю-
щий поворот объекта в сторону увеличения курсового 
угла, примем Ra = + ra, Rb = + rb, Rc = – rc (для страте-
гии RLR) и Ra = – ra, Rb = – rb, Rc = + rc (для стратегии 
LRL). Здесь ra, rb, rc — абсолютные значения радиу-
сов циркуляции, соответствующие заданным сигналам 
управления на каждом из трех участков. 

В качестве примера рассмотрим задачу поиска 
кривой Дубинса для случая RLR, которая сводится к 
поиску параметров двух промежуточных точек P и Q 
(рис. 2). 

Для решения задачи необходимо найти координаты 
центров двух окружностей, одна из которых является 
исходящей из точки А (обозначим ее центр P1), а вто-
рая — входящей в точку В (с центром в точке P2):
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 P1 = A + [cosφa; –sinφa]Ra;  (2)

 P2 = B + [cosφb; –sinφb]Rb.  (3)

Центр окружности радиуса Rc которая является ка-
сательной к окружностям Ra и Rb, должен находиться 
в точках P3 или P4. Их особенность состоит в том, что 
они должны располагаться на расстоянии R1 от точки 
P1 и на расстоянии R2 от точки P2, где 

 R1 = |Ra| + |Rc|;

 R2 = |Rb| + |Rc|.

Другими словами, для вычисления координат точ-
ки P3 необходимо решить задачу определения точек 
пересечения двух окружностей, радиусов R1 и R2, 
исходящих из точек P1 и P2 соответственно. Однако 
это решение существует не на всех наборах исходных 

данных. Для проверки его существования необходимо 
определить расстояние между точками P1 и P2:

 d = ||P2 – P1||. (4)

Далее выполним проверку двух условий. Во-пер-
вых, если R1 + R2 < d, то окружности R1 и R2 не пересе-
каются, так как располагаются отдельно друг от друга. 
Во-вторых, если |R1 – R2| > d, то окружности также 
не пересекаются, так как одна окружность находится 
внутри другой. Если выполняется хотя бы одно из этих 
условий, то рассматриваемая стратегия управления 
(RLR или LRL) не может быть реализована, и следует 
перейти к рассмотрению иной стратегия управления. 

При возможности реализации рассматриваемой 
стратегии управления для поиска координат центра 
окружности Rc, касательной к окружностям Ra и Rb, 
требуется найти величины отрезков a и h — расстояния 
между точками P1 и P0 и точками P3 и P0 соответствен-
но, где P1P0 — проекция P1P3 на P1P2:

 a = (R1
2 – R2

2 + d2)/2d;

 h = R1
2 – a2.

Координаты точки P0 могут быть определены с по-
мощью векторного параметрического уравнения пря-
мой:
 P0 = P1 + (P2 – P1)∙a/d.

Введем в рассмотрение матрицу 

 W = [0 –h/d; h/d 0].

Тогда координаты точки пересечения окружностей 
радиусов R1 и R2 для случая, когда окружность Rc на-
ходится слева от отрезка AB (если смотреть в направ-
лении от точки А к точке В — рис. 2), могут быть опре-
делены из выражения 

  P3 = P0 + W(P2 – P1).

А координаты второй точки пересечения окружно-
стей R1 и R2 для случая, когда окружность Rc находится 
справа от отрезка AB (если смотреть в направлении от 
А к В) могут быть определены из выражения 

 P4 = P0 + WT(P2 – P1) .

Рис. 1. Пример реализации стратегий управления RLR (а) и RSL (b)
Fig. 1. An example of the implementation of RLR (а) and RSL (b) control strategies

Рис. 2. Варианты реализации стратегии управления RLR, 
когда окружность радиуса rc находится слева или справа от 

траектории движения
Fig. 2. Cases for implementing the RLR control strategy when a 

circle of radius rc is to the left or right of the trajectory
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Таким образом, знание координат точки P0 позво-
лило найти координаты точек P3 и P4. Для этого на-
правляющая от P1 к P2 была повернута на угол +90° 
при определении координат точки P3 (на угол –90° при 
определении координат точки P4) и умножена на h.

Проведение этих простейших предварительных рас-
четов позволяет перейти к решению основной задачи, 
а именно, поиску параметров двух промежуточных 
точек рассчитываемой траектории (P и Q), которые 
соответствуют моментам переключения управляющего 
сигнала.

В частности, принимая P3 за центр окружности 
Rc, точка сопряжения двух окружностей Ra и Rc (т. е. 
 точка P), может быть найдена путем деления отрез-
ка, соединяющего точки P1 и P3, в заданном отноше-
нии:

 m = |Ra/Rc|;

 P = (P1 + mP3)/(1 + m).

Аналогично могут быть найдены и координаты точ-
ки Q, которая является точкой сопряжения окружностей 
Rb и Rc: 

 n = |Rb/Rc|;

 Q = (P2 + nP3)/(1 + n).

Данные расчеты выполнены в предположении, что 
любая точка описывается вектором-столбцом, первый 
элемент которого соответствует абсциссе точки (x), а 
второй — ординате точки (у). С учетом данных заме-
чаний, а также зная координаты (xP1, yP1), (xP2, yP2) и 
(xP3, yP3) точек P1, P2 и P3, значения курсовых углов в 
точках переключения P и Q могут быть определены на 
основе следующих соотношений: 

 φp = arctg((xP3 – xP1)/(yP3 – yP1)) + sign(Ra)π/2;

 φq = arctg((xP3 – xP2)/(yP3 – yP2)) + sign(Rb)π/2.

Знание исходных значений φa, φb и определение 
φp, φq позволяет на основе разностей курсовых углов 
определить длину дуги на каждом участке траектории. 
С учетом радиуса поворота на каждом из участков 
может быть определена общая длина траектории для 
каждой из возможных стратегий управления. Что, в 
свою очередь, позволяет путем простого сравнения 
определить среди них и оптимальную для конкретных 
исходных данных.

На рис. 3 представлены все траектории типа RLR 
и LRL для перехода подвижного объекта из точки 
A = [0 м, 0 м, 30°] в точку B = [1000 м, 1000 м, 95°] с 
заданными радиусами поворота ra = 400 м, rb = 600 м 
и rс = 500 м.

Рис. 3. Пример траекторий для стратегий управления RLR и LRL
Fig. 3. An example of trajectories for the RLR and LRL control strategies
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Отметим, что расчеты для случая LRL выполняются 
также по описанной выше схеме. Только начальные 
расчеты по формулам (2) и (3) определяют точки P1́ и 
P2́ (рис. 2), симметричные точкам P1 и P2 относительно 
вектора скорости в точках A и B соответственно, и все 
геометрические построения выполняются относитель-
но этих точек.

Стратегии LSL, LSR, RSL, RSR

Отличие стратегий LSL, LSR, RSL, RSR от рассмо-
тренных ранее в том, что на втором участке выпол-
няется прямолинейное движение, при котором объ-
ект, двигаясь из P{xp, yp, φp}, должен попасть в точку 
Q{xq, yq, φq} с тем же курсовым углом, с которым он 
начал свое движение на этом участке. Таким образом, 
при реализации стратегий LSL, LSR, RSL, RSR курсо-
вой угол в точке Q должен быть всегда равен курсовому 
углу в точке P, т. е. φq = φp. Геометрически этот угол 
соответствует углу наклона касательной сразу к двум 
окружностям радиусов Ra и Rb. 

Дуги окружностей определяют движение объекта 
на начальном и конечном фрагментах искомой траек-
тории. При этом для конкретной стратегии управления 
центры окружностей P1 и P2, как и ранее, определяются 
выражениями (2) и (3), а расстояние d между точками 
по формуле (4).

Для дальнейших расчетов важным является угол 
φ0, который соответствует углу между P1P2 и направ-
лением на Север. Получив координаты (xP1, yP1) и  
(xP2, yP2) точек P1 и P2 этот угол можно найти из вы-
ражения вида:

 φ0 = arctg((xP2 – xP1)/(yP2 – yP1)).

При заданных исходных и полученных начальных 
данных промежуточной задачей для поиска оптималь-
ной траектории движения объекта является задача по-

иска всех необходимых параметров для двух проме-
жуточных точек P и Q, которые определяют моменты 
переключения сигналов управления. 

Отметим, что решение поставленной задачи зави-
сит от исследуемой стратегии управления. Так в слу-
чае, если Ra и Rb имеют одинаковые знаки, то задача 
сводится к построению внешней касательной к двум 
дугам окружностей (рис. 4, а). В случае, когда Ra и Rb 
имеют разные знаки, то задача нахождения точек P и Q 
сводится к построению внутренней касательной к двум 
дугам окружностей (рис. 4, b). 

Для построения касательной к двум дугам окруж-
ностей Ra и Rb следует из центра окружности, которая 
имеет больший радиус, дополнительно построить еще 
одну окружность радиусом 

 r = 
|Ra| – |Rb|, если sign(Ra) = sign(Rb)
|Ra| + |Rb|, если sign(Ra) ≠ sign(Rb).

Первый вариант будет соответствовать стратегиям 
RSR и LSL, а второй — RSL и LSR. При этом следует 
особо отметить, что любая из стратегий будет реализу-
ема только в случае, если |d| > |r|. 

Если стратегия реализуема, то можно определить 
длину прямолинейного участка траектории и угол по-
ворота этого участка траектории относительно направ-
ления P1P2 

 L = d 2 – r2 ;
 φ1 = arctg(|r|/L).

На вычисление курсового угла прямолинейного 
участка траектории существенное влияние оказывает 
то, какой из радиусов циркуляции Ra или Rb имеет 
большее по абсолютной величине значение. Так при 
|Ra| > |Rb| 

 u = sign(Ra);

Рис. 4. Геометрическая интерпретация реализации стратегий RSR (а) и RSL (b)
Fig. 4. Geometric interpretation of the implementation of the RSR (а) and RSL (b) strategies
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 φp = φ0 + uφ1;
 P0 = P1.

В противном случае справедливы следующие со-
отношения:
 u = sign(Rb);
 φp = φ0 – uφ1;
 P0 = P2.

После определения курсового угла в точке P(φp), 
который для траекторий с прямолинейным участком 
всегда равен курсовому углу в точке Q(φp = φq), появля-
ется возможность определить координаты точек:

 W = 
–cos(φp)
sin(φp)

;

 P = P1 + WRa;
 Q = P2 + WPb;
 P3 = P0 + W|r|u.

На основе исходных данных (φa, φb), и полученных 
результатов расчета (φp, L, φp) найдем для каждой из 
стратегий управления общую длину траектории, ко-
торая включает в себя: дугу окружности радиуса Ra от 

курсового угла φa до курсового угла φp в направлении 
sign(Ra); прямолинейный участок траектории длиной L; 
дугу окружности радиуса Rb от курсового угла φq = φp 
до курсового угла φb в направлении sign(Rb).

Определим путем простого сравнения среди всех 
возможных стратегий управления ту из них, которая 
обеспечивает оптимальную траекторию для конкрет-
ных исходных данных. В частности, на рис. 5 представ-
лены возможные траектории перехода объекта из точки 
A в точку B с параметрами, аналогичными рис. 3, т. е. 
для перехода подвижного объекта из точки A = [0 м, 
0 м, 30°] в точку B = [1000 м, 1000 м, 95°] с заданными 
радиусами поворота ra = 400 м, rb = 600 м.

Особенностью программной реализации предлагае-
мого алгоритма является то, что он позволяет не только 
получить оптимальную траекторию перехода из точки 
в точку, но и при желании просмотреть все возможные 
варианты, что может быть очень полезно с практиче-
ской точки зрения. Особенно в случае наличия внешних 
ограничений в заданной акватории маневрирования.

В таблице приведены длины кривых Дубинса (1), 
представленных на рис. 3 и 5, для всех возможных стра-
тегий управления. Очевидно, что две из них — RSR и 
RLR-2 — дают близкие результаты, но более короткой 
и проще реализуемой является стратегия RSR.

Рис. 5. Пример траекторий для стратегий с прямолинейным участком: RSR (a), RSL (b), LSL (c) и LSR (d)
Fig. 5. An example of trajectories for strategies with a straight-line segment RSR (a), RSL (b), LSL (c) and LSR (d)
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Второй аспект возможности использования данного 
алгоритма, на котором следует остановиться, состоит 
в том, что полетное задание для БПЛА или движения 
исследовательского судна задается совокупностью пу-
тевых точек, определяемых их географическими коор-
динатами, а гладкое сопряжение двух прямолинейных 
траекторий в окрестности путевых точек выполняется 
дугами с заданным радиусом поворота.

В частности, на рис. 6 приведен фрагмент траекто-
рии с заданными семью путевыми точками {Pi, i = 1, 
…, 7} и стандартная сглаженная опорная траектории 
движения объекта. 

Предположим, что движение от точки P3 к точке 
P4 осуществляется вдоль линии газопровода или ли-
нии электропередач, а точка P4 — координата газо-
компрессорной станции или силовой электрической 
подстанции, то в этом случае требуются иные подходы 
к формированию сглаживающих алгоритмов.

Для решения данной задачи применим предложен-
ный алгоритм. Так, если требуется обязательное и точ-
ное прохождение всего участка траектории от точки P3 
до точки P4, то исходная задача сводится к возврату в 
исходную точку P4, но с новым значением курса.

В тех случаях, когда ra = rb = rc и допустимо неко-
торое отклонение от заданной траектории на конечной 
части участка P3–P4, но при этом обязательным явля-
ется попадание в точку P4, то становится необходимым 
решение обратной задачи, а именно, задачи поиска зна-
чений x0, y0 и xk, yk равноотстоящих от точки P4 вдоль 
фрагментов траектории P3–P4 и P4–P5.

На рис. 7 представлены примеры реализации двух 
описанных выше задач при изменении в точке P4 курса 
сопрягаемых прямолинейных фрагментов траектории с 

φ0 = 255° на φk = 103° и допустимых радиусах циркуля-
ции ra = rb = rc = 700 м.

Определение точек сопряжения  
двух путевых траекторий

При решении задачи сопряжения двух путевых 
траекторий требуется построить траекторию, которая 
обеспечит гладкое сопряжение двух прямолинейных 
фрагментов траекторий и проходит через точку их пере-
сечения. Задача имеет два решения. Путем использова-
ния стратегии RLR — в случае выполнения перехода на 
траекторию, находящуюся слева от исходной, а также 
стратегии LRL — при переходе на траекторию, которая 
располагается по правому борту относительно исход-
ной траектории.

Требуется определить координаты точек A(xa, ya) 
и B(xb, yb), находящихся на одинаковом расстоянии от 
точки C(xc, yc) = P4 (рис. 7, b), т. е. точки пересечения 
траекторий P3P4 и P4P5, заданных своими курсовы-
ми узлами φа и φb. Так как точки A и B должны при-
надлежать соответствующим траекториям, то для них 
известны и курсовые углы. Что касается курсового 
угла φc в точке C, то надо принять во внимание, что 
сопрягающая траектория симметрична относительно 
биссектрисы угла P3P4 P5, образованного фрагментами 
траекторий P3P4 и P4P5.

Угол φc можно определить, как нормаль к биссек-
трисе угла P3P4 P5 с учетом направления вращения Rc. 
Кроме того, свойство симметричности дает возмож-
ность при поиске величины равноотстояния (S) вместо 
всей траектории рассматривать только ее половину. 
Например, только ее начальную часть: от A(xa, ya, φа) 

Таблица. Длины кривых Дубинса перехода из точки A = [0 м, 0 м, 30°] в B = [1000 м, 1000 м, 95°] с радиусами поворота  
ra = 400 м, rb = 600 м

Table. Lengths of Dubins curves of transition from point A= [0 m, 0 m, 30°] to B = [1000 m, 1000 m, 95°] with turning radii  
ra = 400 m, rb = 600 m

Стратегия управления Длина траектории, м Стратегия управления Длина траектории, м

RLR-1 6011 RSR 1503,2
RLR-2 1529 RSL 5136,3
LRL-1 2213,7 LSL 7642,4
LRL-2 2813 LSR 4016,4

Рис. 6. Пример задания траектории движения семью путевыми точками (а) и сглаженная опорная траектория движения 
объекта (b)

Fig. 6. An example of setting the trajectory of movement with seven waypoints (a) and a smoothed reference trajectory of the 
object’s movement (b)
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к промежуточной точке Р(x1, y1, φ1) и далее к точке C 
(xc, yc, φc).

Так как исходными данными являются только ко-
ординаты точки С и два курсовых угла сопрягаемых 
траекторий φа и φb, то сначала необходимо определить, 
какая из стратегий может реализовать поставленную 
задачу.

state = 
RLR (Ra = Rb = r, Rc = –r), если sin(φb – φa) < 0
LRL (Ra = Rb = –r, Rc = r), если sin(φb – φa) > 0.

Допущение, что точки А и B находятся на одина-
ковом расстоянии S от точки C, позволяет записать 
выражения для определения координат точек:

 xa = xc – Ssinφa, ya = yc – Scosφa; (5)

 xb = xc + Ssinφb, yb = yc + Scosφb. (6)

Вычислим расстояние между точками с использо-
ванием (5) и (6):

 L = (xa – xb) 2 + (ya – yb) 2 = S 2(1 + cos(φa – φb)),

что позволит воспользоваться теоремой косинусов для 
определения угла между траекториями P3P4 и P4P5, 
который обозначим как β:

 cosβ = (S2 + S2 – L2)/(2S2) = – cos(φa – φb).

Получив значение угла β, появляется возможность 
вычисления курсового угла в точке C, который может 
быть определен из следующего выражения:

 φc = φa – sign(Ra)(π – β)/2.

Фрагмент сопрягающей траектории от точки  
A(xa, ya, φа) к промежуточной точке Р(x1, y1, φ1), и далее 
к точке C(xc, yc, φc) будет состоять из дуг двух окруж-
ностей радиусов Ra и Rc. Обозначим центры этих двух 
окружностей, как точки c1 и c3, координаты которых 
будут определяться следующим образом:

 xc1 = xa + Racosφa, yc1 = ya – Rasinφa; (7)

 xc3 = xc + Rccosφc, yc3 = yc – Rcsinφc; (8)

Отметим, что расстояние между этими точками 
должно быть равно двум радиусам, т. е. выполняется 
условие:

 (xc1 – xc3) 2 + (yc1 – yc3) 2 = 2r. (9)

Подставляя выражения (7), с учетом (5) и (8), в вы-
ражение (9), получим квадратное уравнение относи-
тельно S вида:

 (m – Ssinφ0)2 + (n + Scosφ0)2 = 4r2, (10)

где m = Racosφa – Rccosφc, n = Rasinφa + Rcsinφc. 

При решении уравнения (10) для исходных дан-
ных, приведенных на рис. 7, можно видеть результаты 
расчета сглаживающей траектории, проходящей через 
точку Р4. Эта траектория проходит через точки начала 
и окончания данного режима, равноотстоящие от точки 
Р4 на величину S ≈ 2,538ra.

Заключение

В основе предложенного алгоритма используется 
машина Дубинса, т. е. задача определения линии крат-
чайшей длины с ограниченным радиусом кривизны, 
соединяющей на плоскости две точки ‒ входа и выхода 
траектории ‒ с заданными координатами и курсовы-
ми направлениями на входе и выходе. Особенность 
предложенного алгоритма состоит в том, что вместо 
прямого решения принципа максимума Понтрягина 
предложено воспользоваться простым перебором воз-
можных стратегий управления с целью определения 
среди них оптимальной по быстродействию. В пользу 
использования данного подхода говорит то, что для 
машин Дубинса существует ограниченное количество 
возможных стратегий управления, а также простота 
аналитических расчетов для каждой из них, что по-
зволяет выполнять эти расчеты в реальном времени. 
Быстрота расчетов для задачи определения оптималь-

Рис. 7. Примеры траекторий: точка Р4 — начало и конец траектории по стратегии LRL (а); RLR с отклонением от заданной 
траектории на конечной части участка Р3Р4 и с заходом в Р4 (b)

Fig. 7. An example of trajectories (a): point Р4 is the beginning and the end of the trajectory according to the LRL strategy; RLR with 
a deviation from the given trajectory at the end of the section Р3Р4 and passing the point Р4 (b)
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ной траектории связана с тем, что в предложенном 
методе не требуется выполнение сложных расчетов 
для решения задачи оптимизации на основании прин-
ципа Понтрягина. Предлагаемый метод решает задачу 
геометрически с последующим перебором полученных 
решений с учетом ограничений. Данные условия свя-
заны не только с ограничениями на радиус поворота, 
но и с географическими особенностями конкретной 
местности: для беспилотных летательных аппаратов — 
здания и рельеф, а для судов — береговая линия, мели, 
острова и т. д. В связи с этим может оказаться, что 
найденное оптимальное по быстродействию решение 
не может быть реализуемым на практике. Тогда предло-
женный в работе метод имеет возможность выбора сре-
ди менее оптимальных по быстродействию траекторий. 

Траектории, для которых выполняются ограничения на 
радиус поворота, и которые проходят территориально в 
обход естественных географических ограничений, мо-
гут оказаться реализуемы с практической точки зрения. 
Помимо вычислительной сложности, в методе Дубинса 
в результате его использования получается единствен-
ная оптимальная траектория, и при невозможности ее 
практической реализации нет вариантов для выбора из 
других траекторий, допустимых по ограничениям на 
радиус поворота. 

В дальнейшем исследование и разработку рассмо-
тренного алгоритма предполагается вести в направ-
лении его модификации с учетом влияния условий 
окружающей среды — водных течений и ветра.
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