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Аннотация
Предмет исследования. В серии численных экспериментов на тестовых задачах нелинейной акустики Шу–
Ошера и взаимодействия двух сильных ударных волн Вурдворда–Колеллы изучены вычислительные свойства 
нового алгоритма гибридного метода крупных частиц. Метод. Численный метод является двухшаговым 
по времени типа предиктор-корректор. Пространственные производные расщепляются по физическим 
процессам. На первом этапе расщепления учитываются градиентные и деформационные члены законов 
сохранения, а на втором — конвективные потоки. Предложенный сбалансированный алгоритм метода включает 
более диссипативную противопоточную реконструкцию потоков на шаге «предиктор» и центрированную 
(бездиссипативную на гладких решениях) аппроксимацию на корректирующем шаге — CDP2-UC (Customizable 
Dissipative Properties — Upwind-Centered). Для более гибкого регулирования численной вязкости реализована 
нелинейная коррекция схемы, основанная на параметрической комбинации известных ограничителей. Численная 
схема обладает вторым порядком аппроксимации по пространству и времени на гладких решениях. Основные 
результаты. Сбалансированный алгоритм гибридного метода крупных частиц продемонстрировал монотонное 
решение с качественным разрешением деталей течения газа во всей области определения тестовых задач. 
При сгущении сетки не отмечено паразитных осцилляций, и наблюдается сходимость к эталонному профилю 
плотности. Выполнен анализ влияния ограничителя на численную диссипацию схемы CDP2-UC. Произведено 
сравнение с вариантами схем MUSCL (Monotone Upstream Scheme for Conservation Laws), MUSCL-CABARET с 
ограничителем NOLD (Non-Oscillatory Low-Dissipative), разрывным методом Галеркина с различными формами 
нелинейной коррекции, гибридной взвешенной нелинейной схемой четвертого порядка аппроксимации (CCSSR-
HW4) и популярной схемой WENO5 (Weighted Essentially Non-oscillatory Scheme) пятого порядка точности. 
Предложенный алгоритм успешно конкурирует с современными численными методами, которые имеют 
формально более высокий (четвертый и пятый) порядок аппроксимации. Практическая значимость. Гибридный 
метод крупных частиц обладает простотой, однородностью и экономичностью алгоритма, а также высокой 
разрешающей способностью. Тестовые расчеты позволили оценить диапазон параметрического регулирования 
численной диссипации метода для корректного численного моделирования прикладных задач с нелинейными 
волновыми полями и сильными ударными волнами.
Ключевые слова
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Abstract
In series of numerical experiments involving the Shu-Osher problem of nonlinear acoustics and the Woodward-Colella 
problem of two interacted blast waves, the author studied the computational properties of a new algorithm for the hybrid 
large-particle method. The numerical method is a two-step predictor-corrector type in time. Spatial derivatives are split 
by physical processes. At the first stage of splitting, the gradient and deformation terms of the conservation laws are 
taken into account, and at the second stage, convective flows are taken into account. The proposed balanced algorithm 
of the method includes a more dissipative upwind reconstruction of fluxes at the “predictor” step and a centered (non-
dissipative on smooth solutions) approximation at the correction step: CDP2-UC (Customizable Dissipative Properties — 
Upwind-Centered). For a more flexible control of the numerical viscosity, a nonlinear correction of the scheme based on 
a parametric combination of known limiters is implemented. The numerical scheme has a second-order approximation 
in space and time on smooth solutions. The balanced algorithm of the hybrid large-particle method demonstrated a 
monotonic solution with a qualitative resolution of the details of the gas flow in the entire domain of determining the 
test problems. No spurious oscillations occurred during the process of fining the mesh, and convergence to the reference 
density profile was observed. The influence of a limiter on the numerical dissipation of the CDP2-UC scheme is analyzed. 
The results present the comparison with the following variants of the schemes: MUSCL (Monotone Upstream Scheme for 
Conservation Laws), MUSCL-CABARET with a NOLD limiter (Non-Oscillatory Low-Dissipative), the discontinuous 
Galerkin method with various forms of nonlinear correction, the hybrid weighted nonlinear scheme of the fourth order 
of approximation (CCSSR-HW4) and the popular WENO5 scheme (Weighted Essentially Non-Oscillatory Scheme) 
with fifth order of accuracy. The proposed algorithm successfully competes with modern numerical methods that have a 
formally higher (fourth and fifth) order of approximation. The hybrid large-particle method has the simplicity, uniformity, 
and cost-effectiveness of the algorithm, as well as high resolution. The test calculations allowed the author to estimate 
the range of parametric control of the numerical dissipation of the method for correct numerical modeling of the applied 
problems with nonlinear wave fields and strong shock waves.
Keywords
hybrid large-particle method, balanced algorithm, accuracy, convergence, Shu–Osher problem, Woodward–Colella 
problem
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Введение

К настоящему времени достигнуты значительные 
успехи в разработке и реализации численных моделей 
гидродинамики, основанные на точных и приближен-
ных решениях задачи Римана [1, 2], разрывном ме-
тоде Галеркина [3, 4], переменных шаблонах WENO 
(Weighted Essentially Non-oscillatory) [5, 6], гибридных 
алгоритмах [7, 8], схемах с уменьшением полной вари-
ации решения TVD (Total Variation Diminishing) [9, 10], 
использовании адаптивной вязкости [11, 12] и других 
подходах. Вместе с тем до сих пор остаются открытыми 
ряд вычислительных проблем, связанных с немонотон-
ностью численных решений, образованием энтропий-
ных следов, развитием карбункул-неустойчивости, а 
также появлением артефактов, например фиктивного 
пограничного слоя и ложной ножки Маха.

Обратим внимание на трудности, связанные с чис-
ленным решением тестовых задач нелинейной акустики 
Шу–Ошера и взаимодействия двух сильных ударных 
волн Вудворда–Колеллы. Несмотря на различный ха-
рактер течения газа в указанных задачах при численном 
моделировании с использованием некоторых схем воз-
никает общая проблема ухудшения и потери числен-
ной сходимости при измельчении сеток. В работе [10] 
изучены вычислительные свойства модификаций схем 

MUSCL (Monotone Upstream Scheme for Conservation 
Laws) и MUSCL-CABARET с ограничителем NOLD 
(Non-Oscillatory Low-Dissipative) в задаче «blast wave» 
[13]. Схемы демонстрируют хорошую относительную 
точность на грубых сетках. Вместе с тем с увеличени-
ем сеточного разрешения происходит существенное 
возрастание осцилляций решения, что является при-
чиной снижения и остановки сходимости. Подобная 
численная проблема отмечается для разрывного метода 
Галеркина [4] в задаче взаимодействия ударной волны с 
энтропийным возмущением [14], где исследован вопрос 
сохранения порядка точности и обеспечения монотон-
ности решения с использованием различных ограни-
чителей. Авторами обнаружено, что с определенного 
момента измельчение сетки приводит к возникновению 
осцилляций. Для подавления колебаний численного 
решения предложена процедура сглаживания. Из при-
веденных расчетных результатов видно, что проблема 
немонотонности устраняется со снижением точности 
разрешения синусоидального профиля плотности за 
ударной волной (см. рис. 6 [4]).

Ранее предложены две модификации метода круп-
ных частиц с настраиваемыми диссипативными свой-
ствами второго порядка аппроксимации: с противопо-
точной реконструкцией конвективных величин [15, 16] 
и гибридизацией потоков [17, 18]. Систематическое 
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тестирование метода в его различных вариантах под-
твердили надежность и достаточно высокую разреша-
ющую способность [19, 20]. Алгоритм с противопо-
точной реконструкцией CDP2-UU (Upwind-Upwind) 
обладает бóльшим уровнем численной вязкости в 
сравнении с гибридной версией CDP2-CC (Centered-
Centered). Вместе с тем опыт расчетов показал, что в 
течениях с высокочастотными колебаниями параметров 
(например, в задаче Шу–Ошера) для схемы CDP2-CC 
свойственно довольно «жесткое» переключение с без-
диссипативной центрированной аппроксимации на 
шаблон против потока в окрестности экстремумов. 
Компромиссным (сбалансированным) вариантом ал-
горитма, предлагаемого в настоящей работе, является 
комбинация двух версий метода: применении более 
диссипативной противопоточной реконструкции по-
токов на шаге «предиктор» и центрированной (бездис-
сипативной на гладких решениях) аппроксимации на 
корректирующем шаге — CDP2-UC (Upwind-Centered). 
Проверка вычислительных свойств сбалансированного 
алгоритма гибридного метода крупных частиц — пред-
мет исследования настоящей работы.

Гибридный метод крупных частиц

Основные уравнения. Рассмотрим динамику иде-
ального газа в формулировке Эйлера: 

  = 0, q = [ρ, ρu, ρE]T, 

 G = [ρu, ρu2, ρEu]T, F = [0, p, pu]T, (1)

где ρ, u, p, E — плотность, скорость, давление и полная 
энергия газа единицы массы соответственно; q, G, F — 
консервативные, потоковые, градиентные и деформа-
ционные величины соответственно; x, t — координата, 
время.

Замыкающее уравнение состояния p = (γ – 1)× 
×ρ(E – u2/2), где γ — показатель адиабаты.

Алгоритм метода. Алгоритм гибридного метода 
крупных частиц является двухшаговым по времени с 
расщеплением по физическим процессам на два этапа. 
На первом из них учитываются градиентные и дефор-
мационные члены F законов сохранения (1), а на вто-
ром — конвективные потоки G. 

Шаг «предиктор» с порядком точности O(h2 + τ) на 
гладких решениях:
 (0)qn  = kqn – (Fn+1/2

k  – Fn–1/2
k )τ/h, (2)

 (1)qn  = (0)qn  – (Gn+1/2
(0)  – Gn–1/2

(0) )τ/h. (3)

Шаг «корректор» с суммарным порядком аппрокси-
мации O(h2 + τ2) на гладких решениях:

 (2)qn  = 0,5( kqn + (1)qn ) – 0,5(Fn+1/2
(1)  – Fn–1/2

(1) ) τ/h,  (4)

 k+1qn  = (2)qn  – 0,5(Gn+1/2
(2)  – Gn–1/2

(2) )τ/h.  (5)

Здесь  h — размер  ячейки  с  центром  ячейки 
xn  и  гранями  xn±1/2 = xn ±h/2,  tk — временной слой,  
τ = tk+1 – tk — шаг по времени.

Нелинейная коррекция на первом этапе расще-
пления (2) заключается в том, что в схему расчета 
градиентных и деформационных величин Fn±1/2 =  

= [0, pn±1/2, pn±1/2un+1/2
k ]T вносится нелинейная скалярная 

искусственная вязкость pn±1/2 = pn+1/2
k  + [1 – ψv(rn±1/2)]× 

×Qn±1/2, где Qn±1/2 — обычная линейная диссипация, 
например типа Ландшоффа; ψv(rn±1/2) — ограничитель 
вязкости с параметром отношения наклонов rn±1/2. 

Параметр rn±1/2 вычисляется по условию

 rn+1/2 = 

= 
(un

k – un–1
k )/(un+1

k  – un
k), если (un+1

k  – un
k)(pn+1

k  – pn
k) ≥ 0,

(un+2
k  – un+1

k )/(un+1
k  – un

k), иначе.

На втором этапе расщепления (3) вычисляются при-
митивные переменные φ = {ρ, u, E} с использованием 
алгоритма: 

 φn+1/2 = 
φn+1/2

+ , при un+1/2
(0)  ≥ 0,

φn+1/2
– , иначе.

 

Для определения величин φn+1/2
+  и φn+1/2

–  использу-
ем противопоточную реконструкцию второго порядка 
точности с ограничителями потоков ψf (rn±1/2) [15, 16]: 

φn+1/2
+  = (0)φn  + ψf (rn+1/2

+ )(1 – cn+1/2)(φn+1
(0)  – (0)φn ) ,  (6)

 φn+1/2
–  = (0)φn+1 – ψ(rn+1/2

– )(1 + cn+1/2)(φn+1
(0)  – (0)φn ) ,

cn+1/2 = un+1/2
(0) , rn+1/2

+  = 
(0)φn  – φn–1

(0)

φn+1
(0)  – (0)φn

, rn+1/2
–  = 

(0)φn+2 – φn+1
(0)

φn+1
(0)  – (0)φn

,

или центрированную (гибридную) реконструкцию [17, 
18]:

 φn+1/2
+  = (1 – ψf (rn+1/2

+ )) (0)φn  +ψf (rn+1/2
+ )φn+1/2

(0) ,  (7)

 φn+1/2
–  = (1 – ψf (rn+1/2

– )) (0)φn+1 +ψf (rn+1/2
– )φn+1/2

(0) .

Полученные значения φn+1/2 применяются при 
формировании численных потоков массы Mn±1/2

(0)  =  
= ρn±1/2

(0) un±1/2
(0) τ, импульса un±1/2

(0) Mn±1/2
(0)  и энергии  

En±1/2
(0) Mn±1/2

(0) . Затем определяются искомые функции:

 ρ(1) = ρ(0) + (Mn–1/2
(0)  – Mn+1/2

(0) )/h,

 un
(1) = (0)ρn

(0)un  + (un–1/2
(0) Mn–1/2

(0)  – un+1/2
(0) Mn+1/2

(0) )/h / (1)ρn ,

 En
(1) = (0)ρn

(0)En  + (En–1/2
(0) Mn–1/2

(0)  – En+1/2
(0) Mn+1/2

(0) )/h / (1)ρn .

На шаге «корректор» (4), (5) расчетные формулы 
численных градиентов, мощности деформаций и кон-
вективных потоков аналогичны приведенным с заменой 
верхних индексов: k на (1), (0) на (2), (1) на (k+1). 

Для нелинейной коррекции вязкости и реконструк-
ции потоков используем известные ограничители:

 ψMM(r) = max[min(r, 1), 0] – Minmod,

 ψVL(r) = (r + |r|)/(1 + r) – Van Leer,

 ψSC(r, c) = 
min(2r/|c|, 1), 0 ≤ r ≤ 1,
min(r), 2/1 – |c|)), r > 1,           – Super-C
0, r < 0

.
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Представленные ограничители обеспечивают ги-
бридный метод крупных частиц вторым порядком ап-
проксимации по пространству на гладких решениях 
(ψ(r) → 1 при r → 1). Наибольшим уровнем численной 
диссипации и в то же время универсальностью приме-
нения обладает алгоритм с ограничителем вязкости и 
потоков Minmod (базовая настройка метода), который 
позволяет получать монотонные (с ограниченной пол-
ной вариацией) решения в широком диапазоне газо-
динамических параметров. Улучшения по качеству и 
разрешающей способности схемы достигаются исполь-
зованием менее диссипативных лимитеров Van Leer и 
Super-C. Для более гибкого (параметрического) регули-
рования схемной вязкости реализуем комбинированный 
ограничитель ψSV(β) = βψSC(r, c) + (1 – β)ψVL(r, c),  
где 0 ≤ β ≤ 1. Дальнейшее совершенствование метода в 
направлении повышении его робастности заключается 
в применении более диссипативной противопоточ-
ной реконструкции потоков (6) на шаге «предиктор» и 
центрированной (бездиссипативной на гладких реше-
ниях) аппроксимации (7) на корректирующем шаге — 
CDP2-UC.

Расчеты тестовых задач выполнены в безразмерном 
виде с показателем адиабаты γ = 7/5 на равномерной 
сетке с числом Куранта CFL = 0,4.

Результаты тестовых расчетов и их обсуждение

Тестовая задача Шу–Ошера (Shu–Osher problem) 
[14] представляет собой взаимодействие ударной волны 
с числом Маха 3 с синусоидальным фоном плотности. 
Задача определена на интервале x ∈ (–5,5) с начальным 
разрывом в точке x0 = –4. Слева от разрыва начальные 
величины постоянны (ρL, uL, pL) = (3,857143, 2,629369, 
10,33333), а справа плотность изменяется по гармони-
ческому закону (ρR, uR, pR) = (1 + 0,2sin(5x), 0, 1). Расчет 
ведется до момента времени tf = 1,8.

Профили плотности, рассчитанные по схеме 
CDP2-UC с параметрическим ограничителем ψSV(0,6) 
на сетках 400 и 800 ячеек, показаны на рис. 1 во всей 
области определения задачи (рис. 1, a) и увеличенный 

фрагмент решения (рис. 1, b). Для сравнения приведены 
численные результаты гибридным методом крупных ча-
стиц с более диссипативной базовой настройкой ψMM, 
а также гибридной взвешенной нелинейной схемой 
четвертого порядка аппроксимации (CCSSR-HW4) из 
работы [8]. В качестве референтного (эталонного) ре-
шения принят расчет на сетке 16 000 ячеек по алгорит-
му CDP2-UC с нелинейной коррекцией ψSV(0,6). 

Гибридный метод крупных частиц демонстрирует 
монотонное решение с качественным разрешением дета-
лей течения газа за ударной волной. При сгущении сетки 
не возникает паразитных осцилляций и наблюдается 
сходимость к эталонному профилю плотности. Расчет 
предложенным алгоритмом с настройкой ψSV(0,6) (тре-
угольники на рис. 1, b) точнее разрешает синусоидаль-
ный профиль плотности, чем схема четвертого порядка 
CCSSR-HW4 из [8] (пунктирная кривая). Результаты 
сопоставимы с разрывным методом Галеркина с про-
цедурой сглаживания [4], которая введена авторами 
по причине возникновения осцилляций в численном 
решении при измельчении сетки и потери сходимости 
рассматриваемой схемы с «моментным» ограничителем.

В тестовой задаче Вудворда–Колеллы (Woodward–
Collela problem) [13] реализуются взаимодействия волн, 
возникающих при распаде двух сильных разрывов. 
Задача рассматривается на отрезке x ∈ [0, 1] с гранич-
ными условиями отражения. Первый разрыв находится 
в начальный момент времени в x1 = 0,1, а другой в 
x2 = 0,9. В начальный момент времени газ покоится 
u = 0 с плотностью ρ = 1 во всей расчетной области. 
Начальное распределение давления (pL, pM, pR) = (1000, 
0, 0,1, 100) в левой, средней и правой областях соответ-
ственно. Время окончания счета — tf = 0,038.

В работе [10] отмечена проблема резкого ухудше-
ния сходимости вплоть до нулевого порядка при из-
мельчении сетки для исследуемых схем: MUSCL и 
MUSCL-CABARET с нелинейной коррекцией NOLD. 
Эта проблема объясняется существенным искажением 
численного решения (нефизическим характером коле-
бания профиля плотности) в окрестности минимума 
при x ≈ 0,74.

Рис. 1. Распределения плотности газа в задаче Шу–Ошера в момент времени tf = 1,8. Штриховая кривая и пунктир 
соответственно: CPD2-UC с базовой настройкой ψMM и схема CCSSR-HW4 из [8] на сетке 400 ячеек. Треугольники, кружки и 
сплошная кривая — CPD2-UC с параметрическим ограничителем ψSV (0,6) на сетках 400, 800 и 16 000 ячеек соответственно

Fig. 1. Gas density distributions in the Shu–Osher problem at the time tf = 1.8. Dashed curve and dotted line accordingly: CPD2-
UC with the basic setting ψMM and CCSSR-HW4 scheme from [8] shown for 400 cells on the grid. Triangles, circles, and a solid 

curve — CPD2-UC with a parametric limiter ψSV (0.6), there are 400, 800 and 16 000 cells on the grids, respectively
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Для проверки вычислительных свойств гибридного 
метода крупных частиц выполнены расчеты с базовой 
настройкой ψMM. Для повышения точности исполь-
зован алгоритм, в котором через некоторый интервал 
времени (принят 0,12) нелинейная коррекция ψMM из-
менена на менее диссипативную ψSV (0,2).

Результаты расчетов распределений плотности газа 
в момент времени tf = 0,038 представлены на рис. 2, a, и 
его увеличенный фрагмент на рис. 2, b. Для сравнения 
с популярной схемой WENO5 (Weighted Essentially 
Non-oscillatory Scheme) приведены расчеты на сет-
ке 400 ячеек. Сопоставление со схемами MUSCL и 
MUSCL-CABARET выполнено, как и в работе [10], на 
сетке 2400 ячеек. Гибридный метод крупных частиц 
с алгоритмом CDP2-UC успешно справился с данной 
тестовой задачей. Настройка схемы позволяет полу-
чать численные решения (кружки), сопоставимые по 
разрешающей способности со схемой пятого порядка 
WENO5 из [8] (штриховая кривая). В исследованном 
диапазоне детализации сеток от 400 до 16 000 ячеек 

при использовании предложенного сбалансированного 
алгоритма гибридного метода крупных частиц не вы-
явлена проблема существенного искажения профилей 
плотности и потери сходимости.

Заключение

В развитие гибридного метода крупных частиц 
предложен сбалансированный алгоритм, основан-
ный на комбинации противопоточной реконструкции 
переменных на шаге «предиктор» и центрально-раз-
ностной бездиссипативной аппроксимации на гладких 
решениях на шаге «корректор». Работоспособность 
алгоритма проверена на тестовых задачах нелиней-
ной акустики и взаимодействия двух сильных удар-
ных волн. Метод продемонстрировал монотонность 
и чис ленную сходимость на последовательности сгу-
щающихся  сеток. Предложенный алгоритм успешно 
конкурирует с популярными схемами, имеющими фор-
мально более высокий (четвертый и пятый) порядок 
аппроксимации.

Рис. 2. Распределения плотности газа в задаче Вудворда–Колеллы в момент времени tf = 0,038. Расчеты на сетках 400 и 2400 
ячеек соответственно: треугольники и штрих-пунктирная кривая по схеме CPD2-UC с базовой настройкой ψMM, кружки и 

пунктир –CPD2-UC с нелинейной коррекцией ψSV (0,2). WENO5 из [8] на сетке 400 ячеек — штриховая линия. Референтное 
решение (сплошная кривая) — CPD2-UC с ограничителем ψMM на сетке 16 000 ячеек

Fig 2. Gas density distributions in the Woodward–Colella problem at the time tf = 0.038. Calculations on grids of 400 and 2400 cells, 
respectively: triangles and a dashed curve for CPD2-UC with the basic setting ψMM, circles and dotted lines for CPD2-UC with 

a nonlinear correction ψSV (0.2). WENO5 from [8] shown on a grid of 400 cells. Reference solution (solid curve) for CPD2-UC with 
the limiter ψMM shown on a grid of 16 000 cells
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