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Аннотация
Предмет исследования. Предложен новый метод синтеза закона управления многоканальными линейными 
объектами с гарантией нахождения регулируемых переменных в заданных множествах в условиях неизвестных 
ограниченных возмущений. Метод. Задача решена в два этапа. На первом этапе использовано преобразование 
координат, чтобы свести исходную задачу с ограничениями к задаче исследования на устойчивость по вход-
состоянию новой расширенной системы без ограничений. На втором этапе выполнен синтез закона управления 
для преобразованной системы, где выбраны настраиваемые параметры из решения линейных матричных 
неравенств. Основные результаты. Показана эффективность работы предложенного метода. Выполнено 
моделирование в MATLAB/Simulink, результаты которого показали результативность метода и подтвердили 
теоретические результаты. Практическая значимость. Представленный метод рекомендуется использовать в 
задачах управления, где требуется поддержание регулируемых переменных в заданных множествах, например, 
управление электроэнергетической сетью, управление процессом поддержания пластового давления и т. д.
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Abstract
In this paper, we propose a new method for synthesizing the control of multi-input multi output linear plants with a 
guarantee of finding controlled signals in given sets under conditions of unknown bounded disturbances. The problem is 
solved in two stages. At the first stage, the coordinate transformation method is used to reduce the original constrained 
problem to the problem of studying the input-to-state stability of a new extended system without constraints. At the 
second stage, the control law for the extended system is obtained by solving a series of linear matrix inequalities. To 
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illustrate the effectiveness of the proposed method, simulation in the MATLAB/Simulink is given. The simulation 
results show the presence of controlled signals in the given sets and the boundness of all signals in the control system. 
The proposed method is recommended for use in control problems where it is required to maintain controlled signals in 
given sets, for example, control of an electric power network, control of the reservoir pressure maintenance process, etc.
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Введение

На практике часто встречаются задачи управления 
объектами с гарантией нахождения регулируемых пе-
ременных в заданных множествах [1–5]. Например, 
требуется поддержание частоты и выходного напряже-
ния на электрических генераторах в заданных пределах 
в электроэнергетической сети [1, 2] или давления и 
расхода в устье скважины в заданной полосе при управ-
лении процессом стабилизации пластового давления 
[3]. В работах [6–8] приведен обзор решений данной 
задачи, а также предложен базовый метод на основе 
специального преобразования координат, позволяющий 
перейти от исходной задачи с ограничениями к новой 
задаче без ограничений. Применение данного метода 
рассмотрено только для систем со скалярными входны-
ми и выходными сигналами, а параметры в алгоритме 
управления выбираются «вручную».

В настоящей работе расширено применение базо-
вого метода для многоканальных систем, и получе-
ны новые условия расчета параметров регулятора с 
использованием техники линейных матричных нера-
венств [9, 10].

Сформулирована задача управления многоканаль-
ным линейным объектом с гарантией принадлежности 
выходных сигналов в заданных множествах. Предложен 
метод синтеза на основе линейных матричных нера-
венств. Приведены результаты моделирования, полу-
ченные с помощью MATLAB/Simulink, и выполнен их 
анализ. 

Постановка задачи

Рассмотрим линейную динамическую систему

	 ẋ = Ax + Bu + Df,	 (1.1)

	 y = Lx,	 (1.2)

где x ∈ ℝn — измеряемый вектор состояния; u ∈ ℝm — 
сигнал управления; y = col{y1, y2, …, yυ} ∈ ℝυ — выход-
ной сигнал; f ∈ ℝl — неизвестное ограничение возму-
щения такое, что |f(t)| ≤ f, при t > 0; матрицы A ∈ ℝn×n, 
B ∈ ℝn×m, L ∈ ℝυ×n, D ∈ ℝn×l известны. Пара матриц 
(A, B) управляема, а (A, L) — наблюдаема.

Цель работы — разработка закона управления, га-
рантирующего нахождение выходного сигнала y(t) объ-
екта (1.2) в следующем множестве

	 𝒴 = {y ∈ ℝυ: ɡi(t) < yi(t) < ɡi(t), i = 1, …, υ},	 (2)

где t ≥ 0; ɡi(t) и ɡi(t) — непрерывные ограниченные 
функции и их первые производные по времени. Данные 
функции могут выбираться разработчиками исходя 
из требований к работе системы. Например, в зада-
че управления электрическим генератором [1] требу-
ется поддержание частоты ω(t) и выходного напря-
жения U(t) в заданных пределах: ω(t) ≤ ω(t) ≤ ω(t) и 
U(t) ≤ U(t) ≤ U(t).

Метод решения. Основной результат

Рассмотрим преобразование координат, приведен-
ное в работах [6–8]

	 y(t) = Φ(ε(t), t),	 (3)

где ε(t) ∈ ℝυ — непрерывно-дифференцируемая функ-
ция по времени t. Вектор-функция Φ(ε, t) = col{Φ1(ε1, t),  
…, Φυ(ευ, t)}, удовлетворяет следующим условиям:

1. ɡi(t) < Φi(εi, t) < ɡi(t), i = 1, …, υ, при t ≥ 0 и εi ∈ ℝ;
2. существует обратное отображение ε = Φ–1(y, t), 

при y ∈ 𝒴 и t ≥ 0;
3. Φ(ε, t) — непрерывно-дифференцируемая функ-

ция по ε и t, det   ≠ 0 для ε и t ≥ 0;

4.  — ограниченная функция для ε и t ≥ 0, 

 < γ, где γ > 0 определяется видом замены (3).

В отличие от [6–8], в настоящей работе рассмотрены 
функции Φi(εi, t), зависящие только от εi ∈ ℝ и t, следо-

вательно, матрица  имеет диагональную форму.

Для формулирования закона управления требуется 
информация о динамике переменной ε(t). Рассчитаем 
полную производную по времени функции y(t) от (3)

	 ẏ =  ε + . 	 (4)

Так как det   ≠ 0, то перепишем (4) в виде

	 ε = 
–1

ẏ –  . 	 (5)

Заметим, что в выражении (5) содержится сигнал 
управления u(t), так как ẏ = Lẋ из выражения (1.2). 

Б.Х. Нгуен, И.Б. Фуртат
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Напомним основной результат работы [6, теорема 1 и 
ее доказательство] в виде теоремы 1.

Теорема 1. Пусть для преобразования (3) выпол-
нены условия (1–4). Если существует такой закон 
управления u(t), что решения (5) ограничены, то y(t) ∈ 
𝒴α ⊂ 𝒴. Если при выбранном законе управления реше-
ния (5) не ограничены, то y(t) ∈ 𝒴.

Данная теорема позволяет перевести задачу управ-
ления (1.1) с ограничениями по выходу (2) на задачу 
управления (5) без ограничений. Сформулируем основ-
ной результат данной работы, содержащий требуемый 
закон управления для объекта (1.2), в виде теоремы 2.

Теорема 2. Допустим, что при преобразовании (3) 

выполнены условия (1–4), > 0 для любых ε и t, а 

также существует матрица T ∈ ℝn×υ такая, что ма-
трица A – B(LB)–1LA – TL гурвицева. Если для задан-
ного разработчиком c > 0 существуют симметричная 
матрица K ∈ ℝυ×υ и положительные коэффициенты 
τi > 0, i = 1, …, υ такие, что выполнены следующие 
линейные матричные неравенства

	 K ≥ 0,

	

	–K + τυ+1I	 – FLD	 F

	 *	 –τυ+2I	 O

	 *	 *	 –τυ+3I

 ≤ 0	 (6)

	 –2cτυ+1 + f 2τυ+2 + γ2τυ+3 ≤ 0,

где «*» — симметричный блок соответствующей ма-
трицы; I, O — единичная и нулевая матрицы соответ-
ствующей размерности; F = diag{τ1, …, τυ}.

Тогда закон управления

	 u = – (LB)–1[Kε + LAx]	 (7)

обеспечивает выполнение целевого условия (2).
Доказательство. Принимая во внимание (1.1), пе-

репишем выражение (5) в виде

	 ε = 
–1

LAx + LBu + LDf – .	 (8)

Подставив закон управления (7) в выражение (8), а 
также добавив в уравнении (1.1) слагаемое TΦ(ε, t) –  
– TLx(t) = 0 (которое справедливо в силу преобразова-
ния (3) и уравнения (1.2)), получим

	 ẋ = (A – B(LB)–1LA – TL)x – KB(LB)–1ε +

	 + Df + TΦ(ε, t)	 (9)

	 ε = 
–1

–Kε + LDf – . 	 (10)

Введение матрицы T позволяет распространить 
результат данной работы на случай неустойчивых объ-
ектов. Здесь в силу свойств преобразования (3) матри-

ца 
–1

 является диагональной положительно 

определенной. Для исследования выражения (10) на 

устойчивость по вход-состоянию [11, 12], рассмотрим 
функцию Ляпунова вида 

 	 V = εTε.	 (11)

Найдем полную производную по времени от функ-
ции Ляпунова (11) вдоль решений (10)

	 V = εTε = εT 
–1

–Kε + LDf – .	

Потребуем выполнение условия

	 V ≤ 0 	 (12)

при
	 V ≥ c 	 (13)

с учетом ограничений 

	 |f(t)| ≤  f,  ≤ γ.	 (14)

Для выполнения условия (13) найдем матрицу K 
при следующих условиях:

	 K ≥ 0,	 (15)

	 εTEi  LDf –  ≤ 0, i = 1, …, υ,	 (16)

где Ei — i-я матрица, элементы которой равны нулю, 
кроме i-го элемента главной диагонали, который равен 
единице. Выражение (16) не положительно и содер-
жит произведение каждой i-й координаты вектора ε и 

LDf – . 

Действительно, если выполнены условия (15), (16) и 
с учетом того, что положительно определенная матри-

ца 
–1

 имеет диагональный вид, следует, что  

–εT 
–1

Kε ≤ 0 и εT 
–1

LDf –  ≤ 0.  

В результате следует выполнение условия (13).
Условия (13) и (14) можно переписать как

	 εTε ≥ 2c,	 (17)

	 fTf ≤ f 2,      
T
   ≤ γ2.	 (18)

Обозначив z = col   ε, f,    , z ∈ ℝ2υ+l перепи-

шем (15)–(18) в матричном виде:

	 zT 
–K	 O	 O
	 *	 O	 O
	 *	 *	 O

 z ≤ 0,

	 zT 
–O	 EiLD	 – Ei

	 *	 O	 O
	 *	 *	 O

 z ≤ 0,	 (19)

Управление многоканальными линейными объектами...
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	 zT 
	–I	 O	 O
	*	 O	 O
	*	 *	 O

 z ≤ –2c, zT 
	O	 O	 O
	*	 I	 O
	*	 *	 O

 z ≤ f 2,

	 zT 
	O	 O	 O
	*	 O	 O
	*	 *	 I

 z ≤ γ2.

Согласно S-процедуре [9, 13], выражения (19) будут 
выполнены одновременно, если будут выполнены нера-
венства (6). Значит, функция ε(t) будет ограничена для 
любых t. Если матрица A – B(LB)–1LA – TL гурвицева, 
то из (9) сигнал x(t) будет ограничен в силу ограничен-
ности ε(t), Φ(ε,t) и f(t). Следовательно, сигнал управле-
ния (7) будет ограничен, и, с учетом теоремы 1, целевое 
условие (2) будет выполнено. Теорема 2 доказана.

Численное моделирование

Рассмотрим объект в виде уравнений (1.1) и (1.2) 
с двумя входами и двумя выходами со следующими 
параметрами:

	 A = 
	0	 1	 0
	0	 0	 1
	0,1	 2	 –3

 , B = 
	1	 2
	1	 1
	1	 2

 ,

	 D = 
	1
	1
	1

 , L = 
	2	 1	 1
	1	 2	 1

 ,

	 f(t) = 0,1 + sin(3t) + sat 

где sat{∙} — функция насыщения; сигнал d(t) — белый 
шум, сформирован в MATLAB Simulink с помощью 
блока Band-Limited White Noise с мощностью шума и 
временем выборки равными 0,1. Тогда f = 1,4.

Пусть Φ(ε, t) = col{Φ1(ε1, t), Φ2(ε2, t)} где функции 
Φi(εi, t) заданы как

	 Φi(εi, t) = , i = 1, 2.	 (20)

Заметим, что функция Φ(ε, t), элементы которой 
заданы выражением (20), удовлетворяет условиям тео-
ремы 2. Действительно, так как ɡi(t) > ɡi(t), то для всех 
ε и t ≥ 0 имеем

	  =  > 0,

	  =  < 

	 < max{sup{ɡi(t)}, sup{ɡi(t)}} = γi.

Следовательно, 
–1

 = diag
–1 

, 

–1
 > 0 и  < γ1 + γ2

2 2 = γ для любых 

ε и t ≥ 0.

Параметры функции Φ(ε, t) зададим в виде

	 ɡ1(t) = (ɡ0 – ɡ1)e–kt + ɡ1, ɡ2(t) = (ɡ0 – ɡ2)cos(kt) + ɡ4,

	 ɡ1(t) = (ɡ0 – ɡ2)e–kt + ɡ3, ɡ2(t) = cos(kt) + ɡ5,

где ɡ0 = √yT(0)y(0) + 0,01, ɡ1 = 0,1, ɡ2 = 2, ɡ3 = –0,2,  
ɡ4 = ɡ0 – 2,1, ɡ5 = 0,8 и k = 0,5.

Дополнительно выберем T = 
	1	 1
	1	 0
	1	 1

 , тогда матри-

ца A – B(LB)–1LA – TL будет гурвицева. С помощью 

пакета YALMIP [14] и решателя SEDUMI [15] решим 
неравенства (6). Для параметра c = 50 найдем τ1 = τ2 = 

= 0,34, τ3 = 0,14, τ4 = 1,65, τ5 = 1,48 и K = 
	1,49	 0,20
	0,20	 1,49

 . 

Для параметра c = 0,05 найдем τ1 = τ2 = 2,58, τ3 = 

= 140,22, τ4 = 1,80, τ5 = 0,52 и K = 
	174,64	 8,91
	 8,91	 174,64

 .

Переходные процессы при двух различных значе
ниях c = 50 и c = 0,05 по y1(t), y2(t) и u1(t), u2(t) при 

x(0) = col    , , –1    приведены на рис. 1.

Из рис. 1, a, c видно, что выходные сигналы не до-
стигают границы заданного множества, что согласу-
ется с теоретическими выводами. Отметим, что чем 
меньше значение c, тем лучше подавляется влияние 
возмущений. Это можно объяснить тем, что значение 
√2c — радиус шара, в который траектория ε(t) входит и 
не покидает этот шар. Уменьшение значения c означает 
уменьшение размера шара и увеличение стабильности 
системы к возмущению. Также при уменьшении зна-
чения c требуется большее значение управляющего 
сигнала в начальный момент времени. Из рис. 1, b, d 
видно, что при c = 50 значение управляющего сигнала 
u1(t) и u2(t) начинается с 720 и –430 соответственно. 
Чтобы уменьшить значение управления в начальный 
момент времени, необходимо найти такую матрицу 
K*(t) с помощью выражения (7), чтобы в начальный 
момент времени K* << 1 и далее значение K*(t) «бы-
стро» будет стремиться к значению найденной матрицы 
K из выражения (6). Выполнением данного условия 
может служить матрица

	 K*(t) = ,	

где δ — положительное число, 0 < δ << 1.
На рис. 2, а приведен график возмущения f (t).
Результаты моделирования переходных процессов 

по y1(t), u1(t) с учетом K*(t) и при c = 0,05, δ = 0,01 
представлены на рис. 2, b, c. Из рис. 2, с видно, что 
значение управляющего сигнала значительно умень-
шается, а качество выходного сигнала практически 
(рис. 2, b) не изменяется по сравнению с результатом, 
приведенным на рис. 1, b.
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Рис. 1. Переходные процессы при c = 50 и c = 0,05 в замкнутой системе: для выходных сигналов y1(t) (a), y2(t) (с) и сигналов 
управления u1(t) (b), u2(t) (d)

Fig. 1. The transients of outputs y1(t) (a), y2(t) (с) and inputs u1(t) (b), u2(t) (d) in the closed-loop system under c = 50 and c =0,05

Рис. 2. Переходные процессы: f(t) (а); по y1(t) (b) и u1(t) (c) при c = 0,05 с учетом K*(t) в замкнутой системе
Fig. 2. The transients of f(t) (а), y1(t) (b) and u1(t) (c) for c = 0,05 with considering K*(t) in the closed-loop system

Управление многоканальными линейными объектами...
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Заключение

В работе предложен новый метод синтеза закона 
управления многоканальными линейными объектами 
с гарантией нахождения выходных сигналов в задан-
ных множествах на основе базового метода и техни-
ки линейных матричных неравенств. Разработанный 
метод применяется в задаче управления объектом по 
состоянию в условиях неизвестных ограниченных воз-
мущений. В отличие от базового метода, предложенный 
метод позволяет рассчитывать параметры регулятора 
с использованием линейных матричных неравенств, 
что расширяет применимость полученного метода на 

практике. Результаты моделирования показали эффек-
тивность предложенного метода и подтвердили теоре-
тические выводы.

Метод решения и основной результат получены за 
счет гранта Российского научного фонда № 18-79-10104 
в ИПМаш РАН1. 

1 Карточка проекта, поддержанного российским научным 
фондом [Электронный ресурс]. Режим доступа: https://rscf.ru/
project/18-79-10104/ (дата обращения: 22.02.2022).
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