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Аннотация
Предмет исследования. Рассмотрена задача адаптивного управления параметрически неопределенным 
нелинейным объектом, представленным в параметризованной форме с несогласованными неопределенностями и 
ограничением на величину входного воздействия. Метод. Решение задачи основано на использовании процедуры 
адаптивного бэкстеппинга, виртуальные управления в которой зависят от старших производных настраиваемых 
параметров, рассчитанных с помощью алгоритма адаптации с улучшенной параметрической сходимостью. 
Выполнен аналитический синтез управления с компенсацией влияния ограничений на управление с применением 
специального фильтра. Основные результаты. Представленный подход позволяет синтезировать адаптивный 
регулятор для обеспечения ограниченности всех сигналов в замкнутой системе и слежения за задающим 
сигналом. Приведенные результаты моделирования в среде MATLAB/Simulink продемонстрировали работу 
подхода и ускорение параметрической настройки при повышении коэффициента адаптации. Практическая 
значимость. Рассмотренный класс объектов описывает широкий спектр систем, таких как манипуляционные 
роботы, технологические процессы на производстве, электромагнитные системы с эффектом левитации, 
химические процессы и др. Предложенный алгоритм управления учитывает естественные в практических 
приложениях ограничения на входное воздействие и существенно снижает влияние скорости настройки 
параметров регулятора на переходные процессы системы управления. 
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Abstract
The problem of adaptive control of a parametrically uncertain nonlinear plant presented in a state-feedback form with 
unmatched uncertainties and input constraint is considered. The solution is based on adaptive backstepping procedure, 
in which the virtual controls includes the high-order time derivatives of adjustable parameters calculated with the use of 
an adaptation algorithm with improved parametric convergence. Analytical design of control with compensation for the 
influence of input constraints is performed using of a special filter. The approach presented in this paper allows one to 
design an adaptive controller that ensures the boundedness for all signals in the closed-loop system and provides tracking 
of the reference signal. Simulation results presented in the MATLAB/Simulink environment illustrate the performance 
of the presented approach and the acceleration of parametric convergence with an increase of the adaptation coefficient. 
The plant considered in this work describes a wide class of systems, such as various manipulation robots, technological 
processes, electromagnetic levitation systems, chemical processes, etc. The proposed control algorithm considers natural 
for practical applications input constraints and significantly reduces the influence of the regulator parameters tuning 
speed on the control system transient processes. 
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adaptive control, backstepping, nonlinear object, input saturation, input constraint, improved parametric tuning
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Введение

Рассматривается задача адаптивного управления 
классом нелинейных каскадных систем с несогласо-
ванными параметрическими неопределенностями и 
ограничением на управляющее воздействие.

Впервые решение задачи адаптивного управления 
данным классом систем было предложено более двад-
цати лет назад в работе [1] и основывалось на итератив-
ной процедуре синтеза (бэкстеппинге). Однако ввиду 
избыточного количества настраиваемых параметров 
регулятора предложенное решение не получило широ-
кого распространения. Несколько лет спустя проблема 
избыточной параметризации была решена в работах 
[2, 3] двумя способами: за счет использования функ-
ций настройки («tuning functions») и модульных иден-
тификаторов («modular identifiers»). Использование 
функций настройки позволяет устранить влияние 
скорости настройки параметров регулятора на пере-
ходные процессы ошибки управления, но в этом слу-
чае выбор алгоритма адаптации зависит от функции 
Ляпунова, применение которой ограничивает его вы-
бор. Использование модульных идентификаторов, с 
одной стороны, позволило разрешить проблему доста-
точно свободного выбора алгоритма адаптации за счет 
независимого (модульного) синтеза алгоритмов управ-
ления и адаптации. С другой стороны, ошибка управ-
ления в полученной системе стала зависеть от скоро-
сти настройки параметров регулятора, что привело к 
сильным «всплескам» ошибок в начальные  моменты 
времени при больших коэффициентах адаптации.

В целях устранения недостатка метода модульных 
идентификаторов в работе [4] предложено использова-
ние алгоритма адаптации высокого порядка [5], с помо-
щью которого выполнен расчет старших производных 
настраиваемых параметров. Представленное решение 
позволило устранить негативное влияние скорости на-
стройки параметров регулятора на ошибку управления, 
однако свойства алгоритма адаптации высокого порядка 
не позволяют произвольно увеличивать скорость самой 
настройки [6]. В связи с этим в работах [7, 9] был пред-

ложен алгоритм адаптации с улучшенной параметри-
ческой сходимостью на базе схемы Крейссельмейера 
[10]. Алгоритм позволил ускорить параметрическую 
настройку регулятора за счет увеличения коэффициен-
та адаптации без существенных «всплесков» ошибки 
управления.

В настоящей работе представлено расширение пред-
ложенного в работе [9] решения задачи адаптивного 
управления параметрически неопределенными объек-
тами на случай ограничения по управлению.  

Постановка задачи

Рассмотрим объект, представленный в каскадной 
форме1

 ẋi = xi+1 + fi
T(x1, x2, …, xi)θ, i = 1, n – 1, (1)

 ẋn = fn
T(x)θ + β(x)v(u), (2)

 y = x1, (3)

где xi — компоненты доступного к измерению вектора 
состояния x ∈ Rn; y ∈ R — регулируемая переменная; 
θ ∈ Rq — вектор неизвестных параметров; β(x) ∈ R и 
fi ∈ Rq — непрерывные нелинейные функции2, такие, 
что β(x) отделена от нуля положительной константой 
b0, т. е. β(x) ≥ b0 > 0, ∀x; u ∈ R — управляющее воздей-
ствие; v(u) — ограниченное управляющее воздействие, 
определяемое как

 v(u) = sat(u) = 
sign(u)uM  |u| ≥ uM,
  u   |u| < uM, (4)

где uM > 0 — известная константа.

1 Здесь и далее верхним индексом «Т» обозначается опе-
рация транспонирования вектора или матрицы. 

2 Здесь и далее аргументы функций fi и β будут опущены 
для простоты записи, кроме тех случаев, когда они необходи-
мы для понимания.
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Адаптивное управление нелинейным объектом...

Задача состоит в:
— синтезе алгоритма адаптивного управления, гаран-

тирующего ограниченность всех сигналов в замкну-
той системе и выполнение целевого равенства 

 lim
t→∞

ε(t) = lim
t→∞

(y(t) – r(t)) = 0, (5)

где r(t) — ограниченный достаточно гладкий сигнал 
задания с ограниченными n первыми производны-
ми, ε — ошибка управления;

— обеспечении возможности ускорения параметриче-
ской настройки регулятора и, как следствие, увели-
чения быстродействия замкнутой системы посред-
ством увеличения коэффициента адаптации.
Сформулированная задача управления решается при 

следующих допущениях.  
Допущение 1. Для объекта (1)–(3) выполняется 

условие

 –uM ≤ u*(t) ≤ uM, ∀t ≥ T0, (6)

где u*(t) = u(θ, x(t), r(t), t) — гарантирующий цель (5) 
неадаптивный закон управления, синтезированный 
предложенным в настоящей работе способом при ус-
ловии, что параметры объекта θ известны, T0 — время 
настройки системы. □

Допущение 2. Состояние объекта (1)–(3) ограниче-
но при ограниченном входе. □

Допущение 1 является естественным для большин-
ства практических задач и означает, что сформулиро-
ванная цель асимптотического слежения достижима 
с помощью управления, лежащего внутри заданных 
пределов (6) для фактических значений неизвест-
ных параметров θ и заданного сигнала задания r(t). 
Допущение 2 — стандартное для задач управления с 
ограничением [11–13].

Адаптивное управление 

Введем в рассмотрение фильтр [14]1 

 λ̇ i = –λi–1 – (ci + si)λi + λi+1, i = 1, n – 1, (7)

 λ̇n = –λn–1 – (cn + sn)λn + β(x)Δu, (8)

где λi — компоненты вектора состояния фильтра; 
ci — положительные константы; si — демпфирующие 
члены, вид которых определен ниже; Δu(u) = v(u) – u. 
Начальные условия фильтра λi(0) приняты нулевыми.

Применим итеративную процедуру адаптивного 
бэкстеппинга [4, 9], состоящую из n шагов, на каждом 
из которых формируется виртуальное управление (ста-
билизирующая функция):

 α1 = –(c1 + s1)ε – ω1
Tθ, (9)

1 Здесь и далее для простоты записи величины, чей индекс 
выходит за пределы допустимых значений, приняты равными 
нулю (например, λ0 = 0, λn+1 = 0 и т. п.).

 αi = –(xi–1 – r(i–2) – αi–2) – (ci + si)(xi – r(i–1) – αi–1) + 

 + ∑
i–1

j=1
  xj+1 +  r(j) +  θ(j)  – ωi

Tθ, (10)

 i = 2, n,

где θ — оценки неизвестных параметров θ,

 ωi = fi –   ∑
i–1

j=1
   fj,  (11)

 si = di||ωi||2,  (12)

di — положительные константы.
Рассчитаем фактическое управление:

 u = (αn + r(n)). (13)

Лемма 1. Фильтр (7), (8) и настраиваемый закон 
управления (9)–(13) вместе с объектом (1)–(3) образуют 
модель ошибки замкнутой системы

 ż = Azz + Bzθ,  (14)

 ε = z1 + λ1,  (15)

где θ = θ – θ — ошибка оценки неизвестных параме-
тров, z = [z1 z2 … zn]T — вектор состояния модели 
ошибки с компонентами

 z1 = ε – λ1, zi = xi – r(i–1) – αi–1 – λi, i = 2, n, (16)

 Az = 

 –(c1 + s1) 1 0 … 0

 –1 –(c2 + s2) 1  0

 0 –1   

     1

 0 0 … –1 –(cn + sn)

,

 Bz = 

ω1
T

ω2
T

ωn
T

 . □

Лемма 1 доказывается путем расчета производных żi 
с учетом (16) и (9)–(13). Лемма 1 позволяет определить 
условие ограниченности сигналов в модели (14), (15).

Лемма 2. Пусть справедливо Допущение 2. Тогда, 
если θ и производные θ, θ, …, θ(n) ограничены, то все 
сигналы в модели (14), (15) ограничены. □

Лемма 2 доказывается с помощью аргументов лемм 
в работах [4, Лемма 5.8] и [9, Лемма 2]. С помощью 

функции Ляпунова V(t) = ||z||2 и ее производной, рас-

считанной в силу (14), (11), (12), показывается, что из 
ограниченности θ, θ, θ, …, θ(n) в (14) следует ограни-
ченность ||z||. Из Допущения 2 с учетом ограничений 
(4) следует ограниченность ε, y, x и, как следствие, 
управлений αi, u и λi в (7), (8).
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Важным свойством Лемм 1 и 2 является возмож-
ность синтеза алгоритма адаптации на основе модели 
ошибки (14), (15), способного обеспечить сходимость 
нормы ||z|| к нулю.

Замечание 1. В общем случае из сходимости ||z|| не 
следует сходимость ε к нулю ввиду дополнительного 
слагаемого λ1 в (15).  □

Замечание 2. В отличие от базового решения [9] в 
предлагаемой модификации за счет Допущения 2 огра-
ниченность всех сигналов в замкнутой системе может 
быть обеспечена и без демпфирования, т. е. при si = 0 
в (7)–(10). Однако заданные в форме (12) демпфирую-
щие члены si используются для более простого расчета 
мажоранты нормы вектора ||z||, что будет продемонстри-
ровано в дальнейшем. □

Алгоритм адаптации

С целью синтеза алгоритма адаптации, который 
позволит ускорить параметрическую настройку регу-
лятора с расчетом старших производных θ, θ, …, θ(n),  
с помощью леммы о перестановке [4, Приложение F] 
преобразуем динамическую модель ошибки (14) к ста-
тической форме. 

Лемма 3. Введем в рассмотрение вспомогательные 
фильтры

 ξ = Azξ + Bzθ, ξ(0) = –z(0), (17)

 Ẇ = AzW + Bz, W(0) = 0, (18)

используемые для получения расширенной ошибки

 z = z + ξ (19)

из динамической модели ошибки (14). Расширенная 
ошибка z может быть представлена как выход линейной 
регрессии

 z = Wθ. (20) □

Лемма доказывается путем расчета производной 
от невязки ez = z – Wθ = z + ξ – Wθ с учетом (17)–(20):

 ėz = Azz + Bzθ + Azξ + Bzθ – AzWθ – Bzθ =

 = Az(z + ξ – Wθ) + Bz(θ + θ – θ) = Azez,

 ez(0) = z(0) + ξ(0) – W(0)θ = 0.

Из полученных выражений и структуры матрицы Az 
следует, что ez(t) ≡ 0. Лемма 3 доказана.

Замечание 3. Благодаря свойствам матрицы Az, ма-
тричный выход фильтра (18) W ограничен независимо 
от ограниченности матрицы Bz. Свойство позволяет не 
использовать нормирующие множители в алгоритмах 
адаптации, использующих в качестве регрессора матри-
цу W. □

Линейная регрессия (20) позволяет синтезировать 
алгоритм адаптации на базе схемы Крейссельмейера 
[7–9, 15], позволяющий генерировать θ, θ, θ, …, θ(n) и 
регулировать скорость параметрической сходимости. 

Для этого введем в рассмотрение устойчивую мини-
мально-фазовую1 передаточную функцию вида

 L(s) = ∏
n–1

i=1
 = ,

где sn–1 + an–2sn–2 + an–3sn–3 + … + a0 — произвольный 
гурвицевый полином с вещественными корнями и по-
стоянными коэффициентами, и на основе (20) построим 
регрессию вида [15, 18]

 Z = Ωθ (21)

с динамически расширенным выходом Z = L(s)[WTz] и 
матрицей регрессии Ω = L(s)[WTW]. 

Замечание 4. Из Замечания 3 и структуры пере-
даточной функции L(s) следует, что матрица Ω огра-
ничена, симметрична и положительно полуопределена 
[19]. □

Алгоритм адаптации, сформированный с помощью 
расширенной регрессии (21), может быть представлен 
в виде

 θ = γ(Z – Ωθ) (22.1)

или, как показано в работе [19, Замечание 3.2], в фор-
ме, позволяющей явно генерировать производные θ, θ,  
…, θ(n):

 θ(n) = γ  WT(z – Wθ) – ∑
n–2

j=0
aj(Z(j) – Ω(j)θ) – 

 – ∑
n–1

j=1
Cj

n–1Ω(n–j–1)θ(j)  , (22.2)

где γ > 0 — коэффициент адаптации, Cj
k =  — 

биноминальные коэффициенты,

 Z(j) = [WTz], Ω(j) = [WTW].

Начальное условие θ(0) принимается произволь-
ным, а начальные условия θ(i)(0) — нулевыми.

Алгоритму адаптации (22) соответствует модель 
параметрической ошибки

 θ = –γΩθ,  (23)

где θ = θ – θ — вектор параметрических ошибок. 
Сформулируем главный результат настоящей ра-

боты.
Утверждение 1. Пусть справедливы Допущение 1 

и 2. Тогда закон управления (9)–(13) совместно с филь-
тром (7), (8), вспомогательными фильтрами расшире-
ния (17), (18), сигналом расширения (19) и алгоритмом 
адаптации (22), воздействующий на объект (1)–(3), 
гарантирует следующие свойства в замкнутой системе:
1) все сигналы являются ограниченными;

1 Передаточная функция представленного вида соответ-
ствует положительным системам в смысле определения, 
приведенного в работах [16, 17]. 
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2) вектор z(t) и ошибка управления ε удовлетворяют 
неравенствам

 ||z(t)|| ≤  ||θ(0)|| + ||z(0)||e–c0t,  (24)

 |ε(t)| ≤ ||z(t)|| + , (25)

где c0 = min
1≤i≤n

{ci}, d0 =   ∑
n

i=0
 

–1
;

3) векторы Bz(t)θ(t), z(t) сходятся к нулю при t → ∞;
4) ошибка ε(t) сходится к нулю при t → ∞ согласно 

равенству (5);
5) если λΩ(t) ∉ L1, где λΩ(t) ≥ 0 — минимальное соб-

ственное число Ω, то ||θ(t)|| сходится к нулю асим-
птотически. Скорость сходимости ||θ(t)|| может быть 
увеличена путем увеличения γ;

6) если λΩ(t) ≥ λ0, ∀t ≥ T0, где λ0, T0 — некоторые по-
ложительные константы, то ||θ(t)|| сходится к нулю 
экспоненциально. Скорость сходимости ||θ(t)|| может 
быть увеличена произвольно путем увеличения γ.
Замечание 5. С учетом Допущения 1, Свойства 3 и 

5 гарантируют ускорение асимптотической сходимости 
по ошибке слежения  посредством увеличения коэффи-
циента адаптации γ. □

Доказательство. Ограниченность θ, θ, следует из 
(23). Ограниченность θ, θ, …, θ(n) доказывается путем 
дифференцирования (22.1) с учетом Замечания 4 и 
ограниченности θ и θ. Таким образом, из результа-
та Леммы 2 и Допущения 2 следует справедливость 
Свойства 1.

Для доказательства Свойств 3, 5 и 6 введем в рас-

смотрение функцию Ляпунова Vθ = ||θ||2 и рассчитаем 
ее производную в силу (23):

 θ = –γθTΩθ ≤ –γλΩ(t)||θ||2. (26)

Интегрируя неравенство (26) с учетом ограниченно-
сти Vθ(0) и Vθ(∞), доказываем, что Ωθ , θ ∈ L2 и Ω(t)θ(t),  
θ(t) → 0 при t → ∞. Как следствие, на основе леммы 
в [2, Лемма F.4] получаем сходимость Bz(t)θ(t) → 0, 
z(t) → 0 при t → ∞. Свойство 3 доказано. Разрешая 
дифференциальное неравенство (26), получаем

 ||θ(t)|| ≤ ||θ(0)||e–γ∫
t

0
λΩ(τ)dτ, (27)

откуда следуют Свойства 4 и 5. 
Для доказательства Свойства 2 выберем функцию 

Ляпунова Vz = ||z||2 и рассчитаем ее производную в 

силу (14) и (12):

 z = zT(Az
T + Az)z + zTWθ + θTWTz = 

 = ∑
n

i=1
(–cizi

2 – di||ωi||2zi
2 + ziωi

Tθ) ≤

 ≤ –c0||z||2 – ∑
n

i=1
√di ||ωi||zi –  

2
 +

 + ∑
n

i=1
  ≤ –c0||z||2 + .

Учитывая, что из (27) следует ||θ||∞ = ||θ(0)||, перепи-
шем последнее неравенство в форме

 (||z||2) ≤ –2c0||z||2 + .

Из решения полученного дифференциального нера-
венства следует (24). 

Из (15) получим

 ||ε|| = |z1 + λ1| ≤ ||z|| + ||λ||, (28)

где λ = [λ1, λ2, …, λn]T. Введем в рассмотрение функцию 

Vλ = ||λ||2 и вычислим ее производную, учитывая (7), 

(8) и структуру матрицы Az:

 λ = λT(Az
T + Az)λ + λnβ(x)Δu =

 = – ∑
n

i=1
(ci + si)λi

2 + λnβ(x)Δu ≤ – c0||λ||2 + ||λ|| ||β(x)Δu||∞ =

 = – ||λ||2 –   √c0||λ|| – ||β(x)Δu||∞ 
2
 +

 +  ||β(x)Δu||∞ ≤ –  ||λ||2 +  ||β(x)Δu||∞.

Из полученного неравенства следует, что

 ||λ(t)|| ≤  + ||λ(0)||e–  t.

Подставляя последнее неравенство в (28), получим 
(25). Свойство 2 доказано.

Для доказательства Свойства 4 сформулируем сле-
дующую лемму.

Лемма 4. Если выполняется Свойство 3, то выпол-
няются целевые равенства

 lim
t→∞

(αi*(t) – αi(t)) =0, lim
t→∞

(u*(t) – u(t)) = 0,

 i = 1, n,  
(29)

где u*(t) — идеальный закон управления (см. Допу-
щение 1), формируемый путем подстановки в выраже-
ния (9), (10) и (13) θ(t) ≡ θ, θ(i)(t) ≡ 0. □

Лемма 4 доказывается с помощью формирования 
вектора невязки с элементами αi*(t) – αi(t) с учетом 
Свойства 3 (Bz(t)θ(t) → 0). Следствием леммы явля-
ется асимптотическое стремление адаптивного закона 
управления (13) к идеальному неадаптивному u*(t) 
из чего, с учетом Допущения 1 и структуры фильтра 
(7)–(8), следует справедливость равенств lim

t→∞
Δu(t) = 0 

и lim
t→∞

λi(t) = 0.

Принимая во внимание Свойство 2, можно утвер-
ждать справедливость равенства

 lim
t→∞

ε(t) = lim
t→∞

z1(t) – lim
t→∞

λ1(t) = 0.
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Свойство 4 доказано. ■
Отметим следующие особенности параметри-

ческой сходимости в системе: требование λΩ(t) ≥ λ0 
(Свойство 5) эквивалентно условию неисчезающего 
возбуждения [19, Глава 3; 20], которое необходимо и 
достаточно для экспоненциальной сходимости оценок 
θ(t) к θ(t); Свойство 4 является более слабым условием 
чем условие неисчезающего возбуждения в том смысле, 
что позволяет обеспечить асимптотическую (неэкспо-
ненциальную) сходимость θ даже при невыполнении 
условия неисчезающего возбуждения.

Моделирование

Рассмотрим нелинейный объект третьего порядка

 ẋ1 = x2 + f1
T(x1)θ,

 ẋ2 = x3 + f2
T(x1, x2)θ,

 ẋ3 = f3
T(x1, x2, x3)θ + v(u),

 y = x1,

удовлетворяющий Допущению 2, где θ = –[3, 1]T — 
вектор неизвестных параметров f1(x1) = [cos(x1), x1]T,  
f2(x1, x2) = [x1, x2]T, f3(x1, x2, x3) = [x1

2 + x2, x3]T. 
Порог насыщения для v(u) задан константой uM = 18. 
Начальное условие состояния объекта задано вектором 
x(0) = [1, 0, 0]T. Начальные условия в остальных дина-
мических подсистемах приняты нулевыми.

Адаптивный регулятор синтезирован в соответствии 
с законом управления (9)–(13) с c1 = c2 = c3 = 1, d1 = d2 = 

= d3 = 10–5, фильтром (7), (8), вспомогательными филь-
трами расширения (17), (18), сигналом расширения (19) 
и алгоритмом адаптации 

 θ = γ(WT(z – Wθ) – (Z – Ωθ) – Ωθ),

 Z = [WTz], Ω = [WTW].

Моделирование выполнено при различных значени-
ях γ с целью сравнительного анализа и демонстрации 
улучшенной параметрической сходимости. Результаты 
моделирования приведены на рисунке, где показана 
асимптотическая сходимость ошибки управления к 
нулю. Из графиков (рисунок, a, b) видно, что при уве-
личении γ скорость настройки параметров регулято-
ра растет и, как следствие, увеличивается скорость 
стремления ε(t) к нулю без существенного «всплеска» 
в начальные моменты времени.

Заключение

В настоящей работе представлено решение задачи 
адаптивного управления параметрически неопределен-
ными нелинейными объектами при нарушении условий 
согласования и наличии ограничений на управляющее 
воздействие. Решение представляет собой развитие 
результата, полученного в [9], и позволяет обеспечить 
возможность ускорения настройки регулятора за счет 
увеличения коэффициента адаптации γ без существен-
ных «всплесков» ошибки управления в переходных 
режимах и при наличии ограничений на сигнал управ-

Рисунок. Переходные процессы в замкнутой системе: ошибка управления ε (а); норма ошибки оценки параметров ||θ|| (b); 
управление u (c); ограниченное управление v(u) (d)

Figure. Transients in the closed-loop system: control error ε (а); parameters estimation error norm ||θ|| (b); control u (c); constrained 
control v(u) (d)
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ления. Устранение «всплесков» достигается путем 
включения и последующего расчета старших произво-
дных настраиваемых параметров в закон управления. 

В ходе дальнейших исследований планируется осла-
бить Допущение 2 за счет доказательства ограниченно-
сти неадаптивного закона управления u*(t), выполнения 

равенств (29) и, как следствие, ограниченности λi(t) в 
(7), (8). Кроме того, теоретический и практический ин-
терес представляет решение поставленной задачи при 
недоступности прямому измерению вектора состояния 
объекта. 
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