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Аннотация
Предмет исследования. Проблема компенсации внешних возмущающих воздействий для линейных 
многоканальных объектов с запаздыванием на входе является важной и актуальной. Предложено решение данной 
проблемы в задачах управления динамическими объектами и в ряде других задач. Метод. Предлагаемый метод 
основан на принципе внутренней модели, где необходима идентификация параметров возмущения. На первом 
этапе описана схема выделения возмущения, которое представлено как синусоидальный сигнал с неизвестной 
частотой, амплитудой и фазой. На втором этапе решена задача идентификации частот синусоидального и 
мультисинусоидального сигналов. На последнем этапе разработан алгоритм стабилизации и приведения 
состояния объекта к нулю, осуществленный с помощью обратной связи. Основные результаты. Представлена 
новая схема компенсации внешних возмущений для  линейных многоканальных объектов с запаздыванием на 
входе. Предложен новый алгоритм идентификации частот мультисинусоидального сигнала. Выполнен анализ 
возможностей предложенного метода оценивания с использованием компьютерного моделирования в среде 
MATLAB Simulink. Практическая значимость. Разработанный метод может быть эффективно применен для 
широкого класса прикладных задач, связанных с управлением роботами, манипуляторами различного назначения.
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Abstract
The problem of compensation of external disturbing influences for MIMO system with input delay is important and 
relevant. A solution to this problem is proposed in the problems of dynamic objects control and in a number of others. 
The proposed method is based on the principle of an internal model and requires the identification of perturbation 
parameters. At the first stage, a scheme for extracting a disturbance is presented which is represented as a sinusoidal 
signal with an unknown frequency, amplitude, and phase. At the second stage, the problem of identifying the frequencies 
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of a sinusoidal and multisinusoidal signal is solved. In the last stage, an algorithm for stabilizing the state of the object 
to zero is developed using feedback. A new scheme for compensating external disturbances for a MIMO system with 
an input delay is proposed. A new algorithm for identifying the frequencies of a multisinusoidal signal is proposed. The 
analysis of the possibilities of the proposed estimation method using computer simulation in the MATLAB Simulink 
environment is carried out. The developed method can be effectively applied to a wide class of applied tasks related to 
the control of robots and robotic manipulators for various purposes.
Keywords
adaptive control, MIMO systems, identification, internal model, delay
For citation: Nguyen K.T., Vlasov S.M., Pyrkin A.A., Skobeleva A.V. Compensation of external disturbances for MIMO 
systems with control delay. Scientific and Technical Journal of Information Technologies, Mechanics and Optics, 2022, 
vol. 22, no. 4, pp. 666–673 (in Russian). doi: 10.17586/2226-1494-2022-22-4-666-673

Введение

В данной работе предложен новый алгоритм ком-
пенсации параметрически неопределенных гармони-
ческих возмущений, действующих в многоканальных 
системах с запаздываниями в каналах управления. 

Компенсация внешнего неизвестного возмущения 
– одна из основных и актуальных проблем теории авто-
матического управления. Исследование возмущенных 
систем с запаздыванием в канале управления очень 
важно для широкого практического применения и реа-
лизации таких систем в различных областях. Большое 
количество работ посвящено управлению под неиз-
вестным возмущающим воздействием [1–6]. Однако, 
несмотря на разнообразие методов решения и моделей 
объектов, проблема компенсации гармонических возму-
щений в нелинейном объекте с запаздыванием в канале 
управления не рассматривалась.

На реальную техническую установку воздействуют 
различные физические факторы окружающей среды. 
Один из таких факторов — временная задержка, ко-
торая неизбежно появляется из-за процессов разной 
природы в большинстве практических приложений. 
Например, если заводы управляются удаленно через 
Интернет, то данные передаются не мгновенно, а с за-
держкой, которая зависит от качества связи. При этом 
некоторые вопросы, связанные с задержкой инфор-
мации, остаются открытыми и требуют дальнейших 
исследований. Пренебрежение этими явлениями может 
привести к снижению качества поведения системы или 
даже вызвать автоколебания с последующей потерей 
устойчивости. Именно поэтому проектирование мето-
дов с учетом задержек является актуальной и востре-
бованной задачей.

В теории автоматического управления задача кон-
троля системы с запаздыванием также важна и акту-
альна, и давно привлекает внимание исследователей [7–
11]. Выделение объектов с запаздыванием в отдельный 
класс обусловлено сложностью их изучения по срав-
нению с объектами, которые не содержат временную 
задержку. Характерные особенности систем управления 
объектами с запаздыванием: зависимость состояния 
управляемого процесса от его истории, пренебрежение 
влиянием запаздывания, что приводит к ухудшению 
качества системы.

В настоящее время разработано большое количество 
алгоритмов компенсации внешнего возмущающего 
воздействия с запаздыванием. Использование иденти-
фикационного подхода для компенсации мультигар-

монических возмущений реализовано для линейных 
[12, 13] и нелинейных [14] систем. В работе [15] пред-
ставлен алгоритм управления линейным многоканаль-
ным объектом по выходу. В компенсации внешнего 
возмущающего воздействия с запаздыванием может 
применяться метод прямого адаптивного управления 
[16–18], основанный на принципе внутренней модели.

В настоящей работе рассмотрена задача стабили-
зации линейных многоканальных объектов в условиях 
неизмеряемых векторов состояния, внешних синусо-
идальных возмущений и известного постоянного за-
паздывания. Параметры объекта и нижние границы 
частоты возмущения считаются известными, а все па-
раметры синусоидальных возмущений (амплитуда, 
частота и фаза) неизвестны. Решение задачи состоит 
из следующих этапов: предлагается наблюдатель воз-
мущений; выполняется идентификация частот воз-
мущений каждого канала; происходит стабилизация 
состояния объекта к нулю с помощью обратной связи.

Предложена новая схема компенсации возмущений 
для многоканальных систем, которая улучшает каче-
ство стабилизации объединенного выходного сигнала 
замкнутой системы. Описан метод улучшения качества 
оценивания частот мультисинусоидального сигнала, 
и обеспечена экспоненциальная сходимость к нулю 
ошибок оценивания. Метод компенсации возмущения 
основан на методе внутренней модели и требует иден-
тификации параметров возмущения. Отличие нового 
метода от работ [12–14] заключается в том, что требу-
ется идентификация только частот мультисинусоидаль-
ного возмущения.

Постановка задачи

Рассмотрим класс линейных устойчивых возмущен-
ных объектов управления вида:

 ẋ(t) = Ax(t) + BUτ(t) + Bδ(t),  (1)

 y(t) = Cx(t) + Qδ(t), (2)

где x ∈ ℝn — неизмеряемый вектор состояния; Uτ = 
= [u1(t – τ) … uq(t – τ)]T ∈ ℝq — вектор управления с 
запаздываниями; y(t) = [y1(t) … yq(t)] — измеряемый 
вектор выхода; δ(t) = [δ1(t) … δq(t)]T ∈ ℝq — вектор 
неизмеряемого ограниченного внешнего возмущения; 
A ∈ ℝn×n, B ∈ ℝn×q, C ∈ ℝq×n, Q ∈ ℝq — матрицы соот-
ветствующих размерностей; τ — известное постоянное 
запаздывание; q — количество системных выходов.
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В качестве возмущений δ1(t), …, δq(t) рассмотрим 
сигналы

 

δ1(t) = A1sin(ω1t + φ1),
⋮
δq(t) = Aqsin(ωqt + φq),

представленные соответственно в виде синусоид с не-
известными амплитудами Ai, …, Aq, частотами ω1, …, 
ωq и фазовыми сдвигами φ1, …, φq.

Требуется синтезировать закон управления U(t), 
обеспечивающий стабилизацию объединенного выход-
ного сигнала замкнутой системы

 lim
t→∞

||y(t)|| = 0

с учетом следующих допущений.
Допущение 1: Параметры A, B, C известны.
Допущение 2: Тройка матриц (A, B, C) полностью 

управляемая и наблюдаемая.
Допущение 3: Нижняя граница частот ω0 известна 

ωi ≥ ω0, i = 1, q. 

Выделение сигнала возмущения

Так как вектор состояния x недоступен для прямых 
измерений, опишем объект управлении (1), (2) в виде 
соотношения вход-выход:

 y = W(s)[Uτ + δ],  (3)

где W(s) = C(sl – A)–1B =  — передаточная функция 

системы; l — единичная матрица; α(s) и βij(s) полиномы 
порядка n и γ соответственно с известными постоянны-
ми коэффициентами, такие что

 βij(s) = bijsγ + bγ–1ijsγ–1 + … + b1ijs + b0ij,

 i = 1, q, j = 1, q,

 α(s) = sn + an–1sn–1 + … + a1s + a0,

где γ — степень числителя передаточной функции си-
стемы.

  = 

 ⋯ 

 ⋮ ⋱ ⋮

 ⋯ 

. 

Перепишем систему (3) в виде:

 y =   [u1(t – τ) + δ1] + … + [uq(t – τ) + δq] . 

Рассматриваемый объект управления является 
устойчивым. Применим фильтры следующего вида

 y =   [u1(t – τ)] + … + [uq(t – τ)] .

Рассмотрим расхождение по выходу

 y = δ = y – y 

или

 δ = W(s)[δ], (4)

где i = 1, q.
Перепишем уравнение (4) в виде:

 δ(s) = 

δ1 + ⋯ + δq

 ⋮ ⋱ ⋮

δ1 + ⋯ +  δq

.

В некоторых случаях для удобства используем эк-
вивалентное представление возмущающего сигнала

 

δ1(t) = Ā11sin(ω1t + φ11) + … + Ā1qsin(ωqt + φ1q)
⋮
δq(t) = Āq1sin(ω1t + φq1) + … + Āqqsin(ωqt + φqq).  

Синтез наблюдателей возмущения

Каждая составляющая δi возмущения может быть 
смоделирована как выход линейных генераторов [19]

 δi = hi
T

iξi, 

 ξi = Γiξi, 

где ξi ∈ ℝqi — матрицы состояния генераторов с на-
чальными значениями ξi(0); Γi — матрица постоян-
ных коэффициентов; hi — векторы соответствующей 
размерности. Матрицы Γi неизвестны, но известны 
размеры генераторов qi, i = 1, q.

Рассмотрим наблюдатели внешних возмущений [20]

 ψi(t) = Gψi(t) + Iδi(t), i = 1, q,  (5)

где ψi ∈ ℝm, G ∈ ℝm×m — произвольная гурвицева ма-
трица, образующая с l ∈ ℝm постоянный вектор, вы-
бираемый по условию, что пара (G, l) — полностью 
управляема.

Сигналы возмущения δi могут быть представлены в 
виде линейной регрессионной модели [20, 21]

 δi = ψiζi, (6)

где ζi — векторы неизвестных постоянных коэффици-
ентов, зависящих от параметров матрицы от матриц Γi 
(в конечном итоге — от частот мультисинусоидальных 
сигналов), векторы ψi формируются наблюдателями 
(5), i = 1, q.

Идентификация частот возмущений

Рассмотрим метод оценки частот несмещенных гар-
монических и мультигармонических сигналов с посто-
янными параметрами.

Заметим, что в матрице δi(t) каждым сигналом воз-
мущения является сумма всех синусоидальных сиг-
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налов от каждого канала системы с одинаковыми ча-
стотами. Тогда задача заключается в идентификации 
частот мультисинусоидального сигнала. Наблюдатели 
для возмущающих сигналов δi могут быть синтезиро-
ваны для каждой из подсистем отдельно и имеют оди-
наковый вид. В этой связи рассмотрим только первую 
подсистему δ1.

Сигнал возмущения δ1 перепишем в виде:

 δ1 = ∑
i=1

q
Āisin(ωit + φi).  (7)

Генератор сигналов вида (7) опишем дифференци-
альным уравнением

 (p2 + ω1
2)(p2 + ω2

2) … (p2 + ωq
2)δ1(t) = 0, (8)

где p =  — оператор дифференцирования, i = 1, q.

С учетом выражения (8) получим

 p2qδ1(t) + θ1p2q–1δ1(t) + … + θq–1p2δi(t) + θqδi(t) = 0,

где

 

θ1 = ω1
2 + ω2

2 + … + ωq
2,

θ2 = ω1
2ω2

2 + ω1
2ω3

2 +… + ωq–1
2ωq

2,

…

θq = ω1
2ω2

2 … ωq
2.

Сигнал δ1(t) представим как выход линейного гене-
ратора конечной размерности [19]

 δ1(t) = h1
Tξ1(t),

 ξ1(t) = Γ1ξ1(t),

 Γ1 = 

 0 1 0 … 0
 0 0 1 … 0
     
 0 0 0 … 1

–θq 0 –θq–1 … 0

, 

 h1 = [1 0 0 … 0].

Рассмотрим сигнал (7) при q =1:

 δ1(t) = Ā1sin(ω1t + φ1).  (9)

Сигнал (9) представим в виде [22]

 δ1(t – 2d) + δ1(t) = 2cos(ω1d)δ1(t – d), (10)

где d > 0 — оператор запаздывания.
Рассмотрим сигнал (7) при q ∈ ℕ гармоник

 δ1(t) = ∑
i=1

q
Āisin(ωit + φi) (11)

и дискретный аналог сигнала (11)

 δ1[k] = ∑
i=1

q
Āisin(ωikT + φ), 

где T > 0 — период дискретизации сигнала, t = kT, 
k = 0, 1, … 

Получим аналогичный результат для непрерывного 
сигнала (11). Для этого применим оператор запаздыва-
ния d как и в (10), к измеряемому сигналу (11). Сигналы 
с кратным d запаздыванием, в силу ассоциативного за-
кона, могут быть записаны с использованием оператора 
запаздывания (11) как

 

δ1(t – d) = Ωδ1(t),

δ1(t – 2d) = Ω2δ1(t),

δ1(t – qd) = Ωqδ1(t),

 (12)

где Ω — оператор запаздывания:

 [Ω(.)] = 
0, t < d,
(.), (t – d), t ≥ d.

С учетом (12) перепишем уравнение (10) в виде

 (Ω2 – 2cosω1dΩ + 1)δ1(t) = 0.  (13)

Утверждение. Для сигнала, представленного как 
сумма q гармоник, справедливо выражение:

 (Ω2 – 2Ωc1 + 1)∙ … ∙(Ω2 – 2Ωcq + 1)δ1(t) = 0,  (14)

где ci = cosωid, i = 1, q. 
Доказательство. Для доказательства Утверждения 

используем метод математической индукции.
При q = 1 выражение (14) выполняется согласно 

(13).
Предположим, что уравнение (14) решается при 

q = k , тогда

 (Ω2 – 2Ωc1 + 1)∙ … ∙(Ω2 – 2Ωck + 1)δ1
k(t) = 0. (15)

Следовательно, необходимо доказать, что уравнение 
(14) может быть решено при q = k + 1, тогда получим:

 (Ω2 – 2Ωc1 + 1)∙ … ∙(Ω2 – 2Ωck+1 + 1)δ1
k+1(t) =

 = (Ω2 – 2Ωc1 + 1)∙ … ∙(Ω2 – 2Ωck + 1)δ1
k(t) + (16)

 + (Ω2 – 2Ωc1 + 1)∙ … ∙(Ω2 – 2Ωck + 1)βk+1(t).

Из уравнений (15) и (16) имеем

 (Ω2 – 2Ωc1 + 1)∙ … ∙(Ω2 – 2Ωck+1 + 1)δ1
k+1(t) =

 = (Ω2 – 2Ωc1 + 1)∙ … ∙(Ω2 – 2Ωck + 1)βk+1(t),

где βk+1 = Āk+1sin(ωk+1t + φk+1).
Заметим, что сигнал βk+1 можно рассматривать в 

соответствии с одной синусоидой (9), тогда

 (Ω2 – 2Ωck+1 + 1)βk+1 = 0.  (17)

Применим оператор (Ω2 – 2Ωck+1 + 1)βk+1 к (16) и 
получим

 (Ω2 – 2Ωc1 + 1)∙ … ∙(Ω2 – 2Ωck+1 + 1)δ1
k+1(t) =

 = (Ω2 – 2Ωc1 + 1)∙ … ∙(Ω2 – 2Ωck + 1)× (18)
 × (Ω2 – 2Ωck+1 + 1)βk+1.
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С учетом выражений (17) и (18) получим

 (Ω2 – 2Ωc1 + 1)∙ … ∙(Ω2 – 2Ωck+1 + 1)δ1
k+1(t) = 0.

Утверждение доказано.
 На основе уравнения (14) построим регрессионную 

модель для сигнала с q количеством гармоник

 Ξ(t) = χT(t)ϖ, (19)

где Ξ ∈ ℝ1 — зависимая функция, χ = [χ1 χ2 … χq]T ∈ 
∈ ℝq — регрессор, ϖ = [ϖ1 ϖ2 … ϖq]T ∈ ℝq — вектор 
неизвестных параметров.

Или, более конкретно,

 (Ω2 + 1)qδ1(t) = χ1ϖ1(t) + χ2ϖ2(t) + … + χqϖq(t). 

Компоненты уравнения (19):
— Ξ(t) с использованием бинома Ньютона:

 Ξ(t) = (Ω2 + 1)qδ1(t). 

— Вектор неизвестных параметров ϖi связаны с ci 
формулами Виета:

  

ϖ1 = c1 + c2 + … + cq,

ϖ2 = –c1c2 – c1c3 – … – cq–1cq,

ϖq = (– 1)q+1c1c2∙ … ∙cq.

 

— Регрессор χi(t):

 

χ1(t) = 2Ω(Ω2 + 1)q–1δ1(t),

χ2(t) = 22Ω2(Ω2 + 1)q–2δ1(t),

χq(t) = 2qΩqδ1(t).

Алгоритм оценивания параметров модели (19)

Для оценивания параметров вектора ϖ модели (19) 
используется метод динамического расширения регрес-
сора (DREM) [23].

Применим блок запаздывания υi, i = 1, q – 1 для из-
вестных элементов регрессионной модели (19):

 Ξ(t – υi) =χT(t – υi)ϖ.

Обозначим
 ϑe = ηeϖ, (20)

где 

 ϑe = [Ξ(t) Ξ(t – υ1) … Ξ(t – υi)]T,

 ηe = [χi
T(t) χi

T(t – υ1) … χi
T(t – υi)].

Умножив (20) на adj(ηe(t)) получим

 ϑ(t) = Δ(t)ϖ, (21)

где Δ(t) = det(ηe(t)) ∈ ℝ1, ϑ(t) = adj(ηe)ϑe(t) ∈ ℝq.
Запишем уравнение (21) покомпонентно:

 ϑi(t) = Δ(t)ϖi, i = 1, q.

Представим алгоритм оценивания параметров ϖi 
в виде:

 ϖi(t) = –κiΔ(t)(ϑi(t) – Δ(t)ϖi),

где κi — настраиваемый параметр, i = 1, q.
Чтобы получить оценку за конечное время, заменя-

ем ошибку оценки ϖi(t) по определению на ϖi – ϖi(t):

 ϖi – ϖi(t) = ϖiE(t) – ϖi(0)E(t), (22)

где Ė(t) = –κiΔ2(t)E(t), E(0) = 1 или E(t) = e–κi∫0

t
Δ2(s)ds.

Выразим явно значение параметра ϖi из соотноше-
ния (22)

 ϖi
ft(t) = .

Алгоритм оценивания частот

Для оценки частоты применим функцию arccos(.), 
основанную на параметре ci 

ft(t):

 ϖi
ft(t)(t) = arccos(ci 

ft(t)), i = 1, q. 

Заметим, что матрица Γ1 зависит от частот мульти-
гармонического сигнала δ1(t).

Тогда оценка матрицы Γ1 имеет вид:

 Γ1 = 

 0 1 0 … 0
 0 0 1 … 0
     
 0 0 0 … 1

–θq 0 –θq–1 … 0

, 

где 

 

θ1 = ω1
2 + ω2

2 + … + ωq
2 ,

θ2 = ω1
2ω2

2 + ω1
2ω3

2 +… + ωq–1
2 ωq

2 ,

θq = ω1
2ω2

2∙ … ∙ωq
2 .

Аналогично найдем Γi , i = 1, q для остальных ка-
налов.

Синтез закона управления

С учетом выражения (6) наблюдатель (5) может 
быть представлен как автономная модель

 ψi = (G + Iζi
T)ψi. (23)

Однако векторы состояния ψi неизмеримы, потому 
что матрицы ζi неизвестны. Выполним оценку векторов 
состояния возмущения ψi с помощью оценки векторов 
ζi, при этом применим следующее уравнение

 ζi = hi
TMi

–1, 
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где Mi — решение уравнения

 MiΓi  – GMi = lhi
T, 

где Γi  — оценка матриц Γi, i = 1, q.
Так как объект работает в условиях запаздывания, 

на основе фундаментального решения автономной мо-
дели (23) определим будущие значения вектора состо-
яния наблюдателя

 ψi(t + τ) = exp{(G + lζi
T)τ}ψi(t). (24)

На основе уравнений (6) и (24) получим:

 δi(t + τ) = ρi
Tψi(t), 

где ρi
T = ζi

Texp{(G + lζi
T)τ}.

Структуру настраиваемого регулятора определим 
в соответствии с принципом непосредственной ком-
пенсации: 

 U(t) = –δ (t + τ) =  δ(t). (25)

С учетом выражений (4) и (24) закон управления 
(25) можно записать  

 U(t) = –  δ(t) = –  
δ1(t + τ)

δq(t + τ)
 = –  

ρ1
Tψ1(t)

ρq
T(t)

.

Матричная передаточная функция β–1(s) является 
инверсией функции β(s) уравнения объекта управления 
в виде соотношения вход-выход (3).

Математическое моделирование

Приведем результаты численного моделирования, 
иллюстрирующие эффективность предложенного 
алгоритма оценивания частоты несмещенного гар-
монического сигнала с постоянными параметрами. 
Моделирование выполнено с помощью программной 
среды MATLAB Simulink. 

Рассмотрим объект управления второго порядка с 
двумя входными и двумя выходными каналами

 y = W(s)[Uτ + δ],

где

 W(s) = , τ = 1 c.

Пусть возмущающее воздействие имеет вид:

 δ = [2sin(t) 3sin(2t)]T.

Векторы ψ1 и ψ2 являются состояниями наблюдате-
лей (5) со следующими параметрами:

Рисунок. Временные диаграммы: возмущений δ(t) (а); оценки частот ω1(t), ω2(t) (b); сигнала управления U(t) (с); переходные 
процессы для выхода y(t) (d)

Figure. Time diagrams of disturbances δ(t) (а), frequency estimates ω1(t), ω2(t) (b), control signal U(t) (с), transients for output  
y(t) (d)
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 G = 

 0 1 0 0
 0 0 1 0
 0 0 0 1
–5 –9 –7 –8

, l = 

0
0
0
1

.

Параметр запаздывания для параметризации сигна-
ла возмущения: d = 0,1 c.

Параметры алгоритма DREM: ν = 0,05, κi = 1.
В результате моделирования сформирована времен-

ная диаграмма функции возмущения δ(t) (рисунок, а), 
переходные процессы для оценки частот ω1(t) = 1,  
ω2(t) = 2 (рисунок, b) и для сигнала управления U(t) 
(рисунок, с). На рисунке, d продемонстрировано, что 
все переменные выходные системы асимптотически 
стремятся к нулю.

Графики переходных процессов демонстрируют 
ограниченность всех сигналов в системе (рисунок, a–d). 
Алгоритм управления (25) позволяет сохранить устой-

чивость в многоканальных системах с входным запаз-
дыванием в условиях внешних возмущений.

Заключение

Предложена новая схема компенсации внешних воз-
мущающих воздействий в многоканальных системах с 
входным запаздыванием в условиях внешних возмуще-
ний. Схема обеспечивает ограниченность всех сигналов 
в системе и сходимость регулируемых переменных y 
к нулю. Предложен новый подход к идентификации 
частот мультисинусоидального сигнала. Показана экс-
поненциальная сходимость оценивания частот муль-
тисинусоидального сигнала к истинными значениям. 
Подход может быть расширен в случае выбора объекта 
с неизвестными параметрами и запаздыванием, что 
возможно в качестве направления дальнейших иссле-
дований.
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