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Аннотация 
Рассмотрена задача параметрической идентификации дифференциально-разностной модели процесса 
теплопереноса в сферическом теле. При разработке модели использован оригинальный расширенный фильтр 
Калмана, который позволяет учесть зависимость теплофизических свойств исследуемого объекта от температуры. 
Постановка задачи и полученное решение дают возможность учитывать различный характер внешнего теплового 
воздействия и процессы, происходящие внутри тел, в особенности при фазовых переходах в системах тел. 
Продемонстрировано хорошее совпадение результатов параметрической идентификации и численного 
моделирования с использованием программного пакета «Ansys». Показано, что предложенный в работе метод 
позволяет определять не только температуру в разных точках объекта, но и восстанавливать нестационарный 
тепловой поток на границе объекта, а также уточнять его теплофизические свойства. Рассмотренный метод 
параметрической идентификации дифференциально-разностной модели теплопереноса может найти применение 
при определении эффективности аккумуляторов тепловой энергии.
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Abstract
The paper considers the problem of parametric identification of a differential-difference model of the heat transfer process 
in a spherical body. When developing the model, the original extended Kalman filter is used which allows taking into 
account the dependence of the thermophysical properties of the object under study on temperature. This formulation and 
the obtained solution of the problem make it possible to take into account the different nature of the external thermal 
effect and the processes occurring inside the bodies, in particular, during phase transitions in systems of bodies. The 
research results obtained using parametric identification and Ansys software are in good agreement. However, the method 
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we have considered, in contrast to the Ansys software, allows not only to determine the temperature at different points of 
the object, but also to restore the non-stationary heat flow at the object boundary as well as to refine its thermophysical 
properties. The considered method of parametric identification of the differential-difference model of heat transfer can 
be successfully used in determining the efficiency of heat energy storage devices.
Keywords
differential-difference model, spherical body, spherical symmetry, Kalman filter, parametric identification, heat 
measurement 
For citation: Pilipenko N.V., Kolodiychuk P.A., Zarichnyak Yu.P. Differential-difference model of heat transfer in solids 
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and Optics, 2022, vol. 22, no. 6, pp. 1237–1240 (in Russian). doi: 10.17586/2226-1494-2022-22-6-1237-1240

В настоящее время актуальным является реше-
ние прямых и обратных задач теплопроводности при 
известных граничных условиях, в особенности если 
внутри тела или системы тел происходят фазовые пере-
ходы. Существуют различные методы восстановления 
нестационарной температуры при решении прямых 
задач теплопроводности и нестационарного теплового 
потока обратных задач теплопроводности. В работе [1] 
приведено описание метода параметрической иденти-
фикации дифференциально-разностных моделей тепло-
переноса на основе рекуррентных алгоритмов фильтра 
Калмана, который позволил решить ряд сложных неста-
ционарных задач [2–8]. Алгоритмы программ для реше-
ния ряда прямых и обратных задач теплопроводности 
при использовании дифференциально-разностных мо-
делей и неопределенности, полученные при решении 
различных задач, приведены в работах [2–8].

Представляет интерес использование подхода [2–8] 
в аккумуляторах тепловой энергии [9, 10] с целью уве-
личения эффективности действующего объекта. В от-
личие от рассмотренных в [2–8] задач, где выполнен 
анализ тела или системы тел в виде плоских стенок с 
расположенными на их поверхностях преобразовате-
лями теплового потока, в работах [9, 10] аккумулятор 
имеет сферическую форму со специфическими процес-
сами теплопереноса.

Отметим, что в настоящей работе использован ори-
гинальный расширенный фильтр Калмана, который 
позволяет учесть нелинейность задачи, а именно за-
висимость теплофизических свойств от температуры.

Цель работы — получение дифференциально-раз-
ностной модели теплопереноса сферического тела и 
определение адекватности разработанной модели ре-
альному процессу теплообмена в процессе решения 
прямой задачи теплопроводности с использованием 
расширенного фильтра Калмана и с помощью про-
граммного обеспечения (ПО) «Ansys».

В качестве физической модели выбран стальной 
шарик диаметром 30 мм, находящийся в текучей сре-
де, температура которой меняется по гармоническому 
закону tср = 100sin(5τ). Гидродинамические параметры 
среды таковы, что коэффициент теплоотдачи к поверх-
ности шарика постоянен и равен α = 100 Вт/(м2·К). 
Требуется установить динамику температуры централь-
ной части исследуемого тела.

Решение задач выполнено на основании алгоритма, 
рассмотренного в работах [1, 3]: объект условно разбит 
на n блоков (например n = 20), и для каждого составле-
но уравнение теплового баланса. 

После проведения ряда преобразований составлена 
дифференциально-разностная модель процесса тепло-
переноса от первого до последнего блока с указанием 
граничного условия на первом блоке.

В общем случае дифференциально-разностная мо-
дель имеет вид [1]

 T(τ) = F(τ)T(τ) + G(τ)U(τ),

где F(τ) и G(τ) — матрицы обратных связей и управ-
ления; U(τ) и T(τ) — вектора управления и состояния; 
τ — время.

Приведем выражения для расчета скоростей из-
менения температуры на первом (внешнем), втором, 
девятнадцатом и двадцатом (центральном) блоках ис-
следуемого тела в связи с наличием ряда особенностей 
при их выводе. Выражения для скоростей изменения 
температуры блоков 3–19 идентичны второму, поэтому 
выражения 3–18 не приводятся.

  =  –  + 

 + ,

  =  –

–    –    3at2 + ,

  =  – 

 –    –    3at19 + 

 + ,

  = –  + 

 + ,

где q(τ) — поступающий на поверхность тела нестаци-

онарный тепловой поток; τ — время; α =  — темпе-
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ратуропроводность; i — номер блока; ti — температура 
i-го блока; Ri — внешний радиус i-го блока; c — удель-
ная теплоемкость; ρ — плотность; λ — теплопровод-
ность; Si — площадь внешней поверхности i-го блока.

На рисунке представлены результаты расчета темпе-
ратуры центра модельного шара при выбранном законе 
изменения температуры окружающей среды. Расчеты 
выполнены с использованием метода параметриче-
ской идентификации дифференциально-разностных 
моделей процесса теплопереноса и численного метода 
ПО «Ansys».

Результаты, полученные с помощью метода параме-
трической идентификации дифференциально-разност-
ных моделей процесса теплопереноса и ПО «Ansys», 
совпадают при решении прямой задачи, что говорит 
об адекватности выбранной модели теплопереноса. 
Отметим, что рассмотренный метод параметрической 
идентификации, в отличие о численного ПО, позволил 
не только определить температуру в разных точках 
объекта, но и восстановить значение нестационарного 
теплового потока на границе объекта и уточнить его 
теплофизические свойства.

Рисунок. Результаты решения прямой задачи теплопроводности
Figure. The results of solving the direct problem of heat conduction
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