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Аннотация
Предмет исследования. Предложен новый метод идентификации параметров синусоидального сигнала с 
неизвестной переменной амплитудой. Проблема оценивания параметров синусоидальных сигналов актуальна 
в задачах динамического позиционирования и компенсации возмущений для синтеза законов управления, 
учитывающих внешние возмущающие воздействия. В предлагаемом методе устранено ограничение на амплитуду 
сигнала. В отличие от известных подходов, где амплитуда должна быть фиксированной, в рассмотренном методе 
амплитуда сигнала может быть переменной. Метод. Для реализации представленного метода идентификации 
применены жорданова форма матрицы и операторы запаздывания. В ходе параметризации сформирована 
регрессионная модель, содержащая неизвестные стационарные параметры. Для поиска неизвестных 
параметров применен метод динамического расширения регрессора и смешивания. Основные результаты. 
Результаты компьютерного моделирования показали работоспособность разработанного алгоритма. Результаты 
моделирования подтвердили сходимость оценивания параметров к истинным значениям. Практическая 
значимость. Подход может быть применен для широкого класса прикладных задач, связанных с компенсацией 
возмущений в системах виброзащиты, системах мониторинга при определении параметров высотных или 
большепролетных строительных сооружений, в системах управления робототехническими объектами.
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Abstract
A new method proposed for identifying the parameters of sinusoidal signal with unknown variable amplitude. The 
problem of estimating the parameters of sinusoidal signals is relevant in the problems of dynamic positioning and 
disturbance compensation, for the synthesis of control laws that take into account external disturbances. In the proposed 
method, the restriction on the signal amplitude is removed. In contrast to known approaches, where the amplitude 
must be fixed, in the proposed method the signal amplitude can be variable. To implement the proposed identification 
algorithm, the Jordan matrix form and delay operators are used. During parameterization, a regression model is formed 
containing unknown stationary parameters. To search for unknown parameters, the method of dynamic expansion of the 
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regressor and mixing is used. The results of computer simulation demonstrate the efficiency of the proposed algorithm. 
The simulation results confirmed the convergence of parameter estimation to the true values. The proposed approach 
can be applied to a wide class of applied problems related to disturbance compensation in vibration protection systems, 
monitoring systems in determining the parameters of high-rise or large-span building structures, and in robotic object 
control systems.
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Введение

В работе рассмотрена задача идентификации па-
раметров синусоидального сигнала с неизвестной не-
стационарной амплитудой. Проблема идентификации 
частоты синусоидальных сигналов изучена для посто-
янных [1–7] и переменных [8–13] параметров. Задача 
идентификации частоты синусоидальных сигналов 
является очень важной и актуальной, решение которой 
может найти в большом количестве практических при-
ложений: в системах динамического позиционирования 
и компенсации возмущений, системах виброзащиты и 
мониторинга при определении параметров высотных 
или большепролетных строительных сооружений.

В работе [8] представлен алгоритм оценивания не-
стационарной частоты незашумленного синусоидаль-
ного сигнала. Предположено, что амплитуда и частота 
синусоидального сигнала неизвестные функции време-
ни, но являются решениями линейных стационарных 
дифференциальных уравнений с известными параме-
трами. Основной недостаток данного подхода состоит 
в снятии ограничений на стационарность амплитуды 
и частоты, но фаза синусоидального сигнала — по-
стоянна.

В [10] рассмотрен алгоритм идентификации ли-
нейно меняющейся частоты синусоидального сигнала, 
имеющего неизвестные амплитуду и фазу. Предложен 
подход к идентификации линейно меняющейся часто-
ты, предусматривающий итеративную фильтрацию (с 
использованием линейных устойчивых звеньев первого 
порядка) измеряемого синусоидального сигнала, ко-
торая позволяет получить простую линейную регрес-
сионную модель с одним неизвестным постоянным 
параметром. Ограничением этого метода является то, 
что амплитуда и фаза постоянны.

В работе [11] рассмотрена задача оценивания па-
раметров синусоидального сигнала, частота которого 
изменяется как полиномиальная функция времени. Для 
решения этой задачи предложена параметризация, по-
зволяющая сформировать уравнения линейной регрес-
сии относительно неизвестных параметров. Оценки 
формируются с использованием метода динамического 
расширения регрессора. В [12] предложен метод оце-
нивания частоты синусоидального сигнала с перемен-
ной амплитудой. Амплитуда предполагается известной 
функцией в пределах постоянного множителя, фаза 
также известна. На первом этапе предложен подход к 
параметризации синусоидального сигнала и получена 
модель линейной регрессии третьего порядка. На сле-

дующем этапе создан алгоритм оценивания на основе 
стандартного градиентного подхода. Общий недоста-
ток этих подходов в том, что амплитуда — известная 
функция времени.

В настоящей работе рассмотрена задача иденти-
фикации параметров синусоидального сигнала с не-
известной переменной амплитудой. Модель линейной 
регрессии второго порядка построена с использованием 
операторов задержки. Предположим, что частота, сме-
щение и фаза синусоидального сигнала — постоянные 
и неизвестные параметры, а амплитуда — переменная 
и неизвестная функция. Необходимо синтезировать 
алгоритм идентификации, который обеспечит сходи-
мость настроенной оценки параметров к истинным 
значениям.

Предложен новый метод идентификации параме-
тров синусоидального сигнала с переменными па-
раметрами, который повысит качество оценивания 
параметров исходного сигнала, и обеспечит экспонен-
циальную сходимость к нулю ошибок оценивания. 
В отличии от аналогичных, в разработанном методе нет 
ограничения, которое требует измерения переменных 
частей сигнала. Представленный метод робастный по 
отношению к шумам, в отличии от аналогов.

Постановка задачи

Рассмотрим измеряемый сигнал

 y(t) = A(t)μe–βtsin(ωt + φ), (1)

где μ — постоянный параметр; A(t) — переменная 
амплитуда; β > 0 — коэффициент затухания; ω ∈ ℝ 
и φ ∈ ℝ — неизвестные частота и фаза; t — время. 
Параметры μ, β, ω, φ и функция A(t) считаются неиз-
вестными.

Требуется синтезировать алгоритм оценивания ча-
стоты ω̂(t) и коэффициента затухания β(t), обеспечива-
ющих выполнение условий 

 lim
t→∞

(ω – ω̂(t)) = 0,

 lim
t→∞

(β – β(t)) = 0.

Перепишем уравнение (1) в удобном виде

 y(t) = A(t)Y(t),

где Y(t) = μe–βtsin(ωt + φ).
Введем допущение.

Х.Т. Нгуен, С.М. Власов
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Допущение 1. Функция A(t) является выходом ли-
нейного генератора

 A(t) = hTΨ(t),

 Ψ(t) = GΨ(t),

где Ψ ∈ ℝq — матрица состояния генератора с неизвест-
ным начальным значением Ψ(0); G ∈ ℝq×q — матрица 
известных постоянных коэффициентов; h ∈ ℝq — век-
тор соответствующей размерности.

Также допустим, что частота A(t) изменяется по 
синусоидальному закону, тогда матрица G и вектор 
Ψ(0) примут вид

 h = 
1
0

 , G = 
 0 1
–γ2 0

 , Ψ(0) = 
0
θ

 ,

где γ — известный параметр; θ — неизвестный пара-
метр.

Допущение 2. Функция Y(t) является выходом ли-
нейного генератора

 Y(t) = HTξ(t),  (2)

 ξ(t) = Γξ(t),  (3)

где ξ ∈ ℝp — вектор состояния генератора; Γ ∈ ℝp×p — 
матрица постоянных коэффициентов; H ∈ ℝp — вектор 
соответствующей размерности.

Для векторно-матричной формы выражения (2)–(3) 
имеют вид [14]:

 ξ = 
ξ1
ξ2

 , Γ = 
 0 1
– ω2 – β2 –2β

 , H = 
1
0

 .

Параметризация синусоидального сигнала

Рассмотрим задачу построения модели линейной 
регрессии с измеряемыми переменными и вектором 
постоянных параметров, зависящих от неизвестной 
частоты ω и коэффициента затухания β.

Наряду с измеряемым сигналом y(t) рассмотрим 
запаздывающие сигналы

 y1(t) = 
y(t – d1), t ≥ d1,

0, t < d1,
 (4)

 y2(t) = 
y(t – d2), t ≥ d2,

0, t < d2,
 (5)

где d1, d2 ∈ ℝ+ — постоянные величины запаздывания.
Для сигналов (4) и (5) запишем соотношения:

 y1(t) = A1(t)Y1(t),  (6)

 y2(t) = A2(t)Y2(t), (7)

где
 A1(t) = A(t – d1), A2(t) = A(t – d2), (8)

 Y1(t) = Y(t – d1), Y2(t) = Y(t – d2). (9)

Утверждение 1. Измеряемые сигналы (1), (8) и (9) 
связаны тождеством:

 Ξ(t) = ψT(t)Θ,  (10)

где Ξ ∈ ℝ1; ψ ∈ ℝ6×6 — измеряемые функции; Θ ∈ ℝ6 — 
вектор неизвестных параметров.

Из допущений 1 и 2 запишем функции:

 A(t) = hTeGtΨ(0),  (11)
 Y(t) = HTeΓtξ(0).

На основании выражения (8) получим:

 A1(t) = A(t – d1) = hTeGte–Gd1Ψ(0), (12)
 A2(t) = A(t – d2) = hTeGte–Gd2Ψ(0), (13)

а из выражений (9):

 Y1(t) = Y(t – d1) = HTeΓte–Γd1ξ(0) = HTe–Γd1ξ(t), (14)
 Y2(t) = Y(t – d2) = HTeΓte–Γd2ξ(0) = HTe–Γd2ξ(t). (15)

Поставив (14) и (15) в (6) и (7) соответственно, по-
лучим
 y1(t) = A1(t)HTe–Γd1ξ(t),
 y2(t) = A2(t)HTe–Γd2ξ(t).

Утверждение 2. Сигнал (11) связан соотношением:

 A(t) = γ–1sin(γt)θ.

Доказательство утверждения 2. Преобразуем eGt 
в уравнении (11) аналогично подходу, описанному в 
работе [15]: 

 eGt = 
 cos(γt) γ–1sin(γt)
 –γsin(γt) cos(γt)

 .  (16)

Поставив соотношение (16) в (11), получим

 A(t) = γ–1sin(γt)θ, (17)

что и требовалось доказать для утверждения 2.
Аналогично найдем:

 e–Gd1 = 
 cos(γd1) –γ–1sin(γd1)
 γsin(γd1) cos(γd1)

 , (18)

 e–Gd2 = 
 cos(γd2) –γ–1sin(γd2)
 γsin(γd2) cos(γd2)

 , (19)

Для сокращения числа параметров примем d2 = 
= 2d1 = 2d.

Поставим выражения (17) и (18) в уравнение (12), 
которое будет иметь вид: 

 A1(t) = γ–1sin(γt – γd)θ,

а (17) и (19) в уравнение (13):

 A2(t) = γ–1sin(γt – 2γd)θ.

Утверждение 3. Сигнал (14) связан соотношением:

 Y1(t) = eβd[cos(ωd) + βω–1sin(ωd) – ω–1sin(ωd)]ξ(t).

Доказательство утверждения 3. Применим жорда-
нову форму для преобразователя e–Γd.
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Вычислим собственные значения матрицы Γ:

 det(Γ – λI) =  0 – λ 1
 –ω2 – β2 –2β– λ

 = 0,

 ⇒ λ2 + 2λγ + ω2 + β2 = 0
 ⇒ λ1 = –β + iω, λ2 = –β – iω,

где I — единичная матрица.
Для каждого из собственных значений получим 

собственные векторы. Для числа λ1 = –β + iω, имеем:

 
 β – iω 1
 –ω2 – β2 –β – iω

 
x1
y1

 = 0, ⇒

 ⇒ 
(β – iω)x1 + y1 = 0

(–ω2 – β2)x1 + (–β – iω)y1 = 0
 ⇒ y1 = (iω – β)x1.

Полагая x1 = 1, найдем собственный вектор V1 = 
= (x1, y1)T:

 x1 = 1, ⇒ y2 = –γ + iω, ⇒ V2 = 
1

–β + iω
 

и аналогично — вектор V2 = (x2, y2)T, ассоциированный 
с собственным значением λ2 = –β – iω, получим

 
 γ + iω 1
 –ω2 – β2 –β + iω

 
x2
y2

 = 0, ⇒ 
(β + iω)x2 + y2 = 0

–ω2x2 + iωy2 = 0
 ⇒ y2 = –(β + iω)x2.

При x2 = 1 найдем собственный вектор V2 =  
= (x2, y2)T:

 x2 = 1, ⇒ y2 = –β – iω, ⇒ V2 = 
1

–β – iω
 .

Составим матрицу V из найденных векторов V1 и 
V2:

 V = 
 1 1
 (iω – β) –(β + iω)

 .

Запишем жорданову форму JΓ для заданной матри-
цы Γ, используя форму

 JΓ = V–1ΓV =  
 –(β + iω) –1
 –(iω – β) 1

 
 0 1
 –ω2 – β2 –2β

 × 

 × 
 1 1
 (iω – β) –(β + iω)

 ,

 JΓ = V–1ΓV =  
 β2 + ω2 β – iω
 –β2 – ω2 –β – ω

 ×

 × 
 1 1
 iω – β –β – iω

 ,

 JΓ = V–1ΓV = 
 iω – β 0
 0 –iω – β

 .

Составим матрицу eJΓd в следующем виде 

 eJΓd = e–βd  eiωd 0
 0 e–iωd  .

Вычислим матричную экспоненту eΓd

 eΓd = VeJΓdV–1 = e–βd  1 1
 iω – β –iω – β

 
 eiωd 0
 0 e–iωd  ×

 ×  
 –iω – β –1
 iω – β 1

,

 eΓd =  
 eiωd e–iωd

 (iω – β)eiωd (–iω – β)e–iωd  
 –iω – β –1
 –iω + β 1

 ,

 eΓd = e–βd 

  + 

+ βω–1    

ω–1

 –(ω2 + β2)ω–1×  –

 ×  – βω–1

.

Экспоненциальные функции eiωd, e–iωd разложим 
по формуле Эйлера

  = cos(ω d),  = sin(ω d).

Получаем eΓd в виде:

 eΓd = e–βd 

 cos(ω d) + 
 + βω–1sin(ω d) 

ω–1sin(ω d)

 –(ω2 + β2)ω–1 ×  cos(ω d) +
 × sin(ω d) + βω–1sin(ω d)

 ,

 eΓd = eβd 

 cos(ω d) + 
 + βω–1sin(ω d) 

ω–1sin(ω d)

 –(ω2 + β2)ω–1 ×  cos(ω d) –
 × sin(ω d) – βω–1sin(ω d)

 .

 (20)

Из уравнений (14) и (20) запишем соотношение 
вида:

Y1(t) = eβd 
 cos(ω d) + 
 + βω–1sin(ω d) 

–ω–1sin(ω d)  ξ(t). (21)

Утверждение 3 доказано.
Аналогично найдем:

Y2(t) = e2βd 
 cos(2ω d) + 
 + βω–1sin(2ω d) 

–ω–1sin(2ω d)  ξ(t). (22)

Подставим уравнения (21), (22) в уравнения (4) и (5) 
и представим в следующем матричном виде 

 
y1(t)
y2(t)

 = 
 A1(t)eβd(c1 + βω–1s1) –ω–1A1(t)s1eβd

 A2(t)e2βd(c2 + βω–1s2) –ω–1A2(t)s2e2βd  ξ(t),

где s1 = sin(ωd); c1 = cos(ωd); s2 = sin(2ωd); c2 = cos(2ωd).
Рассмотрим следующее выражение:

 B = Φξ, (23)

где В = 
y1(t)
y2(t)

 ,

Φ = 
 A1(t)eβd(c1 + βω–1s1) –ω–1A1(t)s1eβd

 A2(t)e2βd(c2 + βω–1s2) –ω–1A2(t)s2e2βd  .
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Запишем (23) в виде:

Φ–1B = ξ = adj(Φ)B ⇒ adj(Φ)B = det(Φ)ξ. (24)

Умножив уравнение (24) на A(t)HT, получим

 A(t)HTadj(Φ)B = det(Φ)y(t), (25)

 adj(Φ) =

= 
 –ω–1A2(t)s2e2βd ω–1A1(t)s1eβd

 –A2(t)e2βd(c2 + βω–1s2) A1(t)eβd (c1 + βω–1s1)
 , 

(26)

 det(Φ) = – A1(t)A2(t)e3βds2c1 + A1(t)A2(t)e3βds1c2,

 det(Φ) = – s1A1(t)A2(t)e3βd. (27)

Обозначим:
 A(t) = γ–1θa, (28)

 A1(t) = γ–1θa1, (29)

 A2(t) = γ–1θa2, (30)

где a = γ–1sin(γt), a1 = γ–1sin(γt – γd), a2 = γ–1sin(γt – 2γd).
Выразим параметры c2, s2 через c1, s1, используя 

тригонометрические формулы для двойного угла:

 c2 = 2c1
2 – 1, s2 = 2c1s1. (31)

Из выражений (25)–(31) получим уравнение

 –ω–1e2βd2s1c1y1(t)θ2aa2 + ω–1eβds1y2(t)θ2aa1 =

 = –ω–1e3βds1y(t)θ2a1a2.

Разделив обе части выражения (31) на –ω–1eβds1θ2, 
запишем

 2eβdc1y1(t)aa2 – y2(t)aa1 = y(t)a1a2e2βd. (32)

Выражение (32) представим в виде линейной ре-
грессионной модели (10):

 Ξ(t) = ψT(t)Θ, (33)

где Ξ(t) = y2aa1 — измеряемая функция; ψT(t) = 
2y1aa2
–ya1a2

 —  

регрессор; Θ = 
eβdc1
e2βd  — вектор неизвестных пара-

метров.

Алгоритм оценивания неизвестных параметров 
регрессионной модели

Для оценивания параметров вектора Θ модели (33) 
применим метод динамического расширения регрес-
сора (Dynamic Regressor Extension and Mixing, DREM) 
[16].

Применим блок запаздывания υi, i = 1, q – 1 для из-
вестных элементов регрессионной модели (33):

 Ξ(t – υi) = ηT(t – υi)Θ,

где i = 1, 6.
Обозначим

 ϑe = γeΘ,  (34)

где ϑe = [Ψ(t) Ψ(t – υ1) … Ψ(t – υi)]T, 
γe = [ηi

T(t) ηi
T(t – υ1) … ηi

T(t – υi)].
Умножив (34) на adj(ηe(t)), получим

 ϑ(t) = Δ(t)Θ, (35)

где Δ(t) = det(ηe(t)) ∈ ℝ1; ϑ(t) = adj(ηe)ϑe(t) ∈ ℝ2.
Запишем уравнение (35) покомпонентно:

 ϑi(t) = Δ(t)Θi, i = 1,2.

Представим алгоритм оценивания параметров Θi 
в виде:
 Θi(t) = –κiΔ(t)(ϑi(t) – Δ(t)Θi),

где κi — настраиваемый параметр, i = 1,2.
Алгоритм идентификации параметров исходно-

го сигнала. Для оценивания коэффициента затухания 
воспользуемся функцией ln(.) на основе параметра Θ2 
из модели (33)

 β(t) = ln Θ2(t).

Для оценивания частоты воспользуемся функцией 
arccos(.) на основе параметров Θ1 и Θ2 из модели (33)

 ω(t) = arccos     .

Математическое моделирование

Рассмотрим результаты численного моделирова-
ния, иллюстрирующие эффективность предложен-
ного алгоритма оценивания частоты несмещенного 
гармонического сигнала с постоянными параметра-
ми. Моделирование выполнено с использованием про-
граммной среды MATLAB Simulink. 

Пример 1. Рассмотрим сигнал вида

 y(t) = A(t)e–0,2tsin(5t – 1). (36)

Для функции A(t) принимаются следующие пара-
метры

 G = 
 0 1
–4 0

, Ψ(0) = 
0
4

.

Приведем значения параметров для предложенного 
метода: d = 0,1, υ = 0,2, κi = 108.

На рис. 1 показаны результаты оценивания параме-
тров сигнала (36).

Пример 2. Рассмотрим сигнал вида

 y(t) = A(t)e–1tsin(10t + 1). (37)
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Рис. 1. График сигнала y(t) (a); графики оценок: параметров Θ i(t) (b), частоты ω(t) при ω = 5 (c)  
и коэффициента затухания β(t) при β = 0,2 (d)

Fig. 1. Signal waveform y(t) (а); parameter estimation plot Θ i(t) (b); frequency estimation plot ω(t) at ω = 5 (c); damping factor 
estimation plot β(t) at β = 0.2 (d)

Рис. 2. График сигнала y(t) (a); графики оценок: параметров Θ i(t) (b), частоты ω(t) при ω = 3 (c) и коэффициента затухания  
при β(t) при β = 1 (d)

Fig. 2. Signal waveform y(t) (a); parameter estimation Θ i(t) (b);  frequencyestimation plot ω(t) at ω = 3 (c); damping factor 
estimation plot β(t) at β = 1 (d)
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Для функции A(t) используем параметры

 G = 
 0 1
–9 0

, Ψ(0) = 
0
2

.

Приведем значения параметров для предложенного 
метода: d = 0,1, υ = 0,2, κi = 108.

На рис. 2 показаны результаты оценивания параме-
тров сигнала (37).

На рис. 1, 2 приведены результаты оценивания па-
раметров сигналов (36) и (37). Как видно из графиков, 
предложенный алгоритм оценивания обеспечивает экс-
поненциальную сходимость к истинным значениям 
оценивания параметров сигнала y(t).

Заключение

В работе предложен новый метод идентификации 
параметров синусоидального сигнала c переменной 
неизвестной амплитудой. Амплитуда синусоидального 
сигнала изменяется по гармоническому закону с неиз-
вестными параметрами. Предложен подход для параме-
тризации синусоидального сигнала с использованием 
операторов запаздывания и жорданова форма матрицы. 
Выполнена оценка вектора параметров регрессион-
ных моделей с использованием метода динамического 
расширения регрессора. Результаты моделирования 
подтверждают сходимость оценивания параметров 
к истинным значениям. В дальнейшем планируется 
расширить область применения алгоритма на случай 
переменных частот и фаз.
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