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Аннотация
Введение. Рассмотрена динамическая система, где фактическое воздействие представляет собой произведение 
прикладываемого управления на выходную переменную линейной динамической системы, движимой тем же 
прикладываемым управлением. Метод. Сущность предлагаемого метода состоит в динамической линеаризации 
нелинейного оператора по управлению, позволяющая сформировать управляющее воздействие так, чтобы 
фактическое воздействие на систему соответствовало желаемому. В частном случае этот подход соответствует 
векторному (поле-ориентированному) управлению. Основные результаты. Показано, что динамическая 
линеаризация на основе метода внутренней модели позволяет декомпозировать нелинейную систему на 
каскад двух подсистем. Предложенный регулятор состоит из двух последовательно соединенных блоков, где 
первый блок решает задачу регулирования с помощью наблюдателя Люенбергера, а второй блок компенсирует 
нелинейный динамический оператор. Для демонстрации эффективности предложенного подхода приведен 
пример численного моделирования нейтрально устойчивого объекта и адаптивного закона управления по выходу. 
Обсуждение. На практике этот метод может быть востребован в задачах управления двигателями переменного 
тока и многозвенными роботами-манипуляторами. 
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Abstract 
A dynamic system is considered where the regulating impact is the product of the control signal on the output variable 
of a linear dynamic system driven by the same applied control. The essence of the proposed method consists in the 
dynamic linearization of a nonlinear control operator, which makes it possible to guarantee a desired regulating impact. 
In a particular case, this approach corresponds to vector (field-oriented) control. It is shown that dynamic linearization 
based on the internal model method makes it possible to decompose a nonlinear system into a cascade of two subsystems. 
The proposed regulator consists of two blocks connected in series where the first block solves the problem of regulation 
with the Luenberger observer, and the second block compensates for a nonlinear dynamic operator. To demonstrate the 
effectiveness of the proposed approach, an example of numerical modeling of a neutrally stable plant with an output 
adaptive control is given. In practice, this method may be in demand in the tasks of controlling induction and synchronous 
motors and multi-link robotic manipulators. 
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output control, nonlinear systems, dynamic linearization, parameter estimation
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Введение

В современной теории управления давно стало пра-
вилом формулировать задачи управления «по выходу», 
что означает наличие информации только о регулируе-
мой переменной. Динамическая модель, связывающая 
входное воздействие и выходную переменную, может 
иметь достаточно сложный вид. С развитием теорети-
ческих методов такие модели все время уточняются, 
описывая наблюдаемые эффекты в практических при-
ложениях. На сегодняшний день известны решения 
весьма сложных задач, где предполагается параметри-
ческая неопределенность модели [1–3], нестационар-
ный характер параметров [4–6], наличие нелинейных 
операторов, возмущения и запаздывание [7–10]. 

В настоящей работе рассматривается класс систем, 
где управление воздействует на объект через нели-
нейный динамический оператор. На практике такие 
задачи встречаются в электроприводе, робототехнике, 
гидродинамике, аэродинамике, и в каждом отдельном 
приложении известны некоторые частные подходы [11]. 
Синтез регулятора в общем виде является нетривиаль-
ной задачей, особенно в классе регуляторов по выходу.

Рассматривается динамическая система, где факти-
ческое воздействие представляет собой произведение 
прикладываемого на выходную переменную линейной 
динамической системы, движимой тем же приклады-
ваемым управлением. В частном случае так выглядит 
электромагнитный момент в двигателях переменного 
тока [12]. Например, данный подход соответствует век-
торному (поле-ориентированному) управлению [13]. 
В настоящей работе предпринята попытка обобщения 
известных результатов на более общую постановку 
задачи. Размерность и относительная степень динами-
ческого оператора могут быть произвольными, началь-
ные условия оператора не известны, измеряется только 
выходная регулируемая переменная. 

Постановка задачи

Рассмотрим объект управления с одним управляю-
щим входом u и одним регулируемым выходом y

 y(k)(t) = θ(t, u)u(t). (1)

Переменная θ(t, u) = θ(t), которая может интерпрети-
роваться как переменный параметр, является выходом 
динамической системы 

 θ(t) = h⊤ξ(t), ξ(t) = Γξ(t) + Gu(t), (2)

с тем же управляющим входом u, вектором перемен-
ных состояния ξ ∈ Rn, известными матрицами h, Γ, 
G соответствующих размерностей и неизвестными 
начальными условиями ξ(0). 

По измерениям выходной переменой y(t) требуется 
синтезировать закон управления u(t), обеспечивающий 
выполнение целевого условия

 lim
t→∞

(y(t) – y*(t)) = 0, (3)

для некоторого задающего воздействия y*(t), описыва-
емого генератором 

 y*(t) = h*⊤ξ*(t), ξ*(t) = Γ*ξ*(t), 

с известными параметрами и начальными условиями 
ξ*(0) ∈ Rm.

Допущение 1. Тройка матриц (h, Γ, G) является 
полностью управляемой и наблюдаемой.

Допущение 2. Матрица Γ не имеет собственных чи-
сел с положительной вещественной частью и собствен-
ных чисел на мнимой оси кратности больше единицы. 

Допущение 3. Матрицы Γ и Γ* не имеют общих 
собственных чисел на мнимой оси комплексной пло-
скости.

А.А. Пыркин, М.Ш. Та, К.К. Нгуен, А.К. Голубев
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Синтез линеаризующего закона управления

На первом шаге допустим, что измерению доступны 
переменные состояния ξ(t). Далее представим базовый 
закон управления, обеспечивающий точную линеари-
зацию модели (1).

Лемма. Закон управления вида

 u(t) = h⊤ξdv(t) + K1
⊤ξ, (4)

 ξd(t) = [(Γ + GK1
⊤) + Gh⊤v(t)]ξd(t),  (5)

 v(t) = (h⊤ξd)–2(τ(t) –(h⊤ξd)(K1
⊤ξd)), (6)

где вектор K1 выбирается из условия гурвицевости 
матрицы Γ + GK1

⊤; начальные условия ξd(0) ∈ Rn гене-
ратора (5) выбираются из условия h⊤ξd(t) ≠ 0; v(t) — ли-
неаризующее воздействие, приводит систему (1) к виду

 y(k)(t) = τ(t) + ε(t), (7)

с новым управляющим воздействием τ(t) и экспонен-
циально затухающим членом ε(t).

Доказательство леммы. Рассмотрим вектор невяз-
ки ξ = ξ – ξd, для производной которого получим

 ξ(t) = ξ(t) – ξd(t) = Γξ(t) + G[h⊤ξdv(t) + K1
⊤ξ] –

 – [Gh⊤v(t) + (Γ + GK1
⊤)]ξd(t) = (Γ + GK1

⊤)ξ(t).

Выбор вектора K1 из условия гурвицевости матри-
цы Γ + GK1

⊤ гарантирует экспоненциальную сходи-
мость к нулю всех элементов вектора ξ.

Подставляя (4) и (6) в правую часть (1), получим

 θ(t)u(t) = (h⊤ξ(t))(h⊤ξdv(t) + K1
⊤ξ) = 

 = (h⊤ξd(t) + h⊤ξ(t))((hv(t) + K1)⊤ξd(t) + K1
⊤ξ (t)) = 

 = (h⊤ξd(t))2v(t) + (h⊤ξd(t))(K1
⊤ξd(t)) + ε(t) = τ(t) + ε(t),

с экспоненциально затухающей функцией времени ε(t):

 ε(t) = (h⊤ξd(t))(K1
⊤ξ(t)) + (h⊤ξ(t))((hv(t) + K1)⊤ξd(t) +

+ K1
⊤ξ(t)) = Δ(t)(K1

⊤ξ (t)) + (h⊤ξ(t))(Δ(t)v(t) + K1
⊤ξd(t) + 

 + K1
⊤ξ(t)) = ξ⊤(t)h(Δ(t)v(t) + K1

⊤ξd(t)) + f(ξ (t)),

где Δ(t) = h⊤ξd(t); f(ξ(t)) = Δ(t)K1
⊤ξ (t) + (h⊤ξ(t))(K1

⊤ξ (t)) —  
экспоненциально затухающий член. ■

Закон управления τ(t) может быть синтезирован на 
основе модели (7), который рассмотрен в следующем 
разделе.

Синтез стабилизирующего управления

Модель объекта управления (1) с законом управле-
ния (4)–(6) соответствует выражению (7) и может быть 
представлена в виде

 ẋ(t) = Ax(t) + Bτ(t) + Bε(t), y(t) = C⊤x(t), (8)

где вектор переменных состояния соответствует про-
изводным выходной переменной x(t) = col(y(t), ẏ(t), 

…, y(k–1)(t)) ∈ Rk, A = �
 0 Ik–1
 0 0

�, B = �
 0
 ⋮
1
�, C = �

 1 
⋮
0
�.  

Нетрудно убедиться, что тройка матриц (A, B, C) явля-
ется полностью управляемой и наблюдаемой, следова-
тельно, существуют вектора K2 и L такие, что матрицы  
(A + BK2

⊤) и (A + LC⊤) гурвицевы, причем с любым 
заданным ансамблем собственных чисел. 

Утверждение. Закон управления вида

 τ(t) = K2
⊤(x(t) – x*(t)) + h*⊤(Γ*)kξ*(t),  (9)

 x(t) = Ax(t) + Bτ(t) + L(C⊤x(t) – y(t)), (10)

где x*(t) = �
h*⊤

⋮
h*⊤(Γ*)k–1

�ξ*(t), обеспечивает выполнение 

целевого условия (3).
Доказательство утверждения. Рассмотрим век-

торы невязки e1(t) = x(t) – x(t), e2(t) = x(t) – x*(t) и их 
производные

 ė1 = (A + LC⊤)e1 + Bε(t), 

 ė2 = Ax(t) + BK2
⊤(x(t) – e1(t) – x*(t)) + Bε(t) +

 + Bh*⊤(Γ*)kξ*(t) – ẋ*(t) = 

 = A(e2(t) + x*(t)) + BK2
⊤e2(t) – BK2

⊤e1(t) + Bε(t) +

 + Bh*⊤(Γ*)kξ*(t) – ẋ*(t) = 

 = (A + BK2
⊤)e2 – BK2

⊤e1(t) + Bε(t),

где учтено соотношение 

 ẋ*(t) = Ax*(t) + Bh*⊤(Γ*)kξ*(t),

которое легко можно проверить дифференцированием 
вектора x*(t).

Модель замкнутой системы (8) с регулятором (9), 
(10) имеет вид

 ξ(t) = (Γ + GK1
⊤)ξ(t),

 �
 ė1
 ė2
� = �

 A + LC⊤	 0
 – BK2

⊤	 A + BK2
⊤�	�

 e1
 e2
� + �

 B
 B
�ε(t), (11)

 ε(t) = ξ⊤(t)h(Δv(t) + K1
⊤ξd(t)) + f(ξ(t)), (12)

 ξd(t) = [(Γ + GK1
⊤) + Gh⊤v(t)]ξd(t), (13)

 v(t) = Δ–2(K2
⊤(e2 – e1) + h*⊤(Γ*)kξ*(t) – ΔK1

⊤ξd).

Из последнего выражения запишем соотношение

 Δv(t) + K1
⊤ξd = Δ–1(K2

⊤(e2 – e1) + h*⊤(Γ*)kξ*(t))

и подставим его в (12) и (13):

 ε(t) = ξ⊤(t)Δ–1(hK2
⊤(e2 – e1) +

 + hh*⊤(Γ*)kξ*(t)) + f(ξ(t)), (14)
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ξd(t) = Γξd(t) + GΔ–1 (K2
⊤(e2 – e1) + h*⊤(Γ*)kξ*(t)). (15)

Для доказательства сходимости к нулю векторов 
e1 и e2 воспользуемся аргументами теоремы о малом 
коэффициенте (small gain theorem [1]), сопоставляя 
(11) и (14). Переменная ξ(t) затухает к нулю экспонен-
циально, в то время как функция Δ–1hK2

⊤ ограничена. 
Следовательно, в силу треугольной структуры блочной 
матрицы состояния модели (11) и гурвицевости ее ди-
агональных блочных элементов следует сходимость к 
нулю векторов e1 и e2 , ограниченность переменной 
v(t), а также выполнение целевого условия (3). Из (15) 
можно показать ограниченность переменной ξd(t) в 
силу принятых допущений о свойствах матриц Γ и Γ*. 
Однако остается необходимость контролировать вы-
полнение условия Δ(t) ≠ 0 соответствующим выбором 
ξd(0).  ■

Синтез закона управления по выходу

Заметим, что если матрица Γ гурвицева, то, приняв 
K1 = 0, регулятор (4)–(6), (9), (10) решает поставленную 
задачу без использования вектора ξ(t), т. е. по выходу. 
Если матрица Γ содержит корни на мнимой оси, то не-
обходимо дополнительно синтезировать наблюдатель 
переменных ξ(t). Для этого воспользуемся методом 
GPEBO [5] для параметризации модели объекта.

Рассмотрим фильтры вида

 σ1(t) = Γσ1(t) + Gu(t), σ2(t) = Γσ2(t), σ2(0) = Ik.

Для невязки ξ(t) = ξ(t) – σ1(t) имеем соотношения 
ξ = Γξ(t) и ξ(t) = σ2(t)ξ(0). Тогда подставляя выражение 
ξ(t) = σ1(t) + σ2(t)ξ(0) в (1), получим

 y(k)(t) = u(t)h⊤(σ1(t) + σ2(t)ξ(0)). (16)

Используя линейный стационарный фильтр вида 
, где p =  — оператор дифференцирования, 

α > 0 — настроечный параметр, и масштабирующий 
коэффициент μ, получим на основе (16) линейное ре-
грессионное соотношение

 z(t, α) = φ⊤(t, α)η, (17)

где вектор неизвестных параметров η = ξ(0), и вычис-
лимые функции 

 z(t, α) = μ� [y(t)] – [u(t)h⊤σ1(t)]�,

 φ(t, α) = μ [u(t)h⊤σ2(t)]. 

На основе (17) может быть сформирован вектор оце-
нок η(t), стремящийся асимптотически к нулю. Для это-
го воспользуемся методом динамического расширения 
и смешивания регрессора (Dynamic Regressor Extension 
and Mixing, DREM) [14, 15]. Выбрав n различных па-
раметров α, сформируем матричное регрессионное 
соотношение вида

 Z(t) = �
z1(t, α1)

⋮
z3(t, αn)

� = �
φ1(t, α1)

⋮
φ3(t, αn)

�η = Φ(t)η

и запишем алгоритм оценивания параметров η

 ηi = γδ(t)(ζi – δ(t)ηi(t)) i = 1, n, (18)

где γ > 0, δ(t) = detΦ(t), col(ζ1, …, ζn) = (adjΦ(t))Z(t).
Закон управления по выходу примет вид:

 u(t) = h⊤ξdv(t) + K1
⊤(σ1(t) + σ2(t)η). (19)

Числовой пример

Рассмотрим объект (1), (2) с параметрами k = 2, 

n = m = 3, y(0) = ẏ(0) = 0, h = �
 1
 0
0
�, Γ = �

 0 1 0
 0 0 1
 0 –1 –1

�,  

G = �
 0
 0
1
�, ξ(0) = �

 0
 1
0
�, и задающим воздействием h* = �

 1
 0
0
�,  

Γ* = �
 0 1 0
 0 0 1
 0 –4 0

�, ξ*(0) = �
 1 
1
0
�.

На рисунке представлены результаты моделиро-
вания замкнутой системы с регулятором по выходу 

(5), (6), (9), (10), (17)–(19) и параметрами ξd(0) = �
 3 
1
0
�,  

K1 = �
–1 
–1
–2
�, K2 = �–1

–2
�, L = �–2

–1
�, α1 = 1, α2 = 2, α3 = 3, 

μ = 20, γ = 100.
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Заключение

В работе рассмотрена задача синтеза следящего 
управления для класса нелинейных систем, где дви-
жение системы обусловлено произведением сигнала 
управления и динамической подсистемы, движимой 
тем же сигналом управления. Предложен метод дина-
мической линеаризации, декомпозирующий модель 
системы на две части, последовательно соединенные 
виртуальным управлением. Синтезирован закон управ-
ления, использующий измерение только выходной ре-

гулируемой переменной. Исходная система может быть 
неустойчивой. Параметры динамической подсистемы 
в контуре управления предполагаются известными, 
однако вектор состояния и начальные условия заранее 
неизвестны. В дальнейших исследованиях планируется 
ослабить принятые допущения о параметрической нео-
пределенности и собственных числах матрицы состоя-
ния динамической подсистемы в контуре управления, 
что позволило бы синтезировать закон управления для 
более широкого класса систем в общем виде.

Рисунок. Результаты моделирования замкнутой системы: временная диаграмма ξd (a); сигнал управления u (b); ошибки 
оценивания η = ξ(0) (c) и регулирования y – y* (d)

Figure. Results of closed-loop system simulation: time diagram ξd (a); control signal u (b); estimation errors η = ξ(0) (c) and 
regulation y – y* (d)
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