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Аннотация
Введение. Изучены симметричные формы потери устойчивости прямоугольной пластинки Кирхгоффа с двумя 
защемленными и двумя свободными параллельными гранями под действием распределенной сжимающей 
нагрузки, приложенной к защемленным граням. Метод. Функция прогибов пластинки при потере устойчивости 
представлена двумя гиперболо-тригонометрическими рядами с неопределенными коэффициентами, которые 
получены при точном удовлетворении всех условий краевой задачи. Проблема поиска сведена к решению 
однородной бесконечной системы линейных алгебраических уравнений относительно одной последовательности 
неопределенных коэффициентов, которая в качестве параметра содержит искомую критическую нагрузку. 
Для получения нетривиальных решений определитель системы должен быть равен нулю. Эта задача на 
собственные значения имеет бесчисленное множество решений. Hетривиальные решения системы предложено 
находить методом последовательных приближений с перебором параметра нагрузки. Основные результаты. 
С помощью компьютерных вычислений найдены первые четыре критические нагрузки (включая эйлерову), 
приложенные к защемленным параллельным граням квадратной пластинки и дающие симметричные формы 
потери устойчивости. Исследовано влияние количества членов, удерживаемых в рядах, и числа итераций на 
точность вычислений. Представлены 3D-изображения найденных форм потери устойчивости. Приведено 
сравнение с известными решениями. Обсуждение. Полученные результаты могут быть использованы при 
проектировании различных плоских прямоугольных элементов в микроэлектронике и нанотехнике.
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Abstract
The symmetrical buckling modes of a rectangular Kirchhoff plate with two clamped and two free parallel faces 
(CFCF-plate) under the action of a distributed compressive load applied to the clamped faces have been studied. The 
function of plate deflections due to loss of stability is represented by two hyperbolic-trigonometric series with indefinite 
coefficients which are found when all conditions of the boundary value problem are exactly satisfied. The problem is 
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reduced to solving a homogeneous infinite system of linear algebraic equations with respect to one sequence of uncertain 
coefficients which contain the desired critical load as a parameter. To obtain nontrivial solutions, the determinant of 
the system must be equal to zero. This eigenvalue problem has countless solutions. It is proposed to find non-trivial 
solutions of the system using the method of successive approximations with enumeration of the load parameter. Using 
computer calculations, the first four critical loads (including the Euler load) were found applied to the clamped parallel 
faces of a square plate and giving symmetrical forms of buckling. The influence on the accuracy of calculations of the 
number of terms retained in the series and the number of iterations is studied. 3D images of the found buckling modes 
are presented. A comparison with known solutions is provided. The results obtained can be used in the design of various 
flat rectangular elements in microelectronics and nanotechnology.
Keywords
rectangular plate, CFCF-plate, critical loads, hyperbolic-trigonometric series
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Введение

Тонкие и сверхтонкие пластинки (мембраны) широ-
ко используются в микроэлектронике, smart-конструк-
циях, нанотехнологиях (нанопластинах) и т. д., а также 
в качестве чувствительных элементов различных дат-
чиков (пьезоэлектрических или тензодатчиков микро-
электромеханических систем, снабженных сенсорами 
и актуаторами). Эти пластинки деформируются под 
воздействием внешних механических сил, электриче-
ских или магнитных полей и через актуаторы вызывают 
отклик управляющей системы. Современные высокоу-
пругие материалы позволяют пластинке под действием 
возрастающих сжимающих сил в ее плоскости терять 
устойчивость несколько раз, меняя форму равновесия. 
Это может быть использовано для изменения управля-
ющего сигнала.

По условиям опирания пластинки-датчики в основ-
ном подразделяются на: консольные пластинки (один 
край защемлен, остальные — свободные); пластинки, 
защемленные по всему контуру; пластинки, два про-
тивоположные края которых защемлены, а два другие 
свободные (CFFF-, CCCC-, CFCF-пластинки по об-
щепринятому обозначению, C — Clamped, F — Free). 
В настоящей работе рассмотрены CFCF-пластинки, к 
защемленным граням которых приложены распреде-
ленные сжимающие нагрузки.

Обычно исследователи не идут дальше определения 
первой критической нагрузки (эйлеровой), считая ее 
разрушающей [1–7], поэтому существует мало работ 
[8–14], посвященных определению начального спектра 
критических нагрузок и соответствующих форм потери 
устойчивости (форм закритического равновесия).

 В работе [9] спектр критических нагрузок для 
CCCC-пластинки получен итерационным методом с 
использованием гиперболо-тригонометрических рядов, 
а в [11] — методом Галеркина c помощью полинома. 
В [10] рассмотрены CCCC-, CCSS- и CCCS-пластинки 
(S — свободно опертый край, «supported») при одноо-
сном сжатии. Задача решена методом симплектической 
суперпозиции. Искомая функция прогибов представ-
лена комбинациями тригонометрических и экспонен-
циальных функций. Работы [13, 14] посвящены иссле-
дованиям консольных пластинок. Спектр критических 
нагрузок получен методом последовательных прибли-
жений с перебором параметра нагрузки. Форма изогну-

той поверхности выбиралась в виде гиперболо-триго-
нометрических рядов по двум координатам.

В [8, 12] исследована устойчивость прямоугольных 
нанопластинок в рамках нелокальной теории Эрингена 
(Eringen), которая рассматривает более сложное уравне-
ние равновесия, чем в классической теории Кирхгоффа. 
В [8] использован метод конечных полос в сочетании с 
энергетическим методом. Для ортотропных пластинок 
с различным опиранием сторон (в том числе и для 
CFCF-пластинок) получены первые 6 критических на-
грузок при двухосном сжатии. В работе [12] приведены 
аналитические решения для консольных нанопластин 
на упругом основании под действием плоского магнит-
ного поля методом симплектической суперпозиции. 
Получены 6 критических нагрузок и соответствующих 
форм равновесия.

Для CFCF-пластинки при одноосном нагружении 
известны лишь эйлеровы нагрузки для различных от-
ношений ее сторон [3, 15]. 

Цель настоящей работы — поиск с высокой точно-
стью начального спектра критических нагрузок и форм 
равновесия CFCF-пластинки при одноосном сжатии 
методом последовательных приближений с использова-
нием гиперболо-тригонометрических рядов. На каждой 
итерации все условия краевой задачи выполняются 
точно. Этот метод успешно применен в работах [13, 
14, 16] для решения различных задач устойчивости и 
колебаний прямоугольных пластинок.

Постановка задачи

Рассмотрим прямоугольную CFCF-пластинку по-
стоянной толщины, к защемленным граням которой 
в плоскости пластинки приложены равномерно рас-
пределенные сжимающие усилия интенсивностью TХ 
(рис. 1). Размеры пластинки a × b. Требуется найти 
некоторый начальный спектр критических нагрузок и 
соответствующих форм равновесия в предположении, 
что материал пластинки обладает высокой упругостью. 

Поместим начало координат в центр пластинки, оси 
направим параллельно ее сторонам.

В классической теории пластин (теория Кирхгоффа) 
дифференциальное уравнение равновесия при потере 
устойчивости от осевой сжимающей нагрузки имеет 
вид [17]:

М.В. Сухотерин, А.А. Сосновская
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 D 2 2w(X, Y) + TX  = 0,  (1)

где D = Eh3/[12(1 – ν2)] — жесткость пластинки при 
изгибе, E — модуль упругости материала, h — толщина 

пластинки, ν — коэффициент Пуассона; 2 2 =  +  

+ 2  +  — бигармонический  оператор; 

w(X, Y) — искомая функция прогибов, перпендикуляр-
ных исходной нейтральной плоскости пластинки.

Предположим, что размерность всех указанных 
физических величин соответствует международной 
системе единиц СИ.

Перейдем к относительным координатам x = X/b, 
y = Y/b. Тогда уравнение (1) примет вид:

 2 2w(x, y) + Tx  = 0,  (2)

где Tx = TXb2/D — относительные (безразмерные) сжи-

мающие усилия; 2 2w =  + 2  + ; размеры 

пластинки: –γ/2 ≤ x ≤ γ/2, –1/2 ≤ y ≤ 1/2 где γ = a/b — 
отношение сторон пластинки.

На защемленных краях x = ± γ/2 должны быть равны 
нулю прогибы и углы поворота [17]:

  w = 0,  = 0, (3)

а на свободных краях y = ±1/2 — изгибающие моменты 
My (отнесены к величине b/D) и перерезывающие силы 
Vy (отнесены к величине b2/D):

 My =  + ν  = 0,

 Vy =  + (2 – ν)  = 0. 
 (4)

Математическая задача состоит в определении не-
тривиальной функции прогибов w(x, y), удовлетворяю-

щей уравнению изгиба (2) и граничным условиям (3), 
(4). Проблема заключается в поиске собственных зна-
чений — критических сжимающих усилий Тх, дающих 
соответствующие формы равновесия пластинки после 
потери устойчивости.

Отметим, что формы равновесия могут быть симме-
тричными, антисимметричными и смешанными. 

Определение симметричных форм равновесия

Первая (эйлерова) форма должна быть симметрич-
ной и соответствовать форме изгиба пластинки при 
действии на нее равномерного давления, поэтому ис-
комая функция прогибов в данном случае должна со-
держать только четные функции. 

Функцию w(x, y) представим двумя гиперболо-три-
гонометрическими рядами:

 w(x, y) = w1(x, y) + w2(x, y) =

 = ∑
∞

k=1
(–1)kAkch(αkx)cos(λky) + (5)

 + ∑
∞

s=1,3,…
(–1)sCsch(ξsy)cos(μsx), 

где Ak, Cs, αk, ξs — коэффициенты, которые необходимо 
определить; λk = 2πk, μs = πs/γ, s = (s + 1)/2, k = 1,2,…, 
s = 1,3,… .

Кроме эйлеровой нагрузки, найдем с помощью 
функции (5) и последующие критические нагрузки 
для симметричных форм равновесия.

Потребуем, чтобы каждый ряд функции (5) удов-
летворял уравнению изгиба (2); тогда для определения 
коэффициентов αk и ξs получим: 

   αk
4 – 2αk

2λk
2 + λk

4 + αk
2Tx = 0,

 ξs
4 – 2ξs

2μs
2 + μs

4 – μs
2Tx = 0.

 (6)

Из уравнений (6) найдем пары корней, зависящие от 
неизвестной критической нагрузки Tx: 

  αk = 0,5[2λk
2 – Tx + Tx

2 – 4λk
2Tx],

 βk = 0,5[2λk
2 – Tx – Tx

2 – 4λk
2Tx],

 (7)

 ξs = μs
2 + μs Tx , ηs = μs

2 – μs Tx . (8)

Здесь для удобства через βk и ηs обозначены соот-
ветственно вторые выражения коэффициентов αk и ξs 
(отличаются знаками перед внутренним радикалом).

В силу четности функций отрицательные корни не 
учитывались. Заметим, что корни (7), (8) могут быть 
как действительными, так и комплексными, однако в 
итоге решение будет вещественным.

С учетом полученных значений βk и ηs функции, 
входящие в формулу (5), перепишем в виде:

 w1(x, y) = ∑
∞

k=1
(–1)k(Akch(αkx) + Bkch(βkx))cos(λky),  (9)

w2(x, y) = ∑
∞

s=1,3,…
(–1)s(Csch(ξsy) + Dsch(ηsy))cos(μsx).  (10)

Рис. 1. CFCF-пластинка под действием сжимающих усилий 
в ее плоскости

Fig. 1. CFCF plate under the action of compressive forces in its 
plane

Устойчивость высокоупругой прямоугольной пластинки с защемленно-свободными краями...
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В выражения (9) и (10) добавлены слагаемые, содер-
жащие неопределенные коэффициенты Bk и Ds.

Функция w2(x, y) «автоматически» удовлетворяет 
условию отсутствия прогибов на гранях x = ±γ/2. Для 
того чтобы и функция w1(x, y) удовлетворяла этому 
условию, коэффициенты Ak и Bk должны быть связаны 
соотношением

 Bk = – Akchαk
*/chβk

*,

где αk
* = αkγ/2; βk

* = βkγ/2. 
Функция w1(x, y) аналогично удовлетворяет усло-

вию отсутствия перерезывающих сил на гранях y = ±1/2 
(второе условие (4)). Требуя этого и от функции w2(x, y), 
получим:

 Csξs[ξs
2 – (2 – ν)μs

2]shξs
* + Dsηs[ηs

2 – (2 – ν)μs
2]shηs

* = 0,

где ξs
* = ξs/2; ηs

* = ηs/2. Откуда

 Ds = – Cs.

Теперь искомая функция прогибов (5) будет содер-
жать лишь две последовательности неизвестных коэф-
фициентов Ak

* и Cs
*:

 w(x, y) = ∑
∞

k=1
(–1)kAk

*�  – �cos(λky) +

 + ∑
∞

s=1,3,…
(–1)sCs

*× (11)

 ×�  – �cos(μsx),

где Ak
* = Akchαk

*; Cs
* = Csshξs

*.
Потребуем теперь, чтобы функция прогибов (11) 

удовлетворяла двум оставшимся граничным условиям 
(второе условие (3) и первое условие (4)). Тогда для 
свободных сторон пластинки получим систему урав-
нений:

 
∑
∞

k=1
(–1)kAk

*(αkthαk
* – βkthβk

*)cos(λky) +
 
+ ∑

∞

s=1,3,…
μsCs

*×

 

×�  – � = 0,

 
∑
∞

k=1
Ak

*��ναk
2 – λk

2�  – �νβk
2 – λk

2� � +

 
+ ∑

∞

s=1,3,…
(–1)sCs

*×
 

×��ξs
2 – νμs

2�cthξs
* – ×

 
×�ηs

2 – νμs
2�cthηs

*�cos(μsx) = 0.

 (12) 

Преобразуем систему (12). Разложим в первом 
уравнении гиперболические функции в ряды Фурье по 
cos(λky), а во втором уравнении — по cos(μsx). В резуль-
тате получим [15]:

 ch(ξsy) =  + 4ξsshξs
* ∑

∞

k=1
(–1)k ,

 ch(ηsy) =  + 4ηsshηs
* ∑

∞

k=1
(–1)k ,

 ch(αkx) = – ∑
∞

s=1,3,…
(–1)s ,

 ch(βkx) = – ∑
∞

s=1,3,…
(–1)s .

 (13)

В первых двух формулах (13) имеются свободные 
члены, поэтому при подстановке в первое уравнение 
(12) также появится свободный член, который обозна-
чим как 

 G = 2 ∑
∞

s=1,3,…
 �1 – �Cs

*.  (14)

Компенсируем эту константу дополнительной функ-
цией прогибов, зависящей только от координаты x 

 w0(x) = Rcos(tx) + H,  (15)

где t, R, H — коэффициенты.
Для получения коэффициента t подчиним функцию 

(15) основному уравнению (2) задачи, тогда t = √Tx.
Коэффициенты R, H найдем из граничных условий 

на гранях x = ±γ/2 с учетом появления свободного чле-
на G:

 
Rcost* + H = 0,
tRsint* = G,

где t* = tγ/2. 
Отсюда

 R = G/(tsint*), H = –Gctgt*/t.

После преобразований получим вспомогательную 
функцию прогибов (15) в виде

 w0(x) = .  (16)

С учетом первых двух формул (13) (без свободных 
членов) первое уравнение (12) примет следующий вид:

 ∑
∞

k=1
(–1)kAk

*(αkthαk
* – βkthβk

*)cos(λky) +

 + 4 ∑
∞

s=1,3,…
μsξsCs*�∑

∞

k=1
(–1)k  –  ×

 × ∑
∞

k=1
(–1)k � = 0.

Переставим знаки суммирования по индексам k и s 
и освободимся от знака суммирования по индексу k во 
всем выражении. В результате получим
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  (αkthαk
* – βkthβk

*)Ak
* + 

(17)

+ 4 ∑
∞

s=1,3,…
μsξs�  –   � Cs

* = 0.

На основании выражения (17) запишем

  Ak
* = –  ×

 × ∑
∞

s=1,3,…
μsξs�  –   �Cs

*. 
(18)

Вспомогательная функция (16) порождает невязку 
по изгибающему моменту на гранях y = ±1/2:

 M0y = – .  (19)

Воспользуемся разложением

 cos(tx) = – ∑
∞

s=1,3,…
(–1)s .

Тогда невязка (19) примет вид

 M0y = ctgt* ∑
∞

s=1,3,…
(–1)s .   (20)

Подставим два последних разложения (13) во второе 
уравнение (12) и добавим невязку (20) от w0:

 ctgt* ∑
∞

s=1,3,…
(–1)s  – 

  – ∑
∞

k=1
Ak

*��ναk
2 – λk

2� ∑
∞

s=1,3,…
 –

 – �νβk
2 – λk

2� ∑
∞

s=1,3,…
� + 

(21)

 + ∑
∞

s=1,3,…
(–1)sCs

*ψscos(μsx) = 0,

где 

 ψs = (ξs
2 – νμs

2)cthξs
* –  .

Переставим в (21) знаки суммирования и освобо-
димся от знака внешней суммы:

    + ∑
∞

k=1
Ak

*�–  + � +

 + Cs
*ψs = 0. 

(22)

Из выражения (22) получим разрешающую беско-
нечную систему линейных алгебраических уравнений 
относительно коэффициентов Cs

*:

Cs
* = – �  – ∑

∞

k=1
Ak

*�  – ��,  (23)

в которую затем из формулы (18) подставим коэффици-
енты Ak

*, а из формулы (14) — величину G. Полученная 

система (23) содержит в качестве параметра искомую 
критическую нагрузку Тхкр. Бесконечное множество 
собственных чисел (критических нагрузок) можно най-
ти из условия равенства нулю определителя системы 
(23). Отметим, что в настоящей работе использовался 
более простой итерационный метод, описанный в ра-
ботах [13, 14, 16], в сочетании с перебором параметра 
нагрузки (метод «стрельбы»).

Приведем окончательное выражение для функции 
прогибов пластинки:

 w(x, y) =  + 

 + ∑
∞

k=1
(–1)kAk

*�  – �cos(λky) +

 + ∑
∞

s=1,3,…
(–1)sCs

*×

 ×�  – �cos(μsx).

Численные результаты. Обсуждение

Для вычисления критических усилий и получения 
3D-форм потери устойчивости была составлена про-
грамма в среде аналитических вычислений MAPLE, 
реализующая алгоритм в разделе «Определение сим-
метричных форм равновесия». Начальные значения 
коэффициентов Cs

*в формулах (14) и (18) приняты в 
виде последовательности 1/µs

2. Если перебором была 
определена нагрузка, при которой соответствующие 
коэффициенты соседних итераций Ak

* и Cs
* не отли-

чались друг от друга (нетривиальное решение), то эта 
нагрузка считалась критической.

В качестве примера рассмотрим квадратную пла-
стинку. Коэффициент Пуассона принят равным 0,3. 
Число членов в рядах (размер редуцированной системы 
(23)) изменялось в контрольном варианте в широких 
пределах: 29, 59, 79, 99, 109, число итераций: 10, 15, 
20, 25; число значащих цифр при вычислениях в среде 
MAPLE принято равным 10, 20, 30, 40. Окончательно 
при дальнейших расчетах в рядах удерживалось 99 чле-
нов, число итераций — 20, число значащих цифр — 30. 
Дальнейшее увеличение числа членов и итераций не 
изменяло шестую значащую цифру при вычислении со-
ответствующих коэффициентов системы (23) в послед-
ней итерации по сравнению с предыдущей. В таблице 
представлены значения первых четырех критических 
нагрузок для симметричных форм потери устойчивости 
(форм равновесия), а сами формы приведены на рис. 2. 

В работе [15, С. 304] приведена эйлерова нагрузка 
4,03·π2 = 39,77; в [3] соответствующее значение равно 
3,984·π2 = 39,321, что близко к полученному результату 
в настоящей работе, однако оба результата несколько 
завышены, так как в работах [15, 3] были использованы 
энергетические методы. Результат работы [3] следует 
считать более точным, чем [15], так как автор исполь-
зовал метод конечных элементов (9-узловые конечные 
элементы), однако он менее точен, чем результат на-
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стоящей работы, ввиду того, что число этих элементов 
было всего 16. Критерием точности численных резуль-
татов следует считать точность выполнения всех усло-
вий задачи, которые в данном случае выполняются точ-

но с использованием гиперболо-тригонометрических 
рядов и бесконечной разрешающей системы. Исходя 
из этого, увеличение точности самого вычислитель-
ного процесса связана только с анализом численных 

Таблица. Критические относительные (безразмерные) сжимающие усилия Tx = TXb2/D в квадратной пластинке для симме-
тричных форм равновесия

Table. Critical relative compressive forces Tx = TXb2/D in a square plate for symmetric forms of equilibrium

Результаты исследований T1Э T2кр T3кр T4кр

Настоящей работы 38,675 150,468 246,800 351,915
Работы [15] 39,770 — — —
Работы [3] 39,321 — — —

Примечание: точность значений для работ [15, 3] приведена в соответствии с авторскими текстами; знак прочерка означает, 
что соответствующие критические значения в указанных работах не вычислялись.

Рис. 2. Симметричные формы равновесия после потери устойчивости при критических нагрузках:  
Т1Э = 38,675 (a); Т2кр = 150,468 (b); Т3кр = 246,800 (с); T4кр = 351,915 (d)

Fig. 2. Symmetrical forms of equilibrium after loss of stability under critical loads: Т1E = 38.675 (a); Т2cr = 150.468 (b);  
Т3cr = 246.800 (с); T4cr = 351.915 (d)
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результатов при увеличении размера редуцированной 
системы (число членов в рядах), числа итераций и ко-
личества значащих цифр в среде MAPLE. 

Следует отметить, что в настоящее время нано- и 
микропластины рассчитываются на устойчивость и 
колебания по различным уточненным теориям (как 
линейным, так и нелинейным). При этом для проверки 
точности полученных приближенных решений иссле-
дователи используют в качестве эталонных резуль-
таты классической теории тонких пластин, дающие 
основной вклад в вычисленные значения критических 
нагрузок. 

Заключение

Полученные результаты могут быть использованы 
в микроэлектронике и нанотехнологиях при проекти-

ровании и эксплуатации чувствительных элементов 
датчиков в виде прямоугольных пластинок, которые 
находятся под воздействием различных силовых полей 
(механических, электрических, магнитных) в плоскости 
пластинки. Увеличение сжимающей  нагрузки может 
привести к потере устойчивости и вызвать соответству-
ющую реакцию управляющей системы.

В настоящей работе исследованы только симметрич-
ные формы потери устойчивости. Антисимметричные 
и смешанные формы можно обнаружить при соответ-
ствующих сочетаниях четных и нечетных функций 
прогибов, поэтому для получения последовательного 
спектра критических усилий и форм следует в даль-
нейшем рассмотреть и эти случаи. Предполагается 
указанным методом исследовать и соответствующую 
задачу по уточненной теории. 
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