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Аннотация
Введение. Предложен новый метод синтеза адаптивного наблюдателя состояния для класса нелинейных 
нестационарных систем. Подобная задача является важной и фундаментальной в теории управления и связана 
с проблемой управления и с задачей мониторинга эффективности функционирования системы. Метод. Решение 
поставленной задачи построено на методе обобщенного наблюдателя, основанного на оценке параметров для 
получения регрессионного уравнения, необходимого для оценки состояния и параметров системы. Применен 
метод расширения и смешивания динамического регрессора для идентификации неизвестных параметров 
системы. Основные результаты. Разработан алгоритм оценки вектора переменных состояния для нелинейной 
нестационарной системы, в которой неизвестные параметры зависят от вектора переменных состояния 
в условиях внешних возмущений. Полученные результаты доказаны с помощью математической теории. 
Для демонстрации эффективности предложенного алгоритма выполнено имитационное моделирование в 
программной среде MATLAB/Simulink. Обсуждение. Математическая модель рассмотренных объектов является 
нелинейной системой уравнений с переменными параметрами. Выполнено сравнение предложенного метода 
с существующими. Метод является более общим, особенно в системе, где неизвестные параметры зависят от 
вектора состояния с нелинейными функциями. В настоящее время поставленная задача решена только для 
дискретных систем. Планируется дальнейшее расширение алгоритма на непрерывные системы.
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Abstract
A new method for the synthesis of adaptive state observation for a class of nonlinear non-stationary systems is proposed. 
This task is important and fundamental in control theory and is related to both the control problem and the task of 
monitoring the efficiency of the system operation. The solution to the problem is based on the generalized observer 
parameter estimation method to obtain the regression equation necessary for estimating the state and parameters of the 
system. Further, the dynamic regressor expansion and blending method dynamic regressor extension and mixing method 
is applied to identify the unknown system parameters. The paper proposes a method for estimating the state vector for a 
nonlinear non-stationary system in which the unknown parameters depend on the state vector under external disturbances. 
The results obtained are rigorously proved using mathematical theory. Simulation in Matlab/Simulink is performed 
to demonstrate the effectiveness of the developed algorithm. The mathematical model of the considered objects is a 
nonlinear system of equations with variable parameters. Compared to previous methods, the method proposed in this 
paper is more general, especially in a system where the unknown parameters depend on the state vector with nonlinear 
functions. However, the problem is currently solved only for discrete systems. In the future, it may be possible to extend 
it to continuous systems.
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Введение

В работе представлен метод синтеза адаптивного 
наблюдателя для нелинейных нестационарных систем. 
Изучение данной задачи представляет интерес с точ-
ки зрения развития теории идентификации и методов 
адаптивного управления.

Задача оценки параметров нестационарных систем 
и синтез наблюдателей переменных состояния описана 
в работах [1–12]. В [1, 2] предложены методы управ-
ления нестационарными системами на основе метода 
прямого адаптивного управления, которые не требуют 
процедуры идентификации параметров объекта управ-
ления. 

Благодаря развитию методов непрямого адаптив-
ного управления возможно для большого класса задач 
использовать идентификационные подходы адаптив-
ного управления. Применение непрямых походов для 
синтеза наблюдателей нестационарных систем рассмо-
трены в работах [3–9].

В [3] предложен алгоритм оценивания полино-
минальных параметров для нестационарных систем. 
Метод для решения поставленной задачи основан на 
преобразовании математической модели управления к 
виду линейного регрессионного выражения.

В [4] представлен алгоритм оценивания неизвест-
ных переменных параметров линейных нестационар-
ных объектов управления, которые рассмотрены в виде 
линейной функции времени или их производных и 
представляют собой кусочно-постоянные сигнал. Для 
параметризации линейного нестационарного объекта 
управления использован линейный фильтр, в результате 
применения которого получена линейная регрессион-
ная модель.

В работах [6–9] предложены методы синтеза наблю-
дателей для нестационарных систем, основанные на 
методе обобщенной оценке параметров наблюдателя 
(Generalized Observer Parameter Estimation, GPEBO) 
[13].

Общий недостаток существующих методов оцен-
ки — неизвестные параметры исходной системы не 
зависят от неизвестного вектора состояния, а неста-
ционарные параметры представляются в виде выхода 
линейного генератора, но с известными матрицами.

В настоящей работе исследованы более сложные 
допущения по неизвестным нестационарным параме-
трам — нестационарные параметры системы могут 
быть представлены в виде линейных генераторов с 
неизвестными матрицей состояния и вектором началь-
ных условий. 
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Постановка задачи

 Рассмотрим дискретную модель нестационарной 
системы вида 

x(k + 1) = Ax(k) + B(β(k))u(k) + θ(k)f(x(k)) + δ(k) ,  (1)

 y(k) = CTx(k),  (2)

где A = 0 In–1
0 0

� и C = 

1
0
⋮
0

 — известные матрица и век-

тор; B(k) = 

0
0
⋮

β(k)

 и θ(k) — векторы неизвестных не-

стационарных параметров; x(k) ∈ ℝn — неизмеряемый 
вектор переменных состояния; y(k) ∈ ℝ1 —  измеряе-
мая выходная переменная; u(k) — сигнал управления; 
f(x(k)) — известная нелинейная функция; δ(k) — неиз-
меряемый сигнал возмущения; I — единичный вектор.

Допустим, что  векторы нестационарных параметров 
B(β(k)), θ(k) и сигнал возмущения δ(k) являются выхо-
дами линейных генераторов

 β(k) = hβξβ(k),

 ξβ(k + 1) = Γβξβ(k),

 θ(k) = hθξθ(k),

 ξθ(k + 1) = Γθξθ(k),

 δ(k) = hδξδ(k),

 ξδ(k + 1) = Γδξδ(k),

 Γβ = Γ0β + γβ
Thβ, Γ0β = 0 Iβ

0 0
�,

 Γθ = Γ0θ + γθ
Thθ, Γ0θ = 0 Iθ

0 0
�,

 Γδ = Γ0δ + γδ
Thδ, Γ0δ = 0 Iδ

0 0
�,  

где ξβ ∈ ℝl, ξθ ∈ ℝm, ξδ ∈ ℝr — векторы состояния гене-
раторов с неизвестными начальными значениями ξβ(t0), 
ξθ(t0), ξδ(t0); Γβ ∈ ℝl×l, Γθ ∈ ℝm×m, Γδ ∈ ℝr×r — матри-
цы неизвестных постоянных коэффициентов; hβ, hθ, 
hδ — векторы соответствующей размерности; γβ ∈ ℝl, 
γθ ∈ ℝm, γδ ∈ ℝr — векторы неизвестных постоянных 
параметров.

Пусть требуется синтезировать алгоритм оценива-
ния параметров β(k), θ(k), δ(k), и переменных состояния 
x(k), обеспечивающего выполнение условий:

 lim
t→∞

(β(k) – β(k)) = 0,

 lim
t→∞

(θ(k) – θ(k)) = 0,

 lim
t→∞

(δ(k) – δ(k)) = 0,

 lim
t→∞

(x(k) – x(k)) = 0.

Синтез адаптивного наблюдателя  
с известными параметрами

Рассмотрим метод синтеза адаптивного наблюда-
теля, основанный на параметризации модели (1)–(2). 
Предположим, что параметры матриц Γβ, Γθ, Γδ из-
вестны. 

Утверждение 1. Существуют измеримые сигналы 
g ∈ ℝn×l, ϒ ∈ ℝn×m, w ∈ ℝn×r и вектор постоянных па-
раметров η ∈ ℝl+m+r такие, что состояние и модель 
системы (1)–(2) могут быть записаны в виде:

 x(k) = φx(k)ηT + e(k), (3)
 y(k) = φy(k)ηT + ε(k), (4)

где φx(k) = �
gT(k)
ϒT(k)
wT(k)

�, φy(k) = �
gT(k)C
ϒT(k)C
wT(k)C

�, e(k), ε(k) — 

функции экспоненциального затухания.
Доказательство утверждения 1.  Рассмотрим сле-

дующие фильтр  ы

 Φβ(k + 1) = ΓβΦβ(k), Φβ(t0) = Il,

 Φθ(k + 1) = ΓθΦθ(k), Φθ(t0) = Im,

 Φδ(k + 1) = ΓδΦδ(k), Φδ(t0) = Ir,

где Φβ ∈ ℝl×l, Φθ ∈ ℝm×m, Φδ ∈ ℝr×r

и
 g(k + 1) = Ag(k) + hβΦβ(k)u(k),

 ϒ(k + 1) = Aϒ(k) + hθΦθ(k)f(x(k)),

 w(k + 1) = Aw(k) + hδΦδ(k),

где g ∈ ℝn×l, ϒ ∈ ℝn×m, w ∈ ℝn×r.
Приведем уравнение ошибки вида 

 e(k) = x(k) – g(k)ξβ(t0) – ϒ(k)ξθ(t0) – w(k)ξδ(t0). (5)

Получим производную уравнения (5):

 e(k + 1) = x(k + 1) – g(k + 1)ξβ(t0) – ϒ(k + 1)ξθ(t0) –

 – w(k + 1)ξδ(t0) = Ax(k) + hβΓβξβ(t0)u(k) +

 + hθΓθξθ(t0)f(x(k)) + hδΓδξδ(t0) –

– (Ag(k) + hβΓβu(k))ξβ(t0) – (Aϒ(k) + hθΓθ f (x(k)))ξθ(t0) –

 – (Aw(k) + hδΓδ)ξδ(t0) =

 = A(x(k) – g(k)ξβ(t0) – ϒ(k)ξθ(t0) – w(k)ξδ(t0)) = Ae(k).

Следовательно, уравнение (5) будет равно нулю за  
шагов. 

Обозначим:

  η = �
ξβ(t0)
ξθ(t0)
ξδ(t0)

�. (6)

Домножим левую и правую части выражения (6) на 
CT и получим уравнение (4).

Утверждение 1 доказано.
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На основании уравнения (3) может быть построен 
наблюдатель состояния x.

Метод параметризации нестационарной системы

Исследуем метод параметризации нестационарной 
модели системы (1)–(2) для получения регрессионного 
уравнения.

Задача оценивания нестационарных параметров 
системы решим в два этапа. Представим метод оценки 
параметров векторов γβ, γθ, γδ и на основе выполненной 
оценки разработаем метод синтеза алгоритма оценки 
параметров вектора η.

 Представим модель системы (1)–(2) в виде:

 xi(k + 1) = xi+1(k) + θi(k)fi(x1(k)) + δi(k),
 ⋮ (7)
 xn(k + 1) = θn(k)fn(x1(k)) + β(k)u(k) + δn(k),
 y(k) = x1(k),

где i = 1, n – 1.
Запишем систему (7) для алгоритма «вход–выход  »:

 y(k + n) = β(k)u(k) + 

 + �θn(k)fn(x1(k)) + ∑
n–1

i=1
θi(k + n – i)fi(x1(k + n – i))� + 

 + �δn(k) + ∑
n–1

i=1
δi(k + n – i)�.

Заметим, что:

  β(k) = hβξβ(k),  

 θi(k + n – i) = ℓi+1
T hθξθ(k + n – i) = ℓi+1

T hθΓθ
n–iξθ(k),

 δi(k + n – i) = ℓi+1
T hδξδ(k + n – i) = ℓi+1

T hδΓδ
n–iξδ(k),

 y(k) = x1(k),

где i = 1, n – 1, ℓq ∈ ℝn, q — вектор n-мерного Евклидова 
пространства.

Запишем уравнение (8) с использованием дискрет-
ного оператора z, в виде:

 zny(k) = [hβu(k)]ξβ(k) + 

 + ��ℓ1
Thθ fn(x1(k)) + ∑

n–1

i=1
ℓi+1

T hθΓθ
n–izn–ifi(x1(k))��ξθ(k) + 

 + ��ℓ1
Thδ + ∑

n–1

i=1
ℓi+1

T hδΓδ
n–izn–i��ξδ(k), 

(9)

 y(k) = x1(k).

С учетом уравнения (9), рассмотрим систему

 zn+k1y(k) = [hβzk1u(k)]ξβ(k) + 

 + ��ℓ1
ThθΓθ

k1zk1fn(x1(k)) +

 + ∑
n–1

i=1
ℓi+1

T hθΓθ
n–i+k1zn–i+k1fi(x1(k))��ξθ(k) +

 + ��ℓ1
ThδΓδ

k1ξδ(k)zk1 + ∑
n–1

i=1
ℓi+1

T hδΓδ
n–i+k1zn–i+k1��ξθ(k),

	 ⋮ (10)
 zn+khy(k) = [hβzkhu(k)]ξβ(k) + 

 + ��ℓ1
ThθΓθ

khzkhfn(x1(k)) +

 + ∑
n–1

i=1
ℓi+1

T hθΓθ
n–i+khzn–i+khfi(x1(k))��ξθ(k) +

 + ��ℓ1
ThδΓδ

khξδ(k)zkh + ∑
n–1

i=1
ℓi+1

T hδΓδ
n–i+khzn–i+kh��ξθ(k),

где kj ∈ ℕ, j = 1, h, h = l + m + r.
 Представим систему (10) в матричной форме:

 Y(z, k) = �
zn+k1y(k)

⋮
zn+khy(k)

� = Ω(z, k)ξ(k). (11)

где ξ(k) = [ξβ
T(k) ξθ

T(k) ξδ
T(k)];

Ω(z, k) = �
[hβzk1u(k)] [χθ

k1] [χδ
k1]

	 ⋮ ⋮ ⋮
[hβzkhu(k)] [χθ

kh] [χδ
kh]
�;

χθ
k1 = �ℓ1

ThθΓθ
k1zk1fn(x1(k)) + ∑

n–1

i=1
ℓi+1

T hθΓθ
n–i+k1zn–i+k1fi(x1(k))�;

χθ
kh = �ℓ1

ThθΓθ
khzkhfn(x1(k)) + ∑

n–1

i=1
ℓi+1

T hθΓθ
n–i+khzn–i+khfi(x1(k))�;

χδ
k1 = �ℓ1

ThδΓδ
k1zk1 + ∑

n–1

i=1
ℓi+1

T hδΓδ
n–i+k1zn–i+k1�;

χδ
kh = �ℓ1

ThδΓδ
khzkh + ∑

n–1

i=1
ℓi+1

T hδΓδ
n–i+khzn–i+kh�.

Для составления реализуемого уравнения регрессо-
ра выполним сдвиг по времени на n + kh шага назад и 
перепишем систему (11) в виде:

 Y(z, k) = Ω(z, k)ξ(k – kh – 2). (12)

Тогда

  Y(z, k) = z–kh–2�
z2+k1y(k)

⋮
z2+khy(k)

�,

  Ω(z, k) = z–kh–2 Ω(z, k) = �
[hβzk1u(k)] [χθ

k1] [χδ
k1]

	 ⋮ ⋮ ⋮
[hβzkhu(k)] [χθ

kh] [χδ
kh]
�.

 Выполним аналогичный сдвиг по времени в выра-
жении (10). Получим

 z–khy(k) = (z–kh–n[hβu(k)] z–kh–n[χθ] 

 z–kh–n[χδ])ξ(k – kh – n), (13)

 где χθ = �ℓ1
Thθ fn(x1(k)) + ∑

n–1

i=1
ℓi+1

T hθΓθ
n–izn–ifi(x1(k))�;

χδ = �ℓ1
Thδ + ∑

n–1

i=1
ℓi+1

T hδΓδ
n–izn–i�.

Умножим уравнение (12) на присоединенную ма-
трицу adj(Ω(z, k)), получаем соотношение
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 adj(Ω(z, k))Y(z, k) = det(Ω(z, k))ξ(k – kh – 2). (14)

 С учетом выражений (13) и (14), найдем

 (z–kh–n[hβu(k)] z–kh–n[χθ] z–kh–n[χδ])adj(Ω(z, k))Y(z, k) =

 = z–khy(k)det(Ω(z, k)). (15)

 На основе уравнения (15) построим регрессионную 
модель измеряемой функции:

 ζ(z) = ζ(z, k) = ρ(k)σ(γβ, γθ, γδ). (16)

где ρ(k) = ρ(z, k) — регрессор; σ(γβ, γθ, γδ) — вектор 
неизвестных параметров.

Отметим, что при произвольном значении матриц 
hβ, hθ, hδ, регрессионная модель (16) может быть боль-
шой по размеру и времени, а вектор σ(γβ, γθ, γδ) иметь 
сложный нелинейный вид.

Следствие 1. Предложенный метод работает для 
произвольного значения n, несмотря на то, что раз-
мерность и сложность матрицы Ω(k) будет расти с 
увеличением n.

После вычислений получим уравнение

 ζ(k) = ρ(k)σ(γβ, γθ, γδ).

с измеримыми (вычислимыми) ζ(k) и ρ(k).

Синтез адаптивного наблюдателя  
с неизвестными параметрами

На основе оценки параметров матриц Γβ, Γθ, Γδ 
представим метод оценивания вектора η и переменных 
состояния системы x.

Задача синтеза наблюдателя нестационарной систе-
мы может быть решена в три шага.

Шаг 1. Оценка всех неизвестных параметров матриц 
Γβ, Γθ, Γδ. 

Шаг 2. Оценка параметров вектора η, связанных с 
начальными условиями нестационарных параметров. 

Шаг 3. Синтез наблюдателя состояния на основе 
оценки неизвестных параметров матриц Γβ, Γθ, Γδ и 
вектора η. 

Алгоритм оценивания параметров вектора η. 
Воспользуемся методом Dynamic Regressor Extension 
And Mixing (DREM) [14] для восстановления неизвест-
ных параметров регрессионных уравнений дискретной 
системы.

Рассмотрим регрессионную модель измеряемой 
функции вида:
 ψ ∈ ℝ = MTη. (17)

где M ∈ ℝl+m+r — регрессор; η ∈ ℝl+m+r — вектор неиз-
вестных параметров.

Заметим, что:

 ψ = y, M = φy.

Применим блок запаздывания vi, i = 1, l + m + r – 1  
для известных элементов регрессионной модели (17):

  ψ(k – vi) = MT(k – vi)η.

Обозначим:
 ϑe = ϒeη, (18)

где ϑe = [ψ(k) ψ(k – vi) … ψ(k – vi)]T;
ϒe = [MT(k) MT(k – vi) … MT(k – vi)].

Умножив уравнение (18) на матрицу adj(ϒe(k)) по-
лучим
 ϑ(k) = Δ(k)η, (19)

где Δ(k) = det(ϒe(k)) ∈ ℝ1; ϑ(k) = adj(ϒe)ϑe(k) ∈ ℝl+m+r.
Запишем уравнение (19) покомпонентно:

 ϑi(k) = Δ(k)ηi.

Утверждение 2. Рассмотрим линейное регрессион-
ное уравнение (19).

Дискретная оценка вектора η

 ηi(k) = ηi(k – 1) + [ϑi(k) – Δ(k)ηi(k – 1)]

обеспечивает следующие условия:
— ошибки оценивания параметров дискретного вре-

мени определяются выражением

 ηi(k) =  ηi(k – 1),

при этом справедливо равенство

 lim
t→∞

ηi(k) = 0 ⇔ Δ(k) ∉ ℒ2,

если Δ(k) ∈ PE сходимость экспоненциальная;
— условие сходимости метода DREM по параметрам, 

т. е. Δ(k) ∉ ℒ2, меньше, чем M(k) ∈ PE и имеют 
следующие импликации:

 M(k) ∈ PE ⇒ Δ(k) ∉ ℒ2,
 Δ(k) ∉ ℒ2 ⇒	M(k) ∈ PE;

где PE — условие экспоненциальной параметрической 
сходимости метода DREM, т. е. Δ(k) ∈ PE, меньше, 
чем M(k) ∈ PE, в следующем смысле

 M(k) ∈ PE ⇒ Δ(k) ∈ PE,

 Δ(k) ∈ PE[K ≥ 2] ⇏	M(k) ∈ PE [K ≤ K].

Синтез адаптивного наблюдателя. На основе по-
лученной оценки параметров матриц Γβ, Γθ, Γδ и векто-
ра η опишем метод синтеза адаптивного наблюдателя 
системы.

Метод содержит следующие этапы.
Этап 1. На основе регрессионного уравнения (19) и 

процедуры DREM получим оценку σ(γβ, γθ, γδ) посто-
янных параметров σ(γβ, γθ, γδ) и найдем:

 γ β, γ θ, γ δ = σL(σ).  

Этап 2. На основе оценок γ β, γ θ, γ δ за конечное вре-
мя tγ, вычислим регрессор φy уравнения (14), где t0 > tγ, 
и применим процедуру DREM для получения оценки 
параметров вектора η.
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Этап 3. Выполним синтез адаптивного наблюдателя 
переменных состояний x  вида:

 x (k) = φx(k)ηT,

где функцию φx(k) вычислим на основе оценок  
γβ, γθ, γδ. 

Численное моделирование

Приведем результаты численного моделирования, 
демонстрирующие эффективность предложенного ал-
горитма оценки неизвестных параметров нестационар-
ных нелинейных систем. Для моделирования использу-
ем программную среду MATLAB/Simulink.

Пример. Рассмотрим систему:

 x1(k + 1) = x2(k) + θ1(k)f1(x1(k)) + δ1(k),

 x2(k + 1) = β(k)u(k) + θ2(k)f2(x1(k)) + δ2(k), 

 y(k) = x1(k).

 Предположим, что δ(k) = 0, θ(k), β(k) имеют следу-
ющие параметры:

 Γβ = �0 1
γβ 0

�, Γθ = �0 1
γθ 0

�, γβ ≠ 0, γθ ≠ 0,

 hβ = [1 0], hθ = �1 0
0 0

�,

 k1 = 1, k2 = 2, k3 = 3, k4 = 4.

В результате для элементов ζ(k), ρ(k), σ регрессион-
ное выражение (15) примет вид:

 ζ(k) = u(k – 5)u(k – 2)f1(x1(k – 3))f1(x1(k – 2))y(k – 4) +

 + u(k – 4)u(k – 3)f1(x1(k – 4))f1(x1(k – 1))y(k – 4),

ρT(k) =  

u(k – 5)u(k – 4)f1(x1(k – 1))f1(x1(k – 2))y(k – 4)
u(k – 3)u(k – 2)f1(x1(k – 3))f1(x1(k – 4))y(k – 4)
–u(k – 5)u(k – 6)f1(x1(k – 2))f1(x1(k – 1))y(k – 4)
u(k – 5)u(k – 2)f1(x1(k – 2))f1(x1(k – 5))y(k – 2)
u(k – 3)u(k – 6)f1(x1(k – 2))f1(x1(k – 5))y(k – 2)
–u(k – 3)u(k – 2)f1(x1(k – 4))f1(x1(k – 5))y(k – 2)
–u(k – 4)u(k – 5)f1(x1(k – 2))f1(x1(k – 5))y(k)
u(k – 3)u(k – 6)f1(x1(k – 4))f1(x1(k – 3))y(k)
u(k – 5)u(k – 6)f1(x1(k – 2))f1(x1(k – 3))y(k)
u(k – 3)u(k – 4)f1(x1(k – 4))f1(x1(k – 5))y(k)

,

 σT(γβ, γθ) = �                 �.

Рисунок. Результаты моделирования при: u = sin(t) + sin(2t) (a–d); u = 5 (e–h); u = e–0,5t (k–n). 
Графики: оценки параметров γi (a, e, k); ошибки оценивания параметров γi (b, f, l); оценки переменных состояния x (c, g, m); ошибки 

оценивания переменных состояния x (d, h, n)

Figure. Simulation results for: u = sin(t) + sin(2t) (a–d); u = 5 (e–h); u = e–0.5t (k–n). Graphs: parameter estimates γi (a, e, k); 
parameter estimation errors γi (b, f, l); estimates of state variables x (c, g, m); errors in estimating state variables x (d, h, n)
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Моделирование проведено при следующих пара-
метрах:
 γβ = –1, γθ = 1, f1(x1(k)) = sin(x1(k)).

Результаты моделирования и графики оценок пока-
заны на рисунке.
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Заключение

Представлен новый метод синтеза адаптивного 
наблю дателя состояния для класса нелинейных не-
стационарных систем. Предположено, что параметры 
системы изменяются во времени и могут быть пред-
ставлены в виде линейных генераторов с неизвестны-
ми матрицами состояния и векторами с начальными 
условиями. Основным аналитическим инструментом, 

используемым для решения задачи является метод 
GPEBO (обобщенный наблюдатель, основанный на 
оценке параметров), который переводит проблему на-
блюдения за состоянием модели в задачу оценки па-
раметров, для которой разрабатывается уравнение ре-
грессии. Для восстановления неизвестных параметров 
регрессионных выражений использован метод DREM. 
Результаты математического моделирования показали 
работоспособность предложенного метода.
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