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Аннотация
Введение. Предложен новый алгоритм управления нелинейными объектами с гарантией нахождения 
регулируемой переменной в заданном множестве в условиях параметрической неопределенности, внешних 
возмущений и  высокочастотных помех в измерениях. Метод. Задача решена в два этапа. На первом этапе 
применен линейный фильтр нижних частот для устранения высокочастотных составляющих в измеряемом 
сигнале. На втором этапе использовано преобразование координат, чтобы свести исходную задачу с 
ограничениями к задаче исследования на устойчивость по вход-состоянию новой системы без ограничений. 
Основные результаты. Разработан алгоритм обратной связи по выходу для нелинейных систем в условиях 
параметрической неопределенности, внешних возмущений и высокочастотных помех в измерениях. Выполнено 
моделирование в MATLAB/Simulink, результаты которого показали эффективность предложенного алгоритма. 
Обсуждение.  Представленный алгоритм может эффективно решать задачи управления электроэнергетическими 
сетями и рядом других электромеханических систем при наличии помех в измерениях.
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Abstract
A new control algorithm for nonlinear plants is proposed, ensuring the controlled variable stays within a given set 
under conditions of parametric uncertainties, external disturbances and high-frequency noises in measurements. The 
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problem is solved in two stages. In the first stage, a low-pass filter is applied to eliminate high-frequency components 
in the measured controlled signal. In the second stage, a coordinate transformation represents the initial problem with 
given restrictions as an input-state stability analysis problem of a new system without constraints. An output feedback 
algorithm has been developed for uncertain nonlinear systems under conditions of parametric uncertainties, external 
disturbances, and high-frequency noise in measurements. Simulations in MATLAB/Simulink are given. The simulation 
results show the efficiency of the proposed algorithm. The proposed algorithm can effectively solve control problems 
for power systems or electromechanical systems in the presence of measurement noises.
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nonlinear system, disturbance, noise, the change of coordinates, stability, robust control
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Введение

На практике системы управления всегда подверже-
ны влиянию внешних помех. Например, в системах воз-
буждения генераторов электромагнитные помехи могут 
появляться в процессе переключения. Высокочастотные 
помехи возникают в сигналах измерения частоты вра-
щения роторов генераторов. В условиях параметриче-
ской неопределенности и внешних помех разработка 
простых систем управления является важной задачей 
в теории и практике управления. Для их разработки в 
этих условиях предложено множество решений.

В [1–3] разработаны адаптивные наблюдатели с 
большим коэффициентом усиления в обратной связи. 
В переходном процессе значение коэффициента усиле-
ния выбирается большим, а в стационарном — умень-
шается, чтобы частично решить проблему, описанную в 
работах [1, 2, 4], когда оценка производной наблюдате-
ля может значительно превышать фактическое значение 
самой производной.

В [5, 6] предложен расширенный наблюдатель с 
большим коэффициентом усиления. Введены дополни-
тельные динамические звенья для увеличения размер-
ности модели с целью уменьшения чувствительности 
к шуму. В [7] использован линейный фильтр нижних 
частот (ФНЧ) для снижения воздействия высокочастот-
ного шума на выходной сигнал.

В настоящей работе рассматривается задача, когда 
измерению доступен только выходной сигнал объекта 
и присутствует высокочастотный шум в измерениях. 
Основываясь на работах [8, 9], предложен модифициро-
ванный алгоритм управления нелинейными объектами 
с гарантией нахождения выходного сигнала в заданном 
множестве. Выполнен анализ недостатков применения 
методов управления, предложенных в [8], в условиях 
помех в измерениях. Представлен усовершенствован-
ный алгоритм управления на основе линейного ФНЧ. 
Приведена иллюстрация примеров эффективности раз-
работанного алгоритма в соответствии с полученными 
результатами моделирования.

 Постановка задачи

  Рассмотрим нелинейную динамическую систему

  Q(p)y(t) = kRm(p)u(t) + f(y, t), (1)

  z(t) = y(t) + w(t), (2)

где u ∈ ℝ — сигнал управления; y ∈ ℝ — неизмеряе-
мый выходной сигнал; w ∈ ℝ — ограниченный шум; 
z ∈ ℝ — измеряемый сигнал; f ∈ ℝ — неизвестное 
ограниченное возмущение при условии, что |f(y, t)| 
≤ f; s — комплексная переменная преобразования 
Лапласа; Q(s) и Rm(s) — нормированные полиномы, 
имеющие неизвестные параметры, порядки полиномов 
известны и равны n и m; Rm(s) — гурвицевый полином;  

p =  — оператор дифференцирования; k > 0 — из-

вестный коэффициент. Объект управления (1) является 
минимально-фазовым. Выражение (2) представляет со-
бой выходной сигнал с аддитивно наложенным шумом.

Цель работы — разработка закона управления, га-
рантирующего нахождение выходного сигнала y(t) объ-
екта (1) в множестве

  𝒴 = {y ∈ ℝ: ɡ < y < ɡ}, (3)

где ɡ(t) и ɡ(t) — непрерывно дифференцируемые функ-
ции, ɡ(t), ɡ(t), ɡ(t), ɡ(t) – ограничены для любого вре-
мени t. Функции ɡ(t) и ɡ(t) могут выбираться разра-
ботчиками, исходя из требований к работе системы. 
Например, в задаче управления электрическим гене-
ратором [10–12] требуется поддержание частоты ω(t) в 
заданных пределах ω(t) ≤ ω(t) ≤ ω(t).

 Метод решения. Основной результат

Для выделения сигнала y(t) из z(t), рассмотрим ли-
нейный ФНЧ в виде:

  λξ(t) = Gξ(t) + Bz(t), y(t) = Lξ(t), (4)

где ξ = [ξ1, ξ2, …, ξr]T, L = [0, …, 0, 1], B = [σ–1, 0, …, 0]T,

 G =  

 –σ–1 0 0 ⋯ 0 0
 σ–1 –σ–1 0 ⋯ 0 0
 0 σ–1 –σ–1 ⋯ 0 0
 ⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮
 0 0 0 ⋯ σ–1 –σ–1

,

σ > 0 и λ > 0 — параметры фильтра; G и B — ма-
трицы, имеющие соответствующие размерности; 
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L — размерность матрицы равна 1 × r; ξ — вектор 
состояния фильтра; y(t) — оценка выходного сигнала,  
Δy(t) = y(t) – y(t) — ошибка оценивания выходного сиг-
нала. 

Пусть шум w представлен мультигармоническим 
сигналом вида

  w(t) = ∑
v

i=1
Aisin(ωit + φi), (5)

где Ai, ωi, и φi — амплитуда, частота и фаза i-й гармо-
ники. Согласно [7], Δy ограничено и удовлетворяет 
следующему неравенству

  lim
t→∞

|Δy| ≤ ∑
v

i=1
Ai�∏

r

j=1
 � + δ, (6)

где δ > 0 — достаточно малое число. Поскольку Δy 
представляет ошибку оценки и ограничено и если  

|Δy| < min� � то используется параметр a для 

гарантии нахождения сигнала y(t) в более узком множе-
стве. Таким образом, y(t) принадлежит 𝒴. Значит, eсли 

существуют такое a, что |Δy| ≤ a < min� �, и 

закон управления u(t), что

  𝒴 = {y ∈ ℝ: ɡ + a < y < ɡ – a}, (7)

то u(t) и фильтр (4) обеспечивают выполнение целевого 
условия (3).

Замечание 1. Выбор параметра a зависит от Δy. 
Первое слагаемое в правой части (6) описывает оцен-
ку качества подавления шума (5) ФНЧ, где величина 
оценки зависит от частот каждой гармоники ωi и сре-

за . Второе слагаемое в (6) описывает искажение 

сигнала y, вызванное ФНЧ, и его величина зависит от 
λ. Уменьшение числа λ в (4) «сводит» динамический 
фильтр к статическому звену, а увеличение чисел r и 
σ — к уменьшению первого слагаемого в правой части 
(6), а значит, и к уменьшению величины a.

Задача гарантии определения сигнала y(t) в задан-
ном множестве 𝒴 преобразуется к задаче без ограниче-
ний, если воспользоваться преобразованием координат

  y(t) = Φ(ε(t), t), (8)

где ε(t) ∈ ℝ — непрерывно-дифференцируемая функция 
по времени t, удовлетворяющая следующим условиям:
1) ɡ(t) + a < Φ(ε, t) < ɡ(t) – a при t ≥ 0 и ε ∈ ℝ;
2) Φ(ε, t) — непрерывно-дифференцируемая функция 

по ε и t,  > 0 для любых t ≥ 0 и ε ∈ ℝ;

3)  — ограниченная функция для ε и t ≥ 0.

Вычислив полную производную по времени функ-
ции y(t) в (8), получим

  ε = � �
–1

�y – �. (9)

Приведем основной результат работы [8, теорема 
1]. Пусть для преобразования (8) выполнены условия 
(1)–(3). Если существует такой закон управления u(t), 
что решение (9) ограничено, то y(t) ∈ 𝒴α ⊂ 𝒴. Если при 
выбранном законе управления решения (9) не ограни-
чены, то y(t) ∈ 𝒴. 

Пусть выбран закон управления так, что решение 
уравнения (9) ограничено, т. е. |ε(t)| < N при любом t, где 
0 < N < ∞. Тогда в силу преобразования (8) и условия 
(1) следует, что y(t) ∈ 𝒴α = {y ∈ ℝ: M(t) < y(t) < M(t)}, 
где M(t) = inf

|ε|<N
{Φ(ε(t), t)} и M(t) = sup

|ε|<N
{Φ(ε(t), t)} для 

любых t ≥ 0. Поскольку (8) является взаимно однознач-
ным отображением, то M(t) < ɡ(t) – a и M(t) > ɡ(t) + a, 
значит, 𝒴α ⊂ 𝒴.

Пусть Q(s) = Qm(s) + ΔQ(s). Qm(s) является нор-
мированным гурвицевым полиномом степени n. 
Следовательно, degΔQ(s) = n – 1. Найдем преобразова-
ния Лапласа от (4) и (1) в виде:

 y(s) = (y(s) + w(s)) +  y(0),  (10)

 y(s) = u(s) – y(s) + f(s) + ϵ(s), (11)

где ϵ(t) — экспоненциально затухающая функция, зави-
сящая от ненулевых начальных условий y(t).

Найдем обратные преобразования Лапласа от (10) и 
(11) и перепишем (9): 

 ε = � �
–1

� u(t) + φ(t)�, (12)

где Qm(p) = Qm(p)(λσp + 1)r; Qm(p) — нормированный 

гурвицев полином степени n; φ(t) = –  y(t) +  

+ f(y, t) + (w(t) + ϵ(t)) + y(0) – 

–  — новое возмущение. Сигнал y(t) из теоремы 1 

ограничен. Поскольку w(t) является ограниченным шу-
мом и f(y, t) является неизвестным ограниченным воз-
мущением, то имеем следующее неравенство |φ(t)| ≤ φ. 

Введем закон управления: 

  u(t) = –   Kε(y(t), t), (13)

где ρ = degQm(p) – degR(p) > 1; K > 0 — константа; μ > 0 
и b > 0 — малые числа, которые выбираются так, что 
полином s(μs + 1)ρ–1 + bμ является гурвицевым. С уче-
том (13), перепишем (12) в виде:

 ε(t) = � �
–1

×

 

×�–kK ε(t) + φ(t)�. 

 (14)

Теорема 2. Пусть для преобразования (8) вы-
полнены условия (1)–(3). Для заданных λ > 0, σ > 0, 
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μ > 0 и b > 0 существуют a > 0, σ0 > 0 и μ0 > 0 та-
кие, что для μ0 > μ полином s(μs + 1)ρ–1 + bμ явля-
ется гурвицевым, а также для σ0 > λσ выполнено  

|Δy| ≤ a < min� �. Тогда для любого K > 0 закон 

управления (13), и фильтр (4) обеспечивают выполне-
ние целевого условия (3).

Доказательство. Поскольку фильтр (4) является 
высокочастотным, то можно считать, что λσ представ-
ляет собой достаточно малое число. Перепишем (14) 
при μ = 0 и λσ = 0 в виде:

 ε(t) = � �
–1

(–kKε(t) + φ(t)). (15)

Для анализа устойчивости (15) зададим функцию 
Ляпунова как V = 0,5ε2. Дифференцируя ее по времени, 
получим 

  V = � �
–1

(–kKε2 + φε).  (16)

Рассмотрим следующие оценки выражения (16):

V = � �
–1

�– ε2 + φ2 – � ε – φ�
2

� ≤ 

 ≤ � �
–1

�– ε2 + φ2 � ≤  (17)

 ≤ –kK� �
–1

V + � �
–1

φ2.

Решим дифференциальное неравенство (17), ис-
пользуя принцип сравнения [13]:

 V ≤ �V(0) + �e–kK� �
–1

t +  .  (18)

Следовательно, решение уравнения (15) ограни-
ченное. Перепишем (14) при 0 < μ < μ0 и λσ = 0 в виде:

 εμ(t) = � �
–1

× 
(19)

 ×�–kKεμ(t) – kK  εμ(t) + φ(t)�.  

Решение дифференциального уравнения (19) не-
прерывно зависит от параметра μ. Согласно [14, 15, 
теорема 2.2] существует μ0 такое, что при μ < μ0 и λσ 
= 0 выполнено условие |ε – εμ| < O(μ), где lim

μ→0
O(μ) = 0. 

O(μ)описывает асимптотическое поведение функции 
ε – εμ при μ→ 0. Если μ достаточно близко к нулю, то 
|ε – εμ| меньше некоторой константы, умноженной на 
μ. В результате решение уравнения (19) ограничено. 

Аналогично получаем, что при μ < μ0 и λσ < σ0 
выполнено условие |εμ – ε| < O(λσ), где lim

λσ→0
O(λσ) = 0. 

В результате решение уравнения (14) ограниче-
но. Из теоремы 1 следует, что ограничение (7) бу-

дет  выполнено.  Поскольку  выполнены  условия  

|y(t) – y(t)| ≤ a ≤ min� �, то можно обеспечить 

выполнение (3). Теорема 2 доказана.
Замечание 2. С учетом условий |εμ – ε| < O(λσ) и  

|ε – εμ| < O(μ), из неравенства (18) следует, что при 

t → ∞ имеем |ε| <  + O(μ) + O(λσ). Значит, можно 

уменьшить значение |ε| в установившемся режиме за 
счет увеличения K и уменьшения μ и λσ. Если значения 
K, λσ и μ остаются неизменными, то в установившем-
ся режиме значение |ε| зависит от φ. Согласно закону 
управления (13), увеличение φ приведет к увеличению 
u(t) в установившемся режиме. 

Замечание 3. Пусть εʹ = Φ(z, t). Тогда φ(t), ε и u(t) 
можно переписать в следующей форме

 φʹ(t) = – y(t) + f(y, t) + w(t) +

 + ε(t) – , 
(20)

 εʹ(t) = � �
–1

× 
(21)

 ×�–kKεʹ(t) – kK εʹ(t) + φʹ(t)�.

 uʹ(t) = – Kεʹ(z(t), t).  (22)

Из (20) следует, что φʹ зависит от w. Поскольку w 
является высокочастотным шумом, то его произво-
дная значительно увеличивает значение φʹ. Анализ 
устойчивости по переменной εʹ аналогичен, как в до-

казательстве теоремы 2. При t → ∞, |εʹ| <  + O(μ). 

Увеличение φʹ приводит к увеличению εʹ, что, в свою 
очередь — к увеличению uʹ в установившемся режиме. 
Значит, наличие шума w способствует увеличению не-
определенности системы. Для поддержания системы в 
устойчивом состоянии контроллеру требуется расхо-
довать больше энергии. Увеличение φʹ также является 
причиной, что z будет ближе к границе, что увеличивает 
вычислительную нагрузку и иногда может привести к 
значительным ошибкам в моделировании. Введение 

фильтра преобразует w  в φ к форме w , что 

эквивалентно применению низкочастотного фильтра к 
w, уменьшая таким образом значение φ. Введение ФНЧ 
не меняет структуру закона управления. Отметим, что 
если lim

λσ→0
O(λσ) = 0, то значение O(λσ) можно считать 

пренебрежимо малым по сравнению с w. В результате, 
в установившемся режиме значение u должно быть 
значительно меньше, чем uʹ.

Численное моделирование

Рассмотрим объект управления вида

 (p2 + q0p)y(t) = u(t) + f(y, t),
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 z(t) = y(t) + w(t),

 f(t) = 0,1 + sin(3t) + sat � �, (23)

где sat{·} — функция насыщения; d(t) — белый шум, 
который смоделирован в MATLAB/Simulink с помощью 
блока Band-Limited White Noise, f = 2,1. Возможные 
значения параметра в (23) заданы неравенством: 
–1 ≤ q0 ≤ 1, w(t) = sin(0,5·103t) + sin(103t) + sin(104t), 
y(0) = 10.

Выберем ε = ln , a = 3, ɡ = (4 – 0,01)

e–t + 0,01, ɡ = (20 – 8,01)e–0,7t + 8,01, K = 2, Qm(p) = (p + 
1)2, Rm(p) = 1, ρ = 2, b = 0,1, μ = 0,01, λσ = 0,07, y(0) = 13. 
Тогда закон управления (13), преобразование координат 
(8) и фильтр (4) запишем как

 u = – ,

 ε = ln , 

 y(t) = z(t) + .

Для демонстрации преимуществ предложенного в 
настоящей работе решения, рассмотрим алгоритм [8] с 
теми же параметрами. Закон управления (22) и преоб-
разование координат (21) будут иметь вид

 uʹ = – εʹ,

 εʹ = ln .

На рисунке, a, b видно, что максимальное значение 
Δy равно 3, и закон управления (13) обеспечил y(t) ∈ 𝒴.  

Условие |Δy| ≤ a < min� � выполнено, когда  

y(t) ∈ 𝒴 при любом времени t ≥ 0. Из рисунка, c, вид-
но, что с помощью фильтра (4) не только исключены 
некоторые высокочастотные компоненты из uʹ, но и 
уменьшено значение u в установившемся режиме.

Заключение

В работе предложен новый алгоритм управления 
нелинейными объектами, гарантирующий определе-
ние регулируемой переменной в заданном множестве. 
Результат поиска осуществлен в условиях параметриче-

Рисунок. Переходные процессы по: y(t) и y(t) (a); Δy(t) (b); u(t) и uʹ(t) (с)
Figure. Transient processes by: y(t) and y(t) (a); Δy(t) (b); u(t) and uʹ(t) (с)
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ских неопределенностей, внешних возмущений и высо-
кочастотных шумов в измерениях на основе линейного 
фильтра нижних частот и нелинейного преобразования 
координат. Выполнен анализ преимуществ примене-
ния представленного метода управления в условиях 
помех в измерениях. Разработанный алгоритм заметно 

снижает влияние высокочастотного шума на регулиру-
емый сигнал и энергопотребление системы управления. 
Результаты моделирования показали эффективность 
предложенного алгоритма и подтвердили теоретиче-
ские выводы.
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