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Аннотация
Введение. Планирование вычислений занимает важное место в процессе проектирования распределенных систем 
обработки информации и управления. Эффективные алгоритмы планирования позволяют находить технические 
решения, адекватные существующим ограничениям. Это становится особенно актуально для вычислителей, 
размещенных на автономных носителях, таких как беспилотные летательные аппараты, необитаемые подводные 
аппараты и другие подвижные объекты. В работе предложены и исследованы алгоритмы планирования заданий 
для распределенной вычислительной недетерминированной системы в случае, когда время выполнения заданий 
известно неточно и задано в виде временных интервалов. Метод. Решение поставленной задачи достигается 
путем сведения ее к известной задаче flow shop планирования с последующим применением формализма 
разрешимых классов распределенных вычислительных систем. Основные результаты. Предложены два 
алгоритма планирования заданий для недетерминированной распределенной вычислительной системы. 
Алгоритмы допускают отсутствие изоморфизмов между графами заданий и графом межпроцессорных связей. 
В этом случае невозможно применение известных алгоритмов flow shop планирования. Алгоритмы предполагают 
предварительное приведение рассматриваемой системы к требуемому виду и базируются на положениях 
интервального анализа и понятии разрешимого класса распределенных вычислительных систем. Критерием 
оптимальности предложенных алгоритмов служит минимум среднего времени пребывания задания в системе. 
Дополнительно для второго алгоритма используется критерий минимума максимального отклонения от заданных 
директивных сроков. Для введенных разрешимых классов систем для обоих критериев сформулированы 
оптимальные алгоритмы планирования полиномиальной сложности. Обсуждение. Предложенные решения 
могут быть применены при планировании вычислений в распределенных вычислительных системах при неточно 
известных длительностях решаемых задач, в частности, при планировании экономических процессов.
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Abstract
Computation scheduling is very important in the design of distributed information processing and control systems. 
Effective scheduling algorithms allow developer to find technical solutions that are adequate to the existing constraints. 
This is especially important for computers located on autonomous carriers, such as unmanned aerial vehicles, autonomous 
underwater vehicles, and other vehicles. Scheduling algorithms for tasks in the distributed non-deterministic computing 
system, when the task execution time is known inaccurately and described as time interval, are proposed and researched. 
The solution of the problem is achieved by reducing it to a known problem of flow shop scheduling with subsequent 
application of the formalism of solvable classes of distributed computing systems. Authors propose two algorithms for 
scheduling tasks for a non-deterministic distributed computing system. Algorithms allow the absence of isomorphisms 
between task graphs and the graph of interprocessor communications for the system, and the presence of many 
information outputs and branches between tasks. In these conditions, it is impossible to use known algorithms of flow 
shop scheduling. Proposed algorithms assume preliminary reduction of the considered system to the required form 
and base on the provisions of interval analysis and the concept of a solvable class of distributed computing systems. 
Optimality criterion for proposed algorithms is the criterion of minimum average time a task remains in the system. 
Additionally, the criterion of minimum of maximum deviation from directive terms is used. For the introduced solvable 
classes of systems, optimal scheduling algorithms of polynomial complexity are proposed. These algorithms allow us 
to schedule computations in real distributed computing systems when the system deviates from the canonical form 
and when the durations of the tasks are not precisely known. Proposed algorithms can be applied when scheduling 
computations in real distributed computing systems and solving tasks with not precisely known durations and also, for 
example, in scheduling economic processes.
Keywords
computation scheduling, distributed real-time computing system, (flow shop)-scheduling, solvable class of systems, 
task residence time in the system
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Введение

Вопросы организации вычислений остаются в цен-
тре внимания разработчиков вычислительной техники. 
При этом для решения возникающих проблем привле-
каются методы теории планирования. Здесь можно 
выделить планирование как в центрах коллективного 
пользования [1, 2], так и в системах реального време-
ни [3–7]. В настоящей работе рассматривается направ-
ление планирования вычислений в распределенных 
системах реального времени. В качестве критериев 
могут быть использованы, например, минимум общего 
времени выполнения или минимум максимального от-
клонения от заданных директивных сроков. Отметим, 
что данными критериями не исчерпываются важные 
аспекты проектирования вычислительных систем. 

Обсуждаемый подход принадлежит к области так 
называемого flow shop планирования [8–11]. В каче-
стве практической интерпретации этой задачи часто 
называют обработку информации в многоканальных 
системах, когда в распределенной системе на общих 
процессорах выполняется совокупность алгоритмов, 
каждый из которых использует информацию со свое-
го набора датчиков. Оптимальное решение проблемы 
планирования в общем случае может быть получено 
переборными алгоритмами, которые характеризуются 
экспоненциальной вычислительной сложностью, и в 
силу этого их применение в целом ряде приложений 
оказывается невозможным. По этой причине широкое 
распространение на практике получили приближенные 
алгоритмы, которые применены в работе. При этом 
если в классической постановке flow shop планиро-
вания рассматриваемая система представляет собой 
конвейер с линейным графом информационных связей, 
то в настоящей работе этот граф — ациклический и 

используемый подход основан на так называемых раз-
решимых классах систем — РКС-подход. Этот выбор 
не является случайным, так как РКС-подход в отличие 
от известных проявил достаточную эффективность 
при использовании различных критериев оптималь-
ности. Так в работе [10] показано, что базовая идея 
РКС-подхода, предложенного для flow shop планиро-
вания с минимизацией общей длительности плана или 
максимального отклонения от заданных директивных 
сроков, оказывается эффективной и при минимизации 
среднего по заданиям времени пребывания задания в 
системе. Заметим, что это время складывается из двух 
составляющих — времени ожидания в очереди и вре-
мени исполнения. В результате разработаны два алго-
ритма flow shop планирования в недетерминированных 
системах. В первом алгоритме использован критерий 
минимума среднего по заданиям времени пребывания 
задания в системе, во втором алгоритме дополнительно 
добавлен критерий минимума максимального отклоне-
ния от заданных директивных сроков.

В настоящей работе приведены предварительные 
сведения о flow shop планировании и РКС-подходе. 
Сформулирована постановка проблемы и описаны 
предлагаемые алгоритмы планирования вычислений.

Предварительные сведения  
и постановка проблемы

 Рассматриваемая распределенная вычислительная 
система включает процессоры, имеющие индивидуаль-
ную память для хранения кода программ и обменива-
ющиеся информацией через каналы передачи данных. 
При этом рассматриваемое множество задач задано 
информационным графом G(V, E), содержащим n ком-
понент связности (задания). Каждое задание τj, j = 1, n 
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состоит из множества задач. Графы заданий изоморфны 
графу межпроцессорных связей системы. Считаем, что 
порядок выполнения заданий на процессорах одина-
ков. Планированию подлежат n независимых равно-
приоритетных заданий, каждое из которых состоит из 
множества задач τj = {τj,k|k = 1, m, j = 1, n}, где τj,k — k-я 
задача j-го задания; m — число задач в каждом задании 
(равное числу процессоров). Предположим, что для 
каждой задачи τj,k известна длительность ее выполне-
ния по верхней границе ej,k. Произведенное назначение 
заданий соответствует случаю flow shop системы. Это 
означает, что имеется m изоморфизмов φj : Gj(Sj, Tj) →  
→ H(Q, P) j = 1, m, где Gj(Sj, Tj) — граф межзадач-
ных связей j-го задания; Sj — множество ребер графа 
Gj; Tj — множество вершин (задач); H(Q, P) — граф 
межпроцессорных связей; Q — множество ребер (ин-
формационных связей) графа H; P — множество про-
цессоров. Все введенные графы являются направлен-
ными, ациклическими, содержащими в общем случае 
не один путь между любыми вершинами. Графы ха-
рактеризуются выделенным подмножеством входных 
вершин и одной выходной вершиной. Далее для рассма-
триваемой системы используется обозначение C(P, τ). 
Предполагается, что время решения задачи известно 
неточно и задается временным интервалом ẽj = [ej, ēj], 
где ej и ēj — нижняя и верхняя границы временного 
интервала соответственно. Пусть поставлена задача — 
определить такой порядок выполнения заданий, чтобы 
оптимизировать заданный критерий. Для решения зада-
чи используем критерий — минимум среднего времени 
пребывания заданий в системе.

Каждый входной процессор Pi связан с выходным 
процессором P0 некоторым вычислительным путем 
(последовательностью процессоров) pk = Pi, Pj, …, 
P0. Обозначим интервал Ẽj(pk) как время выполнения 
пути pk на j-м задании. Это время определяется как 
сумма длительностей интервалов ẽj,i выполнения задач 
j-го задания процессорами, которые находятся на этом 
пути. Используя нумерацию процессоров вдоль пути 
pk, выражение для Ẽj(pk) можно записать следующим 
образом:

 Ẽj(pk) = ∑
mk

i=1
ẽj,i,  (1)

где mk — число процессоров, принадлежащих пути 
pk, а при суммировании используется интервальная 
операция [12]:

 ẽi + ẽj = [ei, ēi] + [ej, ēj] = [ei + ej, ēi + ēj].

Определение 1. Интервал ẽi = [ei, ēi] не меньше 
интервала ẽj = [ej, ēj] (ẽi ≥ ẽj), если ei ≥ ēj.

Таким образом, зоны неопределенности сравнивае-
мых интервалов не должны пересекаться.

Назовем вычислительный путь pj* критическим для 
j-го задания, если время его выполнения на j-м задании 
является наибольшим среди всех остальных путей в 
системе. Очевидно, что для разных заданий, выполняе-
мых в одной и той же системе, критические пути могут 
быть различными.

Для определения разрешимых классов потребует-
ся ввести понятие доминирования на множестве про-
цессоров.

Определение 2. Процессор Pq доминирует над про-
цессором Pr (Pq > Pr), если
 min

j
 eq,j ≥ max

j
 ēr,j.

Рассмотрим разрешимые классы систем, общее 
свойство которых заключается в следующем: для лю-
бого задания, выполняемого в системе, критический 
путь проходит через одни и те же процессоры. При этом 
определяющие свойства классов следующие.

Определение 3 (класс 1). Множество процессоров 
критического пути представляет собой последователь-
ность P1 > P2 > … > Pm*, убывающую по отношению 
доминирования.

Определение 4 (класс 2). Множество процессоров 
критического пути представляет собой последователь-
ность P1 < P2 < … < Pm*, возрастающую по отношению 
доминирования.

Определение 5 (класс 3). Множество процессоров 
критического пути представляет собой пару соединен-
ных последовательностей:

 P1 < P2 < … < Ph* > … > Pm*–1 > Pm*, 1 < h* < m*,

первая из которых возрастает, а вторая убывает по от-
ношению доминирования (h* — номер процессора 
стыковки двух последовательностей).

Приведение мо дели системы  
к каноническому виду

Как следует из раздела «Предварительные сведения 
и постановка проблемы», возможность применения 
известных алгоритмов flow shop планирования огра-
ничена некоторыми требованиями, предъявляемыми к 
рассматриваемой системе: существование изоморфиз-
мов между графами заданий (требование 1) и графом 
межпроцессорных связей (требование 2).

На практике эти требования могут не выполняться. 
В этом случае говорят о job shop системе. Однако это 
не всегда означает неприменимость к подобным систе-
мам известных алгоритмов flow shop планирования. 
Зачастую они могут быть применены после некоторых 
преобразований модели системы к требуемому кано-
ническому виду. Приведем пример преобразования. 
На рис. 1 представлены четыре ациклических графа 
заданий. Вершины каждого графа соответствуют за-
дачам, входящим в данное задание. Номер вершины 
является номером процессора, исполняющего данную 
задачу. Сплошной линией выделены задачи, решаемые 
в данном задании. Только первое задание (рис. 1, а) 
изоморфно графу межпроцессорных связей. Остальные 
задания неизоморфны, а значит, система не является 
flow shop системой. Отметим, что рассматриваемый 
случай сводится к flow shop системе. Для этого до-
статочно задания на рис. 1, b–d достроить до задания 
на рис. 1, а, введя в каждое из них соответствующие 
задачи нулевой длительности (изображены штриховой 
линией). Так, например, в задание (рис. 1, b) необходи-
мо ввести задачи 2, 4, 5 нулевой длительности. 
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Условия оптимальности планов  
в системах из разрешимых классов

Приведем условия оптимальности flow shop планов 
при неопределенных длительностях задач и при ис-
пользовании в качестве критерия минимума среднего 
по заданиям времени пребывания заданий в системе. 
Эти условия с точностью до обозначений совпадают с 
соответствующими условиями для случая, когда дли-
тельности задач известны точно [10]. Таким образом, 
для любого набора представителей из этих интервалов, 
а значит, и для интервалов в целом, алгоритм, осно-
ванный на известных условиях, будет формировать 
оптимальный план.

Для системы из класса 1 минимальное значение 
среднего по заданиям времени F1(π) пребывания зада-
ний в системе достигается в плане π, в котором задания 
упорядочены по неубыванию длительностей времен-
ных интервалов первых задач критического пути, т. е.

  ẽ1,1*  ≤ ẽ2,1*  ≤ … ≤ ẽn,1* . (2)

Для системы из класса 2 минимальное значение 
среднего по заданиям времени F2(π) пребывания зада-
ний в системе достигается в плане π, который удовлет-
воряет двум условиям:
— задания упорядочены по неубыванию длительно-

стей временных интервалов последних задач кри-
тического пути, т. е.

 ẽ1,m**  ≤ ẽ2,m**  ≤ … ≤ ẽn,m** ; (3)

— первое задание плана π удовлетворяет условию

  j* = arg min
j

∑
m*–1

i=1
ẽj,i*. (4)

Для системы из класса 3 минимальное значение 
среднего по заданиям времени F3(π) пребывания зада-
ний в системе достигается в плане π, который удовлет-
воряет двум условиям:
— задания упорядочены по неубыванию длительно-

стей временных интервалов задач стыковки крити-
ческого пути, т. е.

 ẽ1,h**  ≤ ẽ2,h**  ≤ … ≤ ẽn,h** ;  (5)

— первое задание плана π удовлетворяет условию

 j* = arg min
j

∑
h*–1

i=1
ẽj,i*.  (6)

 Алгоритм планирования в системах общего вида 

Предварительно отметим, что для недетерминиро-
ванной системы может не существовать оптимально-
го плана, поскольку описание ее экземпляров может 
значительно различаться. Детерминированные экзем-
пляры системы получаются из недетерминированных 
систем путем замены интервала времени выполнения 
каждой задачи на конкретное значение из этого интер-
вала. В результате в неблагополучном случае разным 
экземплярам системы могут соответствовать разные 
оптимальные планы.

Очевидно, что на практике для flow shop системы 
общего вида, описанной в постановке задачи, условия 
ее принадлежности к тому или иному разрешимому 
классу чаще всего не выполняются. В частности, могут 
не совпадать критические пути разных работ, может 
нарушаться отношение доминирования между маши-
нами, а если оно и выполняется, то может не быть 
упорядоченных по этому отношению цепочек машин, 
характерных для разрешимых классов. В результате 
исчезают гарантии оптимальности алгоритмов, опи-
санных в разделе «Условия оптимальности планов в 
системах из разрешимых классов». В связи с этим для 
системы общего вида, не принадлежащей ни к одному 
из разрешимых классов, планирование осуществляется 
в соответствии с положениями РКС-подхода [3]. При 
этом алгоритмы планирования являются приближенны-
ми, но справедливыми для любой из рассматриваемых 
систем. Они имеют рекурсивный характер и выполня-
ются за число шагов, не большее, чем число заданий.

Алгоритм 1.
Шаг 1. Найти в системе Cʹ = (P, τʹ) (при условии 

τʹ = τ, Cʹ = C) на каждом шаге рекурсии вычислитель-
ный путь pk, который характеризуется наибольшим 
значением суммы Ẽ(pk) = ∑

n

j=1
∑
mk

i=1
ẽj,i.

Шаг 2. Определить, к какому разрешимому классу 
наиболее близка рассматриваемая на шаге 1 система 
Cʹ = (P, τʹ) на основе геометрического классификаци-
онного правила [3], предполагающего аппроксимацию 
зависимости средней длительности решаемых задач 
от номера машины и формирование оценки δ точно-
сти аппроксимации (достоверности классификации). 
В случае, если достигнутая на k-ом шаге достоверность 
классификации окажется меньше значения достоверно-
сти на предыдущем шаге, то планирование завершается 

Рис. 1. Примеры заданий job shop системы (а), сводящейся 
к flow shop системе: отсутствуют задачи, решаемые 

процессорами 2, 4 и 5 (b); отсутствует задача, решаемая 
процессором 6 (c); отсутствуют задачи, решаемые 

процессорами 1, 2, 4 и 5 (d)
Fig. 1. Examples of jobs for job shop system adductable to flow 

shop system (a): no tasks for processors 2, 4, 5 to solve (b); 
no task for processor 6 to solve (c); no tasks for processors  

1, 2, 4, 5 to solve (d)
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с сохранением упорядоченности (k – 1)-го шага, иначе 
перейти к шагу 3.

Шаг 3. Определить с использованием соответству-
ющих алгоритмов, основанных на условиях оптималь-
ности (раздел «Условия оптимальности планов в си-
стемах из разрешимых классов»), упорядоченность 
оставшихся заданий на интервале свободных позиций 
формируемого плана. Исключить первое задание в этой 
упорядоченности из множества τʹ планируемых зада-
ний. Если результирующее множество планируемых 
заданий непустое, то перейти к шагу 1, иначе конец.  

Двухкритериальный алгоритм планирования

С учетом алгоритма 1 рассмотрим более сложную 
задачу, когда при планировании вместо одного исполь-
зуются два критерия оптимальности. В данном случае к 
критерию минимума среднего времени пребывания за-
дания в системе добавляется критерий минимума мак-
симального отклонения моментов завершения заданий 
от их директивных сроков. Далее для этой ситуации 
предлагается приближенный алгоритм flow shop пла-
нирования. Рассмотрим суть алгоритма. В соответствии 
с правилами РКС-подхода, продемонстрированными 
выше (раздел «Алгоритм планирования в системах 
общего вида»), построим план для критерия минимума 
максимального отклонения от заданных директивных 
сроков. Выполним корректировку плана, стремясь удов-
летворить условия (2)–(6), не нарушая определенных 
для заданий директивных сроков. Корректировку плана 
осуществим с использованием допустимых перестано-
вок заданий. При этом может оказаться, что в полной 
мере желаемое упорядочение получить невозможно. 
В этом случае необходимо допустить пониженное ка-
чество плана. Рассмотрим сначала проблему flow shop 
планирования для критерия минимума максимального 
отклонения от заданных директивных сроков.

Предположим, что для каждого задания из исход-
ного списка определен директивный срок {dj|j = 1, n} 
их  завершения.  Рассмотрим  некоторый  план 
π = (τ1, τ2, …, τn) выполнения этих заданий. Каждое 
задание при этом будет характеризоваться временным 
интервалом завершения {tj|j = 1, n}, для которого может 
быть определено отклонение {δj|j = 1, n} относительно 
заданного директивного срока: δj = tj – dj. Будем счи-
тать, что директивный срок для j-го задания выполня-
ется, если δj ≤ 0. Проблема состоит в поиске алгоритма 
составления плана, минимизирующего максимальное 
отклонение δmax = max

j
 δj.

Воспользовавшись известными результатами для 
детерминированных систем [3], приведем условия оп-
тимальности планов для рассматриваемых разрешимых 
классов недетерминированных систем. Приближенный 
алгоритм, рассчитанный на системы общего вида,  будет 
совпадать с алгоритмом 1. Условия оптимальности 
требуют упорядочивания заданий по возрастанию 
 значений либо директивных сроков (класс 2), либо 
 некоторых функций от директивных сроков и дли-
тельностей задач (виртуальных директивных сроков) 
в виде:  

— класс 1 — djʹ = dj – ∑
m*

i=2
ẽi,j*;

— класс 2 — заданные директивные сроки;

— класс 3 — djʺ = dj – ∑
m*

i=h*+1
ẽi,j*.

В данном случае, при упорядочивании заданий 
классов 1 и 3 (подобно ситуации заданий (2), (3) и (5)) 
можно столкнуться с ситуацией несравнимости интер-
вальных величин, что также может привести к отсут-
ствию оптимального плана.

Рассматриваемая проблема является более слож-
ной, поскольку оптимизация по критерию минимума 
среднего времени пребывания задания в системе долж-
на осуществляться при ограничениях, определяемых 
директивными сроками для заданий. Напомним, что 
в общем случае поиск оптимального решения не бу-
дет выполнен. При этом в качестве основы алгоритма 
используем сортировку задач по соответствующим 
значениям (2)–(6). 

Предварительно определим основные понятия и до-
кажем утверждения, которые послужат теоретическим 
основанием для предлагаемого алгоритма.

Определение 6. Перестановка — преобразование 
плана, при котором перемещается в новую позицию 
одно задание исходного плана.

Определение 7. Соседняя парная перестановка — 
преобразование плана, при котором два соседних зада-
ния исходного плана меняются местами.

Определение 8. Допустимая (недопустимая) парная 
перестановка — перестановка, при которой не наруша-
ются (нарушаются) директивные сроки всех планиру-
емых заданий. 

Заметим, что используемая далее в предлагаемом 
алгоритме процедура обменной (пузырьковой) сорти-
ровки представляет собой последовательность сосед-
них парных перестановок.

Утверждение 1. Каждая соседняя парная переста-
новка, реализуемая в рамках обменной сортировки 
заданий по значению длительности соответствующих 
задач (2)–(6), уменьшает среднее время пребывания 
задания в системе для получаемого плана. 

Доказательство. Запишем известное выражение 
для среднего по заданиям времени пребывания задания 
в системе F1(π) в случае системы из класса 1 [13]: 

 F1(π) = 
1
n

  ∑
n

k=1
 �∑

k

j=1
ẽj,1 + ∑

m

i=2
ẽk,i� =

 = 
1
n

 �∑
n

k=1
  ∑

k

j=1
ẽj,1 + ∑

n

k=1
  ∑

m

i=2
ẽk,i�. 

 (7)

Проанализируем второе слагаемое в скобках вы-
ражения (7). Каждое k-е слагаемое ее внешней суммы 
представляет собой сумму длительностей всех стадий, 
кроме первой, выполняемых в k-м процессе. Поскольку 
такая сумма длительностей присутствует в двойной 
сумме для каждого процесса, ее значение не зависит 
от упорядоченности процессов, а значит, при последу-
ющем анализе второе слагаемое можно исключить из 
(7) и перейти к минимизации выражения
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 Fʹ1(π) = 
1
n

  ∑
n

k=1
  ∑

k

j=1
ẽj,1.  (8)

Если далее в выражении (8) развернуть внутреннюю 
сумму и привести подобные члены, то получим

 Fʹ1(π) = 
1
n

  ∑
n

k=1
 [(n – k + 1)ẽk,1].  (9)

Предположим, что в результате перестановки меня-
ются местами задания с q-ой и q + 1-ой позиций. Для 
результирующего плана π выражение (9) имеет вид

 Fʹ1(π) = 
1
n

  ∑
n

k=1
 [(n – k + 1)ẽk,1].  (10)

Вычислим и проанализируем разность выражений 
(9) и (10). Поскольку в суммах, входящих в эти вы-
ражения все слагаемые, кроме двух участвующих в 
перестановке, совпадают, получим

 Fʹ1(π) – Fʹ1(π) = 
1
n

[(n – q + 1)ẽq,1 – (n – q – 1 + 1)ẽq+1,1 – 

 – (n – q + 1)ẽq+1,1 + (n – q – 1 + 1)ẽq,1] = 

= 
1
n

[(n – q + 1)(ẽq,1 – ẽq+1,1) – (n – q + 1 + 1)(ẽq,1 – ẽq+1,1)] = 

 = 
1
n

[ẽq,1 – ẽq+1,1] > 0.

Таким образом, значение критерия в результате пе-
рестановки уменьшается. 

По изложенной схеме можно получить аналогичный 
результат для разрешимых классов 2 и 3. Этот результат 
позволяет рассчитывать, что алгоритм планирования, 
основанный на процедуре обменной сортировки, будет 
достаточно эффективен.

Содержание предлагаемого алгоритма планирова-
ния в упрощенном виде выглядит следующим образом. 

Алгоритм 2.
Шаг 1. Построить план πдс с использованием крите-

рия минимума максимального отклонения от заданных 
директивных сроков.

Шаг 2. Построить план πвп с использованием крите-
рия минимума среднего времени пребывания задания 
в системе.

Шаг 3. Осуществить переупорядочивание (сорти-
ровку) заданий плана πдс методом обменной сорти-
ровки, следуя упорядоченности заданий в плане πвп до 
первого нарушения директивных сроков. 

Пример реализации

Рассмотрим пример, иллюстрирующий работу алго-
ритма 1. Построим план для четырех заданий, выполня-
ющихся в системе, показанной на рис. 2, и включающей 
восемь процессоров. 

В табл. 1 приведены интервальные значения дли-
тельностей задач, входящих в выполняемые задания и 
выраженные в условных единицах. 

Как уже отмечалось в разделе «Предварительные 
сведения и постановка проблемы», в любой flow shop 
системе каждый процессор выполняет одну и только 
одну задачу из каждого конкретного задания. В рас-
сматриваемой системе это не так. Действительно, в 
некоторых клетках табл. 1 присутствуют прочерки. 
Они свидетельствуют о том, что процессор, соответ-
ствующий данному столбцу табл. 1, не участвует в 
выполнении задания, соответствующего данной строке 
табл. 1. Отсюда следует, что система не удовлетворяет 
указанному требованию. В таком виде к системе невоз-
можно применить алгоритмы планирования. Решить 
эту проблему можно путем приведения системы к ка-
ноническому виду, введя задачи нулевой длительности 
как показано в табл. 2. 

Это преобразование позволяет рассчитать время 
выполнения каждого вычислительного пути в соответ-
ствии с выражением (1):

  Ẽ1(1, 2, 4, 8) = [301; 360], Ẽ2(3, 5, 8) = [199; 214],

 Ẽ3(6, 8) = [60; 80], Ẽ4(4, 7, 8) = [130; 160].

Рис. 2. Пример системы (жирными линиями выделены 
процессоры критического пути)

Fig. 2. Example of the system (processors of critical path 
marked with bold frames)

 Таблица 1. Интервалы значений длительности [минимальная; максимальная] выполнения задач на процессорах исходной 
системы, усл. ед.

Table 1. Duration value intervals [minimum; maximum], for processors of initial system, in conventional units

Задания
Процессоры

1 2 3 4 5 6 7 8

1 [115; 120] [137; 140] [110; 114] — [70; 71] [50; 55] — [10; 12]
2 [110; 112] [135; 136] — [96; 100] [76; 77] — [32; 36] [16; 18]
3  [90; 94] [131; 132] — [92; 98] [72; 74] [56; 58] [35; 40] [12; 17]
4 [95; 100] [133; 134] — [94; 100] [77; 80] — [34; 38] [19; 20]
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В соответствии с полученными значениями Ẽj, наи-
более загруженным — критическим вычислительным 
путем — является путь, включающий в себя процессо-
ры 1, 2, 5, 8: pk = P1, P2, P5, P8. На рис. 2 процессоры 
критического пути выделены жирной рамкой. 

Рассматриваемая система относится к классу 3. 
В данном случае оптимальный план существует и в 
соответствии с (5) имеет вид

 π1 = τ3τ4τ2τ1,

поскольку условие (6) тоже выполняется. Таким об-
разом, в данном случае оптимальный по критерию 
минимума среднего по заданиям времени пребывания 
заданий в системе план формируется за один шаг. При 
этом важно отметить, что оптимальный результат по-
лучен с использованием алгоритма 1, обладающего 
полиномиальной вычислительной сложностью, в от-
личие от алгоритма полного перебора факториальной 
сложности.

Обсуждение результатов

Важно отметить, что проблема планирования ка-
ких-либо действий возникает в разных приложениях 
и в разнообразных постановках. Среди возможных 
приложений, кроме вычислительных процессов, необ-
ходимо выделить планирование бизнес-процессов, тех-
нологических процессов [13, 14], движения транспорта 
[15], и т. п. При этом разнообразие представленных 
задач весьма велико. Часто рассматриваемые в раз-

личных приложениях математические постановки за-
дачи оказываются близки или даже идентичны, что 
способствует перетеканию предлагаемых решений из 
одной прикладной области в другую. По этой причине 
выполненное исследование может быть использовано 
и в экономических приложениях, и в планировании 
движения каких-либо объектов.

Исследована вычислительная сложность предло-
женных алгоритмов, которая в обоих случаях характе-
ризуется полиномиальной зависимостью. Это можно 
утверждать на том основании, что базовой процедурой 
для алгоритмов служит процедура сортировки полино-
миальной сложности.

Заключение

В работе рассмотрены вопросы планирования вы-
числительных процессов в распределенных недетер-
минированных системах реального времени, т. е. си-
стемах, для которых время решения задач известно 
неточно и задано интервалами. Общей особенностью 
предложенных приближенных алгоритмов являются 
их простота и учет неопределенности длительности 
выполнения заданий. В процессе планирования на ос-
нове алгоритма 1 использован критерий минимума 
среднего времени пребывания заданий в системе. При 
планировании на основе алгоритма 2 использовано два 
критерия — минимум среднего времени пребывания 
заданий в системе и минимум максимального отклоне-
ния моментов завершения заданий от их директивных 
сроков.

Таблица 2. Интервалы значений длительности [минимальная; максимальная] выполнения задач на процессорах преобразо-
ванной системы, усл. ед.

Table 2. Duration value intervals [minimum; maximum], for processors of transformed system, in conventional units

Задания
Процессоры

1 2 3 4 5 6 7 8

1 [115; 120] [137; 140] [110; 114] [0; 0] [70; 71] [50; 55] [0; 0] [10; 12]
2 [110; 112] [135; 136] [0; 0] [96; 100] [76; 77] [0; 0] [32; 36] [16; 18]
3  [90; 94] [131; 132] [0; 0] [92; 98] [72; 74] [56; 58] [35; 40] [12; 17]
4 [95; 100] [133; 134] [0; 0] [94; 100] [77; 80] [0; 0] [34; 38] [19; 20]

Примечание. Серым цветом отмечены процессоры критического пути. 
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