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Аннотация
Рассмотрено использование метода динамического расширения и смешивания регрессора для повышения 
скорости обучения в задачах машинного обучения. Предложенный подход продемонстрирован на примере 
перцептрона, применяемого для задач регрессии и бинарной классификации. Метод позволяет преобразовать 
мультипараметрическую задачу оптимизации в набор независимых скалярных регрессий, что значительно 
ускоряет сходимость алгоритма и снижает вычислительные затраты. Результаты компьютерного моделирования, 
включающие сравнение с методами стохастического градиентного спуска и Adam, подтвердили преимущество 
предложенного подхода для скорости сходимости и эффективности вычислений.
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Abstract
This paper explores the application of the Dynamic Regressor Extension and Mixing method to improve the learning 
speed in machine learning tasks. The proposed approach is demonstrated using a perceptron applied to regression and 
binary classification problems. The method transforms a multi-parameter optimization problem into a set of independent 

КРАТКИЕ СООБЩЕНИЯ

BRIEF PAPERS

http://ntv.ifmo.ru/
http://ntv.ifmo.ru/en/
mailto:alexeimargun@gmail.com
https://orcid.org/0000-0002-5333-0594
mailto:kostyazimenko@gmail.com
https://orcid.org/0000-0001-6220-7494
mailto:bobtsov@mail.ru
https://orcid.org/0000-0003-1854-6717
mailto:alexeimargun@gmail.com
https://orcid.org/0000-0002-5333-0594
mailto:kostyazimenko@gmail.com
https://orcid.org/0000-0001-6220-7494
mailto:bobtsov@mail.ru
https://orcid.org/0000-0003-1854-6717


Использование метода динамического расширения и смешивания регрессора...

Научно-технический вестник информационных технологий, механики и оптики, 2025, том 25, № 1 
170 Scientific and Technical Journal of Information Technologies, Mechanics and Optics, 2025, vol. 25, no 1

scalar regressions, significantly accelerating the convergence of the algorithm and reducing computational costs. Results 
from computer simulations, including comparisons with stochastic gradient descent and Adam methods, confirm the 
advantages of the proposed approach in terms of convergence speed and computational efficiency.
Keywords
perceptron, regression, binary classification, machine learning, dynamic regressor extension and mixing
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Перцептрон является одним из фундаментальных 
элементов машинного обучения. Разработанный в се-
редине прошлого века, он представляет собой простей-
шую архитектуру нейронной сети [1, 2]. Его концепция, 
основанная на попытке имитировать биологический 
нейрон, стала фундаментом для создания современных 
нейронных сетей. Процесс обучения перцептрона пред-
ставляет собой оптимизационную задачу поиска весов, 
обеспечивающих минимизацию некоторого целевого 
функционала. Для решения данной задачи существует 
множество подходов, но наиболее распространенными 
являются: метод наименьших квадратов, пакетный гра-
диентный спуск, стохастический градиентный спуск, 
мини-пакетный градиентный спуск и его модификации 
(оптимизатор импульса, Adam и т. д.) [3–7]. В насто-
ящей работе на основ е применения мини-пакетного 
подхода предлагается использование/адаптация метода 
динамического расширения и смешивания регрессора 
(ДРСР) [8] для обучения перцептрона при решении 
двух классических задач машинного обучения, а имен-
но: регрессии и бинарной классификации  . Отметим, 
что метод ДРСР в настоящее время активно использу-
ется специалистами в области теории автоматическо-
го управления при решении задач параметрической 
идентификации линейных статических регрессионных 
моделей.

Цель работы — сравнение с известными подходами 
метода ДРСР, а также подтверждение эффективности 
его использования для повышения скорости обучения, 
т. е. уменьшения количества итераций для приведения 
целевого функционала к окрестности минимума.  

Задача обучения перцептрона для регрессии заклю-
чается в построении модели, которая предсказывает 
непрерывное значение целевой переменной y на основе 
набора входных признаков X. Предположим, что дана 
выборка обучающих данных (Xi, yi), i = 1, N, где N — 
число примеров данных; Xi = [1 xi1 xi2 ⋯ xip] ∈ ℝp+1 —  
вектор признаков размерности p + 1 для i-го приме-
ра; yi ∈ ℝ — соответствующее значение целевой пере-
менной. 

Пусть поставлена задача поиска таких значений ве-
сов wT = [w0 w1 ⋯ wp] ∈ ℝp+1, которые минимизируют 
разницу между предсказанными yi и истинными значе-
ниями yi, где функция предсказания для перцептрона 
имеет вид:
 yi = Xiw.

Традиционно для оценки качества модели в виде 
функции потерь используется среднеквадратичная 

ошибка, которая минимизируется с целью нахож-
дения оптимальных значений параметров L1(w) = 

= 
1
N

∑
N

i=1
(yi – yi)2. В результате обученный перцептрон дол-

жен предсказывать значения целевой переменной для 
новых данных на основе установленной линейной зави-
симости. Задача обучения перцептрона для классифи-
кации заключается в построении модели, которая спо-
собна разделять данные на два класса C1 и C2. Модель 
представляет собой линейную регрессию, к выходу 
которой добавлена сигмоидная функция активации. 
Предполагается, что дана обучающая выборка (Xi, yi), 
i = 1, N, где N — число примеров данных; yi ∈ {0, 1} — 
метка класса, где 0 обозначает принадлежность к клас-
су C1, а 1 — к классу C2. Целью обучения является 
поиск таких значений весов, которые позволяют клас-
сифицировать входные данные, определяя принадлеж-
ность к одному из классов. Для этого используется 
сигмоидная функция активации, которая преобразует 
линейную комбинацию входных признаков в вероят-
ность принадлежности классу C2. Функция предска-
зания имеет вид yi = σ(Xiw), где σ(z) = (1 + e–z)–1 —  
сигмоидная функция, значение которой лежит в интер-
вале (0, 1) и интерпретируется как вероятность принад-
лежности к классу C2.

Для оценки качества классификации используется 
логистическая функция потерь (бинарная кросс-эн-
тропия), которая минимизируется с целью нахождения 

оптимальных значений весов: L2(w) = – 
1
N

∑
N

i=1
(yilnyi + 

+ (1 – yi)ln(1 – yi)).
Рассмотрим предлагаемый для решения данной 

задачи метод ДРСР. Оригинальная постановка задачи 
выглядит следующим образом [8]. Имеется линейная 
регрессия вида

  y(t) = mT(t)w, (1)

где y(t) ∈ ℝ и m(t) ∈ ℝq — известные ограниченные 
функции времени; w — вектор неизвестных параме-
тров, которые требуется оценить. Известно [9], что 
классический метод градиентного спуска позволяет 
решить данную задачу, но он имеет ряд существенных 
недостатков. Один из основных недостатков — допу-
щение о том, что регрессор m(t) удовлетворяет условию 
незатухающего возбуждения [9]. К другим недостаткам 
относятся немонотонность переходных процессов и 
неконструктивные алгоритмы улучшения качества па-
раметрической сходимости. Для преодоления данных 
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ограничений и, в первую очередь, повышения скорости 
параметрической сходимости в работе [8] предложен 
следующий метод ДРСР.
1. Применим к уравнению (1) q – 1 разных динами-

ческих устойчивых операторов Hi и получим q – 1 
линейных регрессий вида

 yfi(t) = mfi
T(t)w,

где yfi = Hi[y(t)]; mfi
T(t) = Himfi

T. В качестве операторов 
могут быть выбраны, например, линейные фильтры 

первого порядка (Hi[·](t) = 
αi

s + αi
[·](t), αi > 0, s = d/

dt) или операторы запаздывания (Hi[·](t) = [·](t – di), 
di > 0). 

2. Сформируем расширенную регрессионную модель

  Ye(t) = M(t)w, (2)

где  Ye
T(t) = [y(t) yf1

(t) ⋯ yfq–1
(t)];   MT(t) = 

= [m(t) mf1(t) ⋯ mfq–1
(t)].

3. Умножим уравнение (2) на союзную матрицу 
adj{M(t)} и получим q независимых скалярных ли-
нейных регрессий

  Yi(t) = Δ(t)wi, i = 1, …, q, (3)

где Yi(t) — i-й элемент вектора Y(t) = adj{M(t)}Ye(t); 
Δ(t) = det{M(t)}.

4. Далее каждый неизвестный параметр может быть 
определен с помощью градиентного спуска для со-
ответствующей скалярной линейной регрессии (3). 
Запишем решение (3) в непрерывном виде в соот-
ветствии с [8]

 wi(t) = γiΔ(t)(Yi(t) – Δ(t)wi(t)), i = 1, …, q,

где wi(t) — оценка параметра wi.
Таким образом, применение метода ДРСР позво-

ляет преобразовать задачу мультипараметрической 
оптимизации к набору скалярных регрессионных задач. 
Поскольку требуется оптимизировать только одно на-
правление, метод дает возможность получить более вы-
сокие показатели качества в сравнении с классическим 
градиентным спуском, примененным для уравнения (1).

Перейдем непосредственно к использованию метода 
ДРСР для задач обучения перцептрона. Применение ди-
намических операторов в рассматриваемой постановке 
задачи не представляет смысла или невозможно, так 
как признаки и целевая переменная не являются функ-
циями времени. По этой причине вместо расширения 
регрессора воспользуемся следующим алгоритмом.

Шаг 1. Случайным образом зададим значения весов, 
шаг обучения α, количество эпох K.

Шаг 2. Выполним следующие действия для каждой 
эпохи обучения k, k = 1, 2, …, K.

Шаг 2.1. Случайным образом разобьем дан-
ные на мини-пакеты размером, равным числу весов. 
Обозначим данные пакета Xbj ∈ ℝ(p+1)×(p+1), Ye

j  ∈ ℝp+1, 
где j — номер мини-пакета.

Шаг 2.2. Для каждого мини-пакета имеем

  Ye
j  = Xbjw. (4)

— Умножим слева уравнение (4) на X*j: = adj{Xbj}. 
Тогда

 Yj = diag{Δj}w,

где Yj = X*jYe
j , X*j Xbj = diag{Δj}, Δj = det(Xbj).

Для снижения вычислительной сложности вме-
сто использования затратной операции вычисления 
союзной матрицы воспользуемся правилом Крамера

 Yi
j = det(Xbj,i),

где Xbj,i — матрица Xbj, в которой i-й столбец заме-
нен на вектор Ye

j  [8]; Yi
j — i-й элемент вектора Yj.

— После проведенных преобразований вместо реше-
ния задачи для регрессии с p + 1 неизвестными, 
требуется рассмотреть p + 1 скалярное уравнение

 Yi
j = Δjwi, i = 1, …, p + 1.

— Далее для определения весов воспользуемся гради-
ентным спуском

 wi: = wi – αΔj(Yi
j – Δjwi).  (5)

Заметим, что для повышения устойчивости вме-
сто (5) может быть использована формула обновле-
ния весов 

 wi: = wi – αΔj(Yi
j – Δjwi)/(1 + α(Δj)2).

Шаг 3. Процесс обучения завершается, если до-
стигнуто заданное число эпох K или изменение функ-
ции потерь становится меньше некоторого порогового 
значения.

Представленное решение позволяет производить 
независимую оценку каждого из весов, что увеличивает 
скорость сходимости. Заметим, что предложенный ал-
горитм может быть неустойчив в случае вырожденной 
матрицы Xbj, т. е. в случае мультиколлинеарности дан-
ных. Для предотвращения данной ситуации применимы 
различные способы. Например, возможно исключить 
коллинеарность признаков на этапе предобработки 
данных.

Для исследования метода ДРСР и его сравнитель-
ного анализа c классическим методом стохастиче-
ского мини-пакетного градиентного спуска (СГС) и 
Adam используем набор данных, включающий в себя 
100 образцов с четырьмя признаками (X ∈ ℝ100×4, 
y ∈ ℝ100). Данные получены с помощью функции 
«make_regression» библиотеки sklearn. Шум в данных 
имеет нормальное распределение со среднеквадра-
тическим отклонением, равным 1. Перед обучением 
проведена нормализация данных. Скорость обучения 
для всех алгоритмов выбрана α = 0,01. Начальные веса 
инициализированы случайными числами в диапазоне 
от 0 до 1. Результаты компьютерного моделирования 
методов ДРСР, СГС и Adam представлены на рисунке.
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На рисунке, a приведены графики целевой функции 
L1 в процессе обучения для трех сравниваемых ите-
ративных методов. Видно, что решение, основанное 
на методе ДРСР, имеет существенно более высокую 
скорость сходимости, особенно на первых итерациях.

Для решения задачи классификации  метод ДРСР 
останется неизменным, за исключением формулы для 
обновления весов:

 wi: = wi – αΔj(Yi
j – σ(Δjwi)).

Для проведения сравнительного анализа был ис-
пользован набор данных Iris. В нем содержится ин-
формация о трех различных видах цветов (всего 150 
примеров данных, по 50 на каждый из цветов). Каждый 
пример имеет четыре признака: длина и ширина чаше-
листника, длина и ширина лепестка. Для задачи би-
нарной классификации все примеры разделены на два 
класса: являющиеся Iris setosa и прочие. На рисунке, b 
приведены графики целевой функции L2 в процессе 

обучения для трех рассмотренных итеративных мето-
дов. Видно, что решение, основанное на методе ДРСР, 
имеет более высокую скорость сходимости целевого 
функционала.

Таким образом, в каждом случае предложенное на 
основе метода ДРСР решение показало более высокую 
скорость сходимости, особенно на первых итерациях. 
Также данный метод имеет всего один гиперпараметр, 
что значительно упрощает его настройку по сравнению 
с другими методами.  Предложенный подход может 
быть развит на другие классы алгоритмов машинного 
обучения, в частности метод опорных векторов, полно-
связные, сверточные и рекуррентные нейронные сети. 
В качестве перспективы возможно применение полу-
ченного результата для создания гибридных алгоритмов 
оптимизации: на первых итерациях применяется пред-
ложенное решение с высокой скоростью сходимости, 
на последующих — более устойчивые методы, такие 
как Adam. 

Рисунок. Целевой функционал в процессе обучения для задач регрессии (a) и классификации (b)
Figure. Loss function in the learning process: for the regression task (a), for the classification task (b)
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