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Аннотация
Введение. Гребнеобразные полимеры, благодаря своей разветвленной структуре и ряду уникальных физико-
химических свойств, используются для модификации различных поверхностей. При достаточно густой прививке 
макромолекулы образуют однородную полимерную щетку, полностью покрывающую модифицируемую 
поверхность. Полимерные щетки из гребнеобразных полимеров находят применение в качестве биомедицинских 
покрытий, смазочных материалов, сенсоров, систем адресной доставки лекарств и многих других. Ввиду 
широкой востребованности гребнеобразных полимерных покрытий, практически значимым является 
предсказание их конформационных свойств в зависимости от архитектуры прививаемых полимеров. Щетки из 
гребнеобразных полимеров достаточно хорошо изучены как теоретически, так и экспериментально при малых 
плотностях прививки. Однако отсутствуют аналитические модели количественно описывающие свойства этих 
щеток в условиях больших плотностей прививки при растяжении остовов макромолекул, близких к предельным. 
Метод. Для исследования конформационных свойств плоских полимерных щеток из гребнеобразных полимеров 
были применены два взаимодополняющих подхода: аналитический и численный методы самосогласованного 
поля. Первый метод применялся для аналитического описания профиля объемной доли мономерных звеньев 
привитых макромолекул при их растяжении на объемно-центрированной кубической решетке, второй — для 
проверки предложенной аналитической модели путем сравнения ее результатов с результатами численных 
расчетов на простой кубической решетке. В обоих подходах использовалась огрубленная крупнозернистая модель 
полимерных щеток, в которой минимальными структурными единицами являлись мономерные звенья привитого 
полимера и молекулы растворителя. Основные результаты. Впервые получена универсальная аналитическая 
формула, описывающая профиль объемной доли мономерных звеньев привитых гребнеобразных макромолекул в 
широком интервале значений плотности прививки в условиях атермического низкомолекулярного растворителя. 
Проведена количественная оценка средней толщины полимерных щеток и средней плотности мономерных 
звеньев при разной эффективной плотности прививки гребнеобразных полимеров, соответствующей отношению 
действительной плотности прививки к максимально возможной плотности прививки макромолекул с заданной 
архитектурой, а также при разной разветвленности этих макромолекул. Обсуждение. Показано, что в условиях 
атермического растворителя с ростом степени разветвленности привитых макромолекул при фиксированных 
плотности прививки и контурной длине основной цепи макромолекул увеличивается средняя толщина 
полимерной щетки и уменьшается средняя плотность мономерных звеньев. При этом при высоких значениях 
разветвленности привитых цепей зависимость средней плотности стремится к линейной зависимости от 
эффективной плотности прививки. Предложенная аналитическая модель растяжения на объемно-центрированной 
кубической решетке показала высокое согласие с данными, полученными численным моделированием 
на простой кубической решетке. Результаты исследования позволяют прогнозировать конформационные 
свойства полимерных щеток в условиях высокой плотности прививки и степени разветвленности привитых 
гребнеобразных макромолекул.
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Abstract 
The comb-like polymers are used to modify various surfaces due to their branched structure and a number of unique 
physical and chemical properties. With a sufficiently dense grafting, the macromolecules form a homogeneous polymer 
brush that completely covers the surface to be modified. Comb-like polymer brushes find applications as biomedical 
coatings, lubricants, sensors, targeted drug delivery systems, and many others. Given the wide demand for comb-
like polymer coatings, it is of practical importance to predict their conformational properties as a function of the 
architecture of the grafted polymers. Сomb-like polymer brushes have been reasonably well studied both theoretically 
and experimentally at low grafting densities. However, there are no analytical models that quantitatively describe the 
properties of these brushes under conditions of high grafting densities and near-limit stretching of the macromolecular 
backbones. To study the conformational properties of planar polymer brushes made of comb-like polymers, two 
complementary approaches have been applied: analytical and numerical methods of the self-consistent field. The 
former was used for analytical description of the volume fraction profile of monomeric units of grafted macromolecules 
under their stretching on a body-centered cubic lattice, and the latter was used for validation of the proposed analytical 
model by comparing its results with the numerical calculation data on a simple cubic lattice. A universal analytical 
formula has been obtained that describes the profile of the volume fraction of monomeric units of grafted comb-like 
macromolecules in a wide range of grafting density values under conditions of athermal low-molecular-weight solvent. 
The study proceeded with the quantitative estimation of the average thickness of polymer brushes and the average density 
of monomeric units at different effective grafting densities of comb-like polymers. This was achieved by determining 
the ratio of the actual grafting density to the maximum possible grafting density of macromolecules with a given 
architecture as well as at different branching of these macromolecules. It has been demonstrated that, under conditions 
of athermal solvent, there is an increase in the average thickness of the polymer brush and a decrease in the average 
density of monomer units, as the branching degree of grafted macromolecules increases at a fixed grafting density and 
contour length of the main chain of macromolecules. Furthermore, at elevated levels of branching in grafted chains, 
the observed dependence of the average density on the effective grafting density approaches a linear relationship. The 
proposed analytical stretching model on a body-centered cubic lattice showed high agreement with the data obtained 
by numerical simulation on a simple cubic lattice. The findings of this study provide a foundation for predicting the 
conformational properties of polymer brushes under conditions of high grafting density and the degree of branching of 
grafted comb-like macromolecules.
Keywords 
body-centered cubic lattice, aggrecan-like macromolecules, self-consistent field method
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Введение

Полимерные щетки состоят из макромолекул, плот-
но привитых одним концом к непроницаемой поверх-
ности [1, 2]. Модификация поверхностей полимерными 
щетками используется при производстве сенсоров [3], 
обеспечении коллоидной стабильности наночастиц [4], 
улучшении лубрикатных свойств поверхностей [5, 6], а 
также в биомедицинских приложениях [7]. Плотность 
прививки полимерных цепей и их молекулярная ар-
хитектура — два основных структурных параметра 
полимерных щеток, регулируя которые можно тонко 
настраивать лубрикатные, трибологические и защитные 
свойства модифицированных поверхностей. В качестве 

макромолекул-модификаторов могут выступать как ли-
нейные полимерные цепи, так и разветвленные.

Частным примером разветвленных цепей являются 
гребнеобразные полимеры (ГП), состоящие из основ-
ной цепи и привитых к ней боковых цепей (рис. 1). 

Наиболее распространены регулярные симметрич-
ные ГП, в которых боковые цепи располагаются рав-
номерно вдоль остова макромолекулы и имеют оди-
наковую молекулярную массу и химическую природу. 
Достижения в синтезе ГП позволили создать функци-
ональные материалы с новыми свойствами, что делает 
разветвленные полимеры универсальной платформой 
для молекулярной инженерии в разных областях приме-
нения. Примерами таких систем являются: случайные 
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гребнеобразные полимерные щетки из поли(этилен-
гликоля) (ПЭГ)-поли(диметилсилоксана), привитые 
к кремниевым подложкам с разной морфологией по-
верхности [8], ПЭГ-метакрилат и 2-гидроксиэтилме-
такрилат гребнеобразные полимерные щетки на моди-
фицированной 4-винилбензилхлоридом кремниевой 
подложке [9] и многие другие.

Макромолекулы ГП также встречается в природе в 
составе различных биологических объектов. Их раз-
нообразие простирается от версиканов, влияющих на 
пролиферацию и адгезию клеток [10, 11], до аггреканов 
[12–14], обеспечивающих стабилизацию матрикса су-
ставного хряща и его лубрикацию. 

Исследованию полимерных щеток посвящено боль-
шое число как экспериментальных, так и теоретиче-
ских работ [15–28]. Исходным объектом внимания на-
учного сообщества являлись плоские щетки из цепей 
линейного строения. Экспериментально было показано 
[15–18], что свободные концы привитых цепей распре-
деляются по всему объему, а плотность мономерных 
звеньев монотонно спадает от поверхности прививки к 
периферии щетки. В дальнейшем распределения плот-
ности звеньев и свободных концов были количественно 
описаны в рамках аналитической теории самосогла-
сованного поля (ССП) [18–21], а также показано, что 
в условиях гауссового растяжения привитых цепей 
при достаточно низких плотностях прививки профиль 
химического потенциала щетки может быть описан 
простой параболической зависимостью. Эта модель 
была в последующем распространена на щетки из раз-
ветвленных цепей [22–26].

Основной недостаток гауссовой модели — воз-
можность бесконечного растяжения полимерной цепи. 
В ряде работ [27, 28] была сделана попытка постро-
ения теории среднего поля для щеток, состоящих из 
полимерных цепей линейного строения с конечной 
растяжимостью. В частности, были найдены точные 
аналитические решения для ряда решеточных моде-
лей [28, 29]. Данные решения позволили устранить 
разногласия между результатами численных расчетов 
[30, 31] и аналитическими теориями для гауссовой 
щетки [19, 21, 32] для простейшей модели в среднем 

диапазоне значений плотностей прививки. Несмотря 
на многочисленные работы по моделированию ще-
ток из ГП (хороший обзор работ представлен в [33]) 
и технологическую востребованность в предсказании 
свойств таких щеток, строгое аналитическое описа-
ние их конформационных характеристик в научных 
работах отсутствует. В настоящей работе, опираясь на 
существующие аналитические модели, показано, как 
можно модифицировать теорию [28], распространив ее 
на случай гребнеобразных цепей.

Цель работы — исследование конформационных 
свойств плоских полимерных щеток, состоящих из 
привитых ГП, в условиях сильного и даже предельного 
растяжения макромолекул на объемно-центрированной 
решетке, а именно, определение равновесной толщины 
и плотности щетки, как функции ее структурных пара-
метров. Для реализации поставленной цели в рамках 
метода ССП была построена аналитическая модель, 
количественно описывающая профиль распределения 
объемной доли и химического потенциала мономерных 
звеньев привитых разветвленных полимеров. Для под-
тверждения разработанной теории методом Схойтенса–
Флира на простой кубической решетке проведено неза-
висимое численное моделирование полимерных щеток 
при вариации разветвленности привитых цепей.

Описание модели

 Рассматривалась крупнозернистая модель поли-
мерной щетки из гребнеобразных макромолекул, по-
груженная в низкомолекулярный растворитель на объ-
емно-центрированной и кубической решетках (рис. 1). 
Предполагалось, что мономерные звенья остова, бо-
ковых цепей и молекулы растворителя идентичны и 
обладают единичным объемом a3. Мономерные звенья 
соединены между собой абсолютно жесткими еди-
ничными связями длины a. Полимер и растворитель 
полагаются несжимаемыми.

Привитые ГП характеризуются следующими 
структурными параметрами: контурные длины боко-
вых цепей n и спейсеров m, соединяющих соседние по 
основной цепи точки ветвления; число точек ветвле-

концевой мономер
точка прививки

p

m m

n

Рис. 1. Схематическое представление плоской полимерной щетки из гребнеобразных макромолекул. 
n — длина боковой цепи; m — длина спейсера; p — число повторяющихся разветвленных блоков

Fig. 1. Schematic representation of a planar polymer brush composed of comb-like macromolecules. 
n is the side chain length; m is the spacer length; p is the number of repeating branched blocks
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ния в основной цепи p [34]; степень разветвленности  
η = 1 + n/m (топологический коэффициент, который 
зависит только от топологии привитой молекулы и 
инвариантен к прочим параметрам. Значение η = 1 со-
ответствует линейным цепям, η > 1 — разветвленным); 
степень полимеризации основной цепи Nb = pm; общая 
степень полимеризации N = Nb(1 + n/m) = p(m + n) = 
= Nbη2 [34].

Плотность прививки ГП в щетке характеризуется 
безразмерной величиной σ = a2/s, где s — площадь по-
верхности прививки, приходящаяся на одну привитую 
макромолекулу. Максимально возможная плотность 
прививки [34] ограничивается разветвленностью ГП:

 σmax = 
Nb

N
 = 

1
η2

.

Для численного моделирования был выбран следу-
ющий набор параметров: p = 100, m = 5, n = 0, 15, 40, 75 
(что соответствует η = 1, 2, 3, 4). Для ГП структурные 
параметры подбирались так, чтобы длина остова была 
много больше длины боковых цепей и соседние боко-
вые цепи достаточно сильно перекрывались. Плотность 
прививки варьировалась в широком пределе значений. 
Растворитель во всех случаях принимался атермиче-
ским. В качестве единицы длины использовался линей-
ный размер мономерного звена a, в качестве единицы 
энергии — kBT, где kB — константа Больцмана; T — 
абсолютная температура [35].

Аналитический метод ССП

Аналитический подход ССП предполагает однород-
ность распределения плотности мономерных звеньев 
полимерных щеток в пределах любой плоскости парал-
лельной плоскости прививки. В любой из точек, равно-
удаленных от поверхности прививки на расстояние z, 
объемная доля мономерных звеньев φ(z) и химический 
потенциал u(z) считаются постоянными в пределах од-
ного слоя и являются функцией только одной координа-
ты z, нормальной к поверхности прививки [34]. Данное 
допущение справедливо для случая достаточно густой 
прививки цепей, когда соседние цепи сильно перекры-
ваются [34]. Взаимодействие между привитыми цепями 
приводит к их вытяжке вдоль оси z. Для случая гаус-
сового растяжения цепей (когда растягивающая сила 
линейно пропорциональна растяжению для каждого 
участка цепи [32]) было показано [18–26], что профиль 
химического потенциала полимерной щетки, как для 
линейных, так и разветвленных привитых цепей имеет 
параболическую форму:

 
u(z)
kBT

 = 
3

2a2
�

�η
2N

�
2

(H2 – z2), (1)

где N — степень полимеризации привитой цепи; H — 
толщина щетки (u(z ≥ H) = 0); η = 1 + n/m — тополо-
гический коэффициент. Уравнение (1) применимо к ГП 
при условии, что число точек ветвления p достаточно 
велико (p → ∞) и контурная длина боковых цепей n 
сопоставима с гауссовым размером спейсеров, соединя-

ющих точки ветвления (n > m). И как было отмечено 
в разделе «Введение», параболический потенциал не 
применим при больших плотностях прививки, когда 
привитые цепи сильно растянуты.

В работе [29] было впервые получено уравнение для 
потенциала щетки из линейных цепей с конечной растя-
жимостью в максимально удобной для анализа форме: 

  ∫
z=LmaxN

z=0
exp(–ωV(z))dz ∫

A=∞

A=0
Z–ω(f)dA = 

1
ω

, (2)

где Lmax — максимальное растяжение привитой цепи 
(Lmax ≤ 1 для реальных цепей и Lmax = ∞ для гауссовой 
цепи); V(z) = [u(z) + V(H)]/(kBT) — безразмерный по-
тенциал; Z(f) — статистическая сумма свободно-соч-
лененной цепи под действием растягивающей силы 
f, индуцированной взаимодействием цепи с внешним 
эффективным полем, создаваемым соседними цепями; 
A = af/(kBT) — эффективная работа, потраченная на 
ориентацию какого-либо сегмента цепи вдоль вектора 
растягивающей силы; ω ≠ 0 — некоторая вспомогатель-
ная величина.

Можно показать, что существует класс точных ана-
литических решений уравнения (2) для моделей поли-
мерных цепей, в которых зависимость статистической 
суммы от растягивающей силы имеет следующий вид:

 Z(A) = coshβ(cA),

где c — некоторая константа.
К таким моделям относятся цепи на линейной 

(Z(A) = cosh(A)), плоской квадратной (Z(A) = cosh2(A/2)), 
алмазной (Z(A) = cosh2(A/ 6)) и объемно-центрирован-
ной кубической (Z(A) = cosh3(A/3)) (ОЦК) решетках. 
Потенциал V(z) для этих моделей описывается урав-
нением:

  V(z) = β ln cos 
�z

2aNLmax
. (3)

Если g — координационное число решетки (число 
ближайших соседей), то β = log2g(z), а Lmax = 2/3 для 
алмазной решетки и Lmax = 1 для всех остальных.

К сожалению, найти столь же простое решение (3) 
для других моделей, в частности для простой кубиче-
ской решетки (Z(A) = (cosh(A) + 2)/3), не представляется 
возможным. Однако имитационное моделирование, как 
правило, осуществляется именно на простой кубиче-
ской решетке ввиду простоты реализации алгоритма. 
Наиболее близким типом решетки к простой кубиче-
ской является ОЦК решетка.

Профиль химического потенциала u(z) = V(z) – V 
является основополагающей характеристикой полимер-
ной щетки, зная его можно рассчитать все остальные 
конформационные характеристики. В частности, про-
филь объемной доли полимера в условиях атермиче-
ского растворителя связан с потенциалом следующим 
образом:

 φ(z) = 1 – exp
u(z)
kBT

. (4)
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Численный метод Схойтенса–Флира

Численный метод Схойтенса–Флира [36], так же 
как и аналитический подход, основан на приближении 
среднего поля, но он свободен от ограничений, налага-
емых приближением сильного растяжения. Этот под-
ход использует дискретное решеточное представление 
пространства.  Пространство принимается состоящим 
из узлов простой кубической решетки с шагом равным 
линейному размеру мономерного звена a [34]. Узлы 
решетки организованы в слои, которые расположены 
параллельно поверхности прививки и пронумерованы 
как z = 0, …, zmax. Слой z = 0 соответствует поверхно-
сти прививки, в слое z = 1 фиксируется первый сегмент 
цепи. Объемная доля φ мономерных звеньев и химиче-
ский потенциал u считаются постоянными в пределах 
одного слоя и изменяются только в направлении z.

Основная и боковые цепи привитых макромоле-
кул рассматриваются как свободно-сочлененные цепи 
во внешнем эффективном поле u(z), индуцированном 
меж- и внутримолекулярными взаимодействиями. 
Корреляции большего радиуса действия игнорируются. 
Перекрытие двух сегментов на узле решетки разреше-
но, но сильно нивелируется условием несжимаемости:

 φ(z) + φs(z) = 1, ∀z,

где φ(z) и φs(z) — объемные доли полимера и раство-
рителя.

Свободная энергия F, приходящаяся на одну макро-
молекулу, в условиях атермического растворителя опре-
деляется как отрицательный логарифм статистической 
суммы Q привитых макромолекул в поле эффективного 
химического потенциала [34] (–lnQ[u]) за вычетом ра-
боты этого поля ∑

z
u(z)φ(z):

 F = –lnQ[u(z)] – 
1
σ

∑
z=zmax

z=0
u(z)φ(z)Δz.

Расчет профиля объемной доли φ(z) и профиля по-
тенциала u(z), соответствующего минимуму свободной 
энергии при условии несжимаемости, достигается пу-
тем оптимизации функционала:

 F = F{φ(z), u(z)} + ∑
z=zmax

z=0
α(z)[φ(z) + φs(z) – 1]Δz,

где α(z) — поле Лагранжа (набор множителей Ла-
гранжа).

Минимизация функционала F по φ(z) позволяет 
вычислить потенциал u(z):

 
δF

δφ(z)
 = 0 ⇒ u(z) ← α(z).

Минимизация F по u(z) дает способ вычисления 
распределения объемной доли φ(z): 

 
δF

δu(z)
 = 0 ⇒ φ(z) ← 

δ(–lnQ)
δu(z)

.

Поле Лагранжа α(z) вычисляется в ходе итеративной 
процедуры градиентного спуска:

 α(z) ← α + h
δF

δα(z)
 = α(z) + h[φbr(z) + φlp(z) – 1],

где h < 1/2 — величина шага сходимости.
Общий алгоритм вычислительной процедуры состо-

ит из следующих циклически повторяющихся шагов.
Шаг 0. Инициализируем произвольное поле 

Лагранжа (например, нулевое):

 α(z) := 0.

Шаг 1. Вычисляем статистический вес Больцмана 
(вероятность нахождения любого мономерного звена 
или молекулы растворителя в z-м слое):

 WB(z) := exp{α(z)}.

Шаг 2. Задаем начальные условия для матриц-про-
пагаторов (функций Грина), которые определяют веро-
ятности распределения сегментов с номером s по слоям 
с номером z.

Начальное условие обратного пропагатора для бо-
ковых цепей:

 Garm,b(z, s = n + 1) = WB(z).

Прямой и обратный пропагаторы для основной 
цепи:

 Gf (z = 1, s = 1) = WB(1)Garm,b(z = D, s = Nb) = WB(z).

Шаг 3. «Заполняем» матрицы-пропагаторы по сле-
дующим рекуррентным формулам:

 Gf (s, z) := WB(z)�
1
6

Gf (s – 1, z – 1) + 
4
6

Gf (s – 1, z) +

 + 
1
6

Gf (s – 1, z + 1) �,

 Gb(s, z) := WB(z)�
1
6

Gf (s + 1, z – 1) + 
4
6

Gf (s + 1, z) +

 + 
1
6

Gf (s + 1, z + 1) �.

Если номер сегмента s соответствует точке ветвле-
ния, то вероятность его нахождения в z-м слое вычисля-
ется как вероятность встречи двух цепей Маркова при 
«блуждании» по основной цепи и по боковой цепи от 
свободного конца до точки ветвления:

 Gf (s, z) := Gf (s, z)·Garm,b(z, s = 1)/WB(z),

 Gb(s, z) := Gb(s, z)·Garm,b(z, s = 1)/WB(z).

Шаг 4. «Заполняем» пропагаторы для прямого «блу-
ждания» по боковым цепям от точек ветвления к сво-
бодным концам:

 Garm, f (s = 1, z, k) :=
 := Gf (s = km + 1, z)·Gb(s = km + 1, z)/WB(z),
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 Garm, f (s ≠ 1, z, k) :=

 := 
WB(z)

6
[Garm, f (s – 1, z – 1, k) + 4Garm, f (s – 1, z, k) + 

 + Garm, f (s – 1, z + 1, k)],

где k — порядковый номер боковой цепи (считая от 
привитого конца основной цепи).

Шаг 5. Рассчитываем распределение по слоям пар-
циальной статистической суммы q(z):

 q(z) = 
1

WB(z)
 = � ∑

s=Nb

s=1
Gf (z, s)Gb(z, s) + 

 + ∑
k=Nb/(m–1)

k=1
  ∑
s=n

s=1
Garm, f (z, s, k)Garm,b(z, s)�.

Шаг 6. Рассчитываем распределение объемной 
доли:

 φ(z) = 
q(z)

q(z)∑
z=1

z=zmax
Nσ.

Шаг 7. Повторно вычисляем поле Лагранжа:

 α(z) := α(z) + h[φ(z) + φs(z) – 1].

Шаг 8. Находим отклонение от условия несжима-
емости:

 ϵ = ∑
z=zmax

z=1
[φ(z) + φs(z) – 1]2 .

Если отклонение больше указанного значения 
(ϵ > 10–8), возвращаемся к шагу 1. В противном случае 
выходим из цикла [34].

Результаты и обсуждение

Для того чтобы построить модель, описывающую 
профиль объемной доли мономерных звеньев в щетках 
из гребнеобразных макромолекул, отметим следующий 
факт: в условиях гауссового растяжения основных це-
пей ГП (H/Nb << 1) профиль потенциала υ(z) = u(z) + υ 
стремится к форме функции (1), которую также можно 
переписать в виде:

 
u(z)
kBT

 = 
–3

2a2lk�
�η
2N

�
2

z2 = 
–3

2a2lk�
�

Nbη
�

2

z2 = 
–3

2a2lk
�

�
2Nb

�
2

z2.

Другими словами, при малых растяжениях цепей, 
что реализуется при малых плотностях прививки, про-
филь потенциала υ(z) для ГП аналогичен профилю 
потенциала для щетки из жестких линейных цепей со 
степенью полимеризации Nb и длиной сегмента Куна 
равной lK = η2. При этом толщина щетки H, может быть 
найдена из условия нормировки распределения объем-
ной доли полимера φ(z) = 1 – exp[–u(z)/(kBT)]:

 ∫
z=H

z=0
φ(z)dz = Nσ = Nbη2σ = Nbσeff. (5)

Таким образом, исследование щетки из ГП можно 
заменить изучением щетки из линейных цепей с той 

же максимально возможной вытяжкой, но с большей 
термодинамической жесткостью lK = η2 и большей эф-
фективной плотностью прививки σeff = ση2 = σ/σmax, 
которая по сути является отношением действительной 
плотности прививки к максимально возможной для 
заданной архитектуры ГП.

Выдвинем гипотезу, что описанное модельное ото-
бражение из множества ГП щеток в множество щеток 
из линейных цепей справедливо не только при малых 
плотностях прививки, но и для всего интервала зна-
чений σeff ∈ (0, 1). Тогда потенциал ГП щеток также 
должен описываться уравнением (3) при моделирова-
нии цепей на ОЦК решетке и близкой к ней простой 
кубической решетках.

Разложим уравнение (3) в ряд Маклорена по малому 
параметру z/(aNb):

 V(z) = β ln cos 
�z

2aNb
 = –β�

�2

8
��

z
aNb

�
2

 – ⋯.

Пренебрегая членами разложения выше второго 
порядка и приравнивая потенциалы V(z) и υ(z), найдем, 
что значение коэффициента β равно 3/η2.

C учетом уравнения (4) получим искомое универ-
сальное аналитическое выражение, описывающее про-
филь объемной доли мономерных звеньев ГП щетки во 
всей области плотностей прививки (и, соответственно, 
во всей области растяжения остовов макромолекул):

  φ(z) = 1 – 

�H
2aNb

cos

�z
2aNb

cos

3
η2

, (6)

где Н — толщина щетки, полученная из условия нор-
мировки (5).

Для проверки выдвинутой гипотезы и, соответ-
ственно, полученной для φ(z) формулы (6), был прове-
ден ряд прямых численных моделирований щеток из 
ГП на кубической решетке методом Схойтенса–Флира. 
На рис. 2 представлены профили объемной доли для 
полимерных щеток из ГП различной разветвленности 
η при разных эффективных плотностях прививки. 

Из графиков (рис. 2) видно, что данные, полученные 
численным моделированием с большой точностью, 
согласуются с предложенной аналитической моделью 
(6). Таким образом, можно утверждать, что гипотеза о 
применимости представленной модели подтверждается 
на уровне численного моделирования. 

При увеличении эффективной плотности прививки 
профили объемной доли φ(z) естественным образом ме-
няют свою форму с параболической на форму ступень-
ки, так как в пределе σeff = 1 привитый полимерный 
слой представляет собой «сухую» щетку, полностью 
заполненную мономерными звеньями и не содержащую 
молекул растворителя (φ(z) = 1 при z < Nb). Однако 
при увеличении разветвленности привитых ГП пла-
то φ(z) = const отчетливо наблюдается при все более 
меньших эффективных плотностях прививки, что мо-
жет объясняться увеличением наведенной жесткости 
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основной цепи с возрастанием степени полимеризации 
боковых цепей. 

С практической точки зрения большой интерес 
представляет возможность теоретического прогнози-
рования средней толщины щетки:

 �H� = 
φ(z)zdz∫

z=0

z=H

φ(z)dz∫
z=0

z=H

и средней плотности мономерных звеньев:

 �φ� = 
φ2(z)dz∫

z=0

z=H

φ(z)dz∫
z=0

z=H .

Зависимости данных характеристик от σeff в сопо-
ставлении с теоретическими кривыми приведены на 

рис. 3. Толщина щеток ожидаемо увеличивается, а сред-
няя плотность уменьшается с ростом разветвленности 
привитых ГП η при одинаковых величинах эффектив-
ной плотности прививки и контурной длины основных 
цепей макромолекул, что особенно выражено в средней 
области значений σeff. Отметим, что средняя плотность 
стремится к линейной зависимости от эффективной 
плотности прививки ГП с ростом разветвленности и 
практически ее воспроизводит при η = 4. Из этого мож-
но заключить, что σeff является удобным управляющим 
параметром для определения средней плотности. 

Также следует отметить, что представленные в ра-
боте зависимости показаны в приведенных координатах 
(z/(aNb)) на рис. 2 и �H�/(aNb) на рис. 3) и поэтому явля-
ются универсальными для разных степеней полимери-
зации основных цепей Nb (при Nb >> n и растворитель 
атермический).

Для того чтобы любой желающий имел возмож-
ность самостоятельно воспроизвести данные, представ-
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Рис. 2. Профили объемной доли мономерных звеньев щеток из гребнеобразных полимеров для разной степени 
разветвленности привитых цепей: η = 1 (a); η = 2 (b); η = 3 (c); η = 4 (d) в приведенных координатах. Сплошными линиями 

обозначены данные моделирования методом Схойтенса–Флира, пунктирными – соответствующие аналитические 
зависимости (6)

Fig. 2. Profiles of the volume fraction of monomeric units of brushes with comb-like chains for different branching degree of grafted 
chains: η = 1 (a); η = 2 (b); η = 3 (c); η = 4 (d) in reduced coordinates. Solid lines represent simulation data by the Scheutjens–Fleer 

method, dashed lines correspond to the analytical dependences (6)
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ленные в настоящей работе, размещен программный 
код для расчетов в открытом доступе на языке Python1.

Заключение

В рамках модели растяжения на объемно-центри-
рованной кубической решетке аналитически выведена 
универсальная формула профиля объемной доли моно-
мерных звеньев полимерных щеток в широком диапазо-
не плотности прививки. Проведен анализ зависимости 
средней толщины щетки и средней плотности моно-
мерных звеньев от степени разветвленности боковых 
цепей η в указанном диапазоне значений эффективной 
плотности прививки σeff.

1 [Электронный ресурс]. Режим доступа: https://github.
com/IvanMikhailovIMCRAS/ascf.git (дата обращения: 
30.12.2024).

Показано, что увеличение η при фиксированных 
σeff и длине основной цепи макромолекул приводит к 
увеличению средней толщины щетки. В то же время 
средняя плотность мономерных звеньев уменьшается. 
Установлено, что при высоких значениях η средняя 
плотность вырождается в линейную зависимость от σeff.

Сопоставление результатов аналитической модели в 
рамках объемно-центрированной кубической решетки с 
данными численного моделирования на простой куби-
ческой решетке показало их высокую степень согласия. 
Данный факт подтверждает возможность применения 
предложенной модели для дальнейшего изучения кон-
формационных свойств полимерных щеток с развет-
вленными макромолекулами. Стоит также отметить, 
что все полученные результаты позволяют прогнози-
ровать конформационные свойства полимерных щеток 
с гребнеобразными макромолекулами в зависимости 
от густоты прививки и архитектуры привитых цепей, а 
также управлять ими.
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Рис. 3. Зависимости конформационных характеристик полимерных щеток из гребнеобразных полимеров от эффективной 
плотности прививки σeff макромолекул: средней толщины щетки в приведенных координатах (a) и средней плотности 

мономерных звеньев в щетке (b).
Точками обозначены данные моделирования методом Схойтенса–Флира, пунктирными линиями — соответствующие 

аналитические кривые

Fig. 3. Dependences of conformational characteristics of polymer brushes with comb-like chains on the effective grafting density σeff 
of macromolecules: average brush thickness in reduced coordinates (a); average density of monomer units in the brush (b).

Dots represent simulation data by the Scheutjens–Fleer method, dashed lines correspond to analytical curves
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