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Аннотация
Введение. Изложены результаты исследований собственных векторов и вектор-функций дискретного и 
непрерывного преобразования Фурье. Известно, что такими собственными векторами являются произведения 
функции Гаусса на полиномы Эрмита, предлагается название для полученных на основе указанного произведения 
функций: вейвлеты Эрмита–Гаусса. Метод. В работе применены методы математического анализа непрерывных 
функций и численные методы для исследования свойств и методов синтеза собственных векторов и вектор-
функций дискретного и непрерывного преобразования Фурье. Основные результаты. Получены выражения 
вычисления масштабного параметра и нормирующего множителя для дискретных форм вейвлетов Эрмита–
Гаусса. Выполненные исследования позволяют утверждать, что масштабный параметр дискретной формы 
вейвлетов Эрмита–Гаусса зависит от числа отсчетов, а норма зависит от числа отсчетов и номера вейвлета. 
Сформирована форма матриц преобразования Фурье, обладающая хорошей обусловленностью при вычислении 
собственных векторов в форме вейвлетов Эрмита–Гаусса. Обсуждение. Вейвлеты Эрмита–Гаусса образуют 
базис, и потому могут быть использованы в задачах декомпозиции и синтеза сигналов. При выборе материнского 
вейвлета для декомпозиции и синтеза в первую очередь следует руководствоваться особенностями и свойствами 
образуемых им форм. Отмечено, что для некоторых сигналов могут дать компактное разложение вейвлеты Морле 
или Добеши, для других — вейвлеты Хара, есть и такие сигналы, для спектральной декомпозиции которых 
наиболее эффективны вейвлеты Эрмита–Гаусса.
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Abstract
Considered new results of studies of eigenvectors and vector functions of discrete and continuous Fourier transforms. 
It is known that such eigenvectors are products of the Gauss function on Hermite polynomials, a name is proposed 
for the functions obtained on the basis of this product: Hermite-Gauss wavelets. In the paper studies on the base of 
mathematical analysis methods of continuous functions and numerical methods, the properties and methods of synthesis 
of eigenvectors and vector functions of discrete and continuous Fourier transforms are investigated. Expressions for 
calculating the scale parameter and the normalizing factor for discrete forms of Hermite-Gauss wavelets are obtained. 
The studies performed to prompt that the scale parameter of the discrete form of Hermite-Gauss wavelets depends on 
the number of samples, and the norm depends on the number of samples and the number of the wavelet. The form 
of the Fourier transform matrices is obtained which has good conditionality when calculating eigenvectors in the 
form of Hermite-Gauss wavelets. Hermite-Gauss wavelets form a basis, and therefore can be used in tasks of signal 
decomposition and synthesis. For choosing a mother wavelet for decomposition and synthesis, firstly one should be 
guided by the features and properties of the shapes formed by it. For some signals, Morlaix or Daubechy wavelets can 
give compact decomposition, for others, Hare wavelets, and there are also signals for which Hermite-Gauss wavelets 
are most effective for spectral decomposition.
Keywords
wavelets, Hermite polynomials, Gauss function, wave function, spectral decomposition, eigenvalues, eigenvectors, 
matrices, Fourier transform, synthesis of optimal signals
For citation: Grishentsev A.Yu., Korovkin N.V., Ostrovskii D.P. Hermite-Gauss wavelets: synthesis of discrete forms 
and investigation of properties. Scientific and Technical Journal of Information Technologies, Mechanics and Optics, 
2025, vol. 25, no. 4, pp. 789–796 (in Russian). doi: 10.17586/2226-1494-2025-25-4-789-796

Введение

Одной из актуальных задач цифровой и смешанной 
обработки и синтеза сигналов, является разработка 
функциональных форм называемых вейвлетами и об-
ладающих сосредоточением энергии в частотном и 
временном пространствах одновременно. Интересно 
получение и исследование как непрерывных, так и 
дискретных форм. В задачах обработки сигналов [1] 
такие вейвлеты используются для построения филь-
тров [2], сжатия сигналов [3, 4], распознавания образов 
[5, 6], спектрально-пространственной декомпозиции 
[7, 8], в задачах радиосвязи подобные вейвлеты при-
менимы для синтеза радиочастотных сигналов [9–13]. 
Свойством преобразования Фурье является неограни-
ченность спектра ограниченной во времени функции и 
ограниченность спектра функции, неограниченной во 
временном пространстве. Это определяет невозмож-
ность существования функций, одновременно огра-
ниченных в частотном и временном пространствах, 
но не запрещает существование функций, которые за-
тухают относительно быстро, при удалении от обла-
сти максимальных значений в данных пространствах. 
Анализ работ [14–16] показал, что на сегодняшний 
день существует достаточно много вейвлетов, облада-
ющих указанным свойством, но обойдены вниманием 
вейвлет-функции, которые исследуются в настоящей 
работе. При этом есть основание полагать, что именно 
исследуемые функции являются оптимальными с точки 
зрения эквивалентности затухания в частотной и вре-
менной областях.

Определение вейвлет-функций

Предлагается следующая идея поиска вейвлетов. 
Пусть в гильбертовом пространстве задана матричная 

функция следующего вида: (F(ω, t)) = �
1
2�

exp(–jωt)�, 

где ω = 2πf — круговая частота; t — время; j = –1 — 
мнимая единица. 

Тогда для собственных значений λν, ν ∈ ℕ и соб-
ственных векторов-функций ψ(ω, ν) и ψ(t, ν), можно 
записать уравнение:
	 λνψ(ω, ν) = ∫

∞

–∞
F(ω, t)ψ(t, ν)dt.	 (1)

Правую часть выражения (1) можно записать в виде:

	 λνψ(ω, ν) = 
1
2�

  ∫
∞

–∞
 exp(–jωt)ψ(t, ν)dt.  	 (2)

Несложно заметить, что ψ(t, ν) является собствен-
ной вектор-функцией матричной функции преобразо-
вания Фурье (2), что определяет соответствие форм 
ψ(ω, ν) и ψ(t, ν), в том числе и затухание в частотном и 
временном пространствах соответственно.

Такая функция ψ(t, ν) — известна, это произведение 
полиномов Эрмита 

	 H(t, ν) = ∑
v/2

k=0
�(–1)k 

v!
k!(v – 2k)!

 (2t)ν–2k�

и функции Гаусса 

	 G(t) = 
1
2�σ

 exp�– 
(t – µ)2

2σ2
�,

где μ — математическое ожидание; σ — среднеквадра-
тическое отклонение. При μ = 0 и σ = 1 получим: 

	 G(t) = 
1
2�

 exp�– 
t2

2
�.

Назовем такие функции вейвлетами Эрмита–Гаусса.
Уравнения вейвлетов Эрмита–Гаусса ψ(t, ν) имеют 

следующий вид:

	  

ψ(t, ν) = e
–
 
t2

2 ∑
v/2

k=0
�(–1)k 

v!
k!(v – 2k)!

 (2t)ν–2k�,

||ψ|| = 2vv! π,

ψ(t, v) = 
1

||ψ||
 ψ(t, ν),

	 (3)
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где ψ(t, ν) — не нормированная функция; ||ψ|| — L2(ℝ) 
норма функции ψ(t, ν); ψ(t, v) — нормированная функ-
ция; v — номер вейвлета Эрмита–Гаусса. На рис. 1 
приведены примеры вейвлетов Эрмита–Гаусса.

В физике ψ(t, ν) называется волновой функцией и 
является решением уравнения Шредингера [17, 18]. 
Собственные числа λv в (1) и (2) образованы цикли-
ческой последовательностью (1, –j, 1, j, –1, –j, …), 
выражаются как λv = (–j)v и являются кратными кор-

нями векового уравнения матрицы �
1
2�

 exp(–jωt)�. 

Отметим, что |λv| = 1, в силу того, что эта матрица яв-

ляется унитарной, так как �det�
1
2�

 exp(–jωt)�� = 1.  

Семейство функций (3) образует ортонормированный 

базис в пространстве L2(ℝ), т. е. ∫
∞

–∞
 ψ(t, v) ψ(t, q)dt = δq

v,  

где δq
v = �1, v = q

0, v ≠ q
 — символ Кронекера, а потому являет-

ся единственным решением уравнения (2). Подчеркнем, 
что lim

t→±∞
ψ(t, ν) → 0, т. е. при любом значении v (включая 

v → ∞) значение функции ψ(t, ν) стремиться к нулю при 
неограниченном удалении от начала координат. Таким 
образом, ψ(t, v) образуют семейство вейвлет-функций 
и одновременно являются собственными вектор-функ-

циями преобразования Фурье. Функция 
1
2�

 ψ(t, ν) 

при v = 0 образует распределение Гаусса 
1
2�

 ψ(t, ν) =  

= 
1
2�

 exp�– 
t2

2
�, t ∈ (–∞, ∞) c математическим ожида-

нием μ = 0 и стандартным отклонением σ = 1; при v = 1 

функция 
1
2

ψ(t, ν) образует распределение Релея 
1
2

ψ(t, ν) =  

= t exp�– 
t2

2
�, t ∈ (0, ∞), с модой σ = 1 и математическим 

ожиданием 
�
2

. Совокупность перечисленных свойств 

позволяет ожидать эффективного применения исследу-
емых вейвлетов в различных задачах анализа и синтеза 
дискретных и непрерывных сигналов.

Собственные векторы конечномерной формы 
матрицы преобразования Фурье

Одна из наиболее часто используемых форм матриц 
преобразования Фурье [19] имеет вид:

	 V = �
1
N

 exp�– 
j2�nm

N
��, n, m = 0, N – 1,	 (4)

где n и m — индексы строк и столбцов матрицы V. 
Матрица преобразования Фурье V является: симметри-
ческой, т. к. VT = V; нормальной, т. к. VHV = VVH, где 
VH — матрица эрмитово-сопряженная к V; унитарной 
в силу |det(V)| = 1; не эрмитовой, т. к. VH ≠ V.

Для оценки ошибки вычисления собственных значе-
ний матрицы, в зависимости от ее возмущения, вводят 
понятие обусловленности. Понятие обусловленности 
матрицы при вычислении собственных значений отли-
чается от обусловленности при решении систем линей-
ных уравнений, так как задача вычисления собственных 
значений в общем случае сводится к определению кор-
ней нелинейного полинома. При решении задачи опре-
деления собственных векторов и собственных чисел 
нормальных матриц различают обусловленность при 
малых возмущениях (возмущениях высших порядков) 
и относительно больших возмущениях (возмущени-
ях первого порядка). Возмущения высших порядков 
обычно ассоциируют с машинной точностью записи 
чисел с плавающей точкой. Следует отметить, что кри-
терий хорошей или плохой обусловленности матрицы 
по отношению к собственным значениям, может не 
совпадать с критерием обусловленности по отношению 
к задаче вычисления собственных векторов, так как за-
дача вычисления собственных векторов (при известных 
собственных значениях) сводится к решению системы 
линейных уравнений [20]. Например, матрица V отно-
сится к классу матриц, которые хорошо обусловлены 
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Рис. 1. Примеры графиков двух пар нормированных вейвлетов Эрмита–Гаусса: ψ(t, 0), ψ(t, 8) (a); ψ(t, 1), ψ(t, 9) (b)
Fig. 1. Examples of graphs of normalized Hermite-Gauss wavelets: a pair of wavelets ψ(t, 0), ψ(t, 8) (a); a pair of wavelets ψ(t, 1), 

ψ(t, 9) (b)
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по отношению к задаче на собственные значения, но за 
счет близких по величине собственных значений плохо 
обусловлена по отношению к задаче на собственные 
векторы. Исследования подтверждают, что матрица V 
плохо обусловлена для задачи вычисления собственных 
векторов, и возмущения ΔV высших порядков матри-
цы V не позволяют получить адекватные величины 
собственных векторов.

Относительная ошибка расчета собственных век-
торов для произвольной симметрической матрицы H 
[20, 21] может быть оценена с помощью следующего 
выражения:

	 Δ = 
||∆ψ||
||ψ||

 ≤ ||ΔH|| ∑
N

q=1, 
v≠q

 
1

|λq – λv|
, 	 (5)

где ψ — собственный вектор; Δψ — ошибки собствен-
ного вектора для матрицы H; ΔH — матрица возму-
щения (H + ΔH); λq, λv, q, v = 0, N – 1 — собственные 
числа матрицы H.

Запишем выражение для модифицированной ма-
трицы (4):

	 F = 
1
N

 exp�–  j(� ± ε)(2n – N + 1)(2m – N + 1)
2N

�,

	 n, m = 0, N – 1,	
(6)

где ε — аддитивная компонента аргумента, возму-
щающая матрицу F. Матрица F, так же, как и V, яв-
ляется: симметрической, нормальной, унитарной, не 
эрмитовой. Матрица (6) позволяет получать вектор 
преобразования Фурье с нулевой частотой по центру, 
и расположенными по возрастанию от центра поло-
жительными частотами справа и отрицательными — 
слева, соответственно, т. е. в виде который обеспечит 
соответствие формы функции ψ(t, ν) и ее дискретного 
преобразования Фурье ℱ{ψ(t, ν)}.

Обусловленность матрицы (6) в задачах собствен-
ных значений и собственных векторов аналогична 
обусловленности матрицы (4), т. е. матрица F имеет 
хорошую обусловленность для задачи собственных 
значений. При возмущениях высших порядков матрицы 
F собственные значения λv также имеют возмущения 
высших порядков, т. е. |λv| ≠ 1, что, в свою очередь, дает 
|λq – λv| ≈ 0 ⇒ |λq – λv|–1 → ∞ при некоторых значениях 
q и v. Следовательно, для матрицы F среди слагаемых 
(5) будут встречаться величины, близкие по значению 
к максимальным в используемом формате или перепол-
нения (infinity — в формате стандарта IEEE 7541), что, 
в свою очередь, ухудшает обусловленность матрицы F 
в задаче вычисления собственных векторов. Заметим, 
что для матриц V и F при вычислениях собственных 
чисел λv они принимают значения, близкие c машинной 
точностью к элементам множества {–1, –j, 1, j}, но не 
упорядоченные по правилу (–j)v.

При относительно малых возмущениях первого по-
рядка ΔF и относительно небольших размерах матрицы 
F ошибка вычисления собственных значений возрас-

1 754-2019 — IEEE Standard for Floating-Point Arithmetic. 
Revision of IEEE Std 754. 2008.

тает, но может быть допустимой, и потому возрастает 
величина |λq – λv|, что способствует уменьшению зна-
менателя (5), и следовательно приводит к снижению 
относительной ошибки Δ. Дальнейшее увеличение 
возмущения ΔF или увеличение размеров матрицы (6) 
приведет к недопустимому росту ошибки Δ. Например, 
в вычислительных экспериментах с матрицей (6) ис-
пользовались возмущения порядка ε ≈ ±(10–7–10–3). 
Исследования показали, что при малых размерах ма-
трицы F (N ~ 22–25) можно улучшить обусловленность 
за счет некоторого возмущения (первого порядка) ма-
трицы F, например, с помощью задания не нулевого 
значения ε в (6). Но при увеличении размеров матрицы 
F или увеличении возмущения ΔF обусловленность 
ухудшается.

Особенность возмущения Δψ собственных векторов 
ψ для матрицы F, проявляется как ненулевая мнимая 
компонента и искажение вещественной части для всег-
да вещественных векторов ψ. Для решения проблемы 
вычисления собственных векторов матрицы преоб-
разования Фурье, предлагается: разделение матрицы 
(6) на вещественную и мнимую части, или, другими 
словами, разделение на четные и нечетные функции, 
образующие матрицу; формирование таких матриц 
(вещественной и мнимой частей), для которых все соб-
ственные значения будут различны.

В ходе исследований такие матрицы были опреде-
лены:

 

A = Re(W)

B = Im(W)
,

W = 
1
N

 exp�– 
j�(2n – N)(2m – N + 1)

2N
�,

	
n, m = 0, N – 1, 	 (7)

где Re(…) и Im(…) — операторы взятия вещественной 
и мнимой частей.

Матрица W является не симметрической, не эрми-
товой, нормальной и унитарной. Обратим внимание 
на отличие W по (7) от F по (6), в числителе степени 
экспоненты: отсутствует возмущающее слагаемое ε и 
на единицу отличается множитель (2n – N), что приво-
дит к фазовому изменению строковых гармонических 
компонент в матрице W по отношению к F. Фазовое 
смещение гармонических компонент в матрице W, 
и, соответственно, в матрицах A и B, позволяет сде-
лать различными все собственные числа матриц A и 
B (рис. 2, b). По этой причине матрицы A и B хорошо 
обусловлены для решения задачи вычисления собствен-
ных векторов. Собственные числа матрицы W с машин-
ной точностью принимают значения |λv(W)| = 1, но не 
всегда являются элементами множества {–1, –j, 1, j}  
(рис. 2, a). При использовании матриц A и B собствен-
ные вектора делятся на два класса: четные для A и 
нечетные для B. Вместе с разделением собственных 
векторов по матрицам A и B происходит разделение 
собственных чисел, связанных уравнениями с соб-
ственными векторами. Потому возможно либо принять 
отдельную независимую нумерацию собственных чи-
сел и векторов для A и B; либо придерживаться введен-
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ной ранее общей нумерации. Договоримся придержи-
ваться общей нумерации, это позволит сохранить ранее 
принятые обозначения и согласованность изложения.

В качестве примера исследуем матрицы размером 
16 × 16. Из рис. 2, b очевидна тенденция распределения 
собственных значений λ2v(A) и λ2v+1(B) при v = 0, N – 1:  
в случае v ≤ (N/2) – 1 все собственные числа различны, 
как для каждой из матриц A или B, так и двух матриц. 
Различие собственных чисел для каждой матрицы обе-
спечивает хорошую обусловленность A, B при реше-
нии задачи определения собственных векторов. При 
v > (N/2) – 1 все собственные числа обращаются в нули. 
Общее число собственных чисел для матриц A и B 
отличных от нуля N, из чего следует, что общее число 
собственных векторов для A и B так же N.

Соответствующие ненулевым значениям собствен-
ные вектора обозначим ψA(t, 2v), ψB(t, 2v + 1) для 
v = 0, N/2 – 1; причем матрица A в качестве собствен-
ных векторов имеет четные вейвлеты Эрмита–Гаусса 
ψA(t, 2v), а матрица B — нечетные ψB(t, 2v + 1).

Дискретная форма вейвлетов Эрмита–Гаусса, 
интервал совпадения формы в частотном 

и временном пространствах

С точки зрения исследования свойств дискрет-
ных форм вейвлетов Эрмита–Гаусса значительным 
вопросом является их нормирование и определение 
интервалов задания. При поиске интервала можно ру-
ководствоваться различными соображениями, напри-
мер, выбор интервала [–a, a] можно осуществлять на 

основании энергетического критерия: � ∫
a

–a
ψ2(t, v)dt�×

×� ∫
∞

–∞
ψ2(t, v)dt�

–1

 = p, где p = 0…1 — показатель соот-

ношения энергий вейвлетов заданных на интервалах 
[–a, a] и (–∞, ∞); или критерия полного масштабного 
соответствия вейвлет-функций во временном простран-
стве ψ(t, v) и их частотного образа ℱ{ψ(t, ν)} получен-
ного в результате дискретного преобразования Фурье. 
Критерий масштабного соответствия является приори-

тетным, так как в отличие от энергетического не содер-
жит некоторого произвола при выборе соотношения p. 
Выполненные исследования позволяют утверждать, что 
масштабный параметр  [–a, a] дискретной формы вей-
влетов Эрмита–Гаусса зависит от числа отсчетов N, а 
норма зависит от числа отсчетов N и номера вейвлета v.

Для поиска выражения определения масштабного 
параметра  [–a, a] запишем уравнение:

	  

ψ = ψ�
2al

(N – 1)
 – a, v�, l = 0, N – 1,

ψ = 
ψ

||ψ||
 ,

F = �
1
N

 exp�– 
j�(2n – N + 1)(2m – N + 1)

2N
��,

n, m = 0, N – 1,

dE(ψ, Re(Fψ)) → min,

	 (8)

где ψ — нормированный вейвлет Эрмита–Гаусса, т. е. 
собственный вектор; F — матрица преобразования 
Фурье (5) без возмущающей аддитивной компоненты 
ε; dE(ψ, Re(Fψ)) — функция евклидового расстояния 
между ψ и Re(Fψ).

Решая задачу (8) минимизации dE(ψ, Re(Fψ)) и из-
меняя параметр a, будем производить поиск интервала 
[–a, a], для различных значений N, т. е. получим после-
довательность a = α(N), причем значение a не зависит 
от номера вейвлета v.

На основании анализа последовательности a = α(N) 
был произведен подбор аппроксимирующего выраже-
ния:

	 a = 
8,00922

4N – 2,69
  ∑

N

m=1
  N

m
ln  ±Δa, 	 (9)

где Δa — ошибка аппроксимации. Среднее значение 
относительной ошибки при N = 3,2048 имеет порядок 
∆a
a

 ≈ 7·10–5, что можно охарактеризовать как высокая 

a

4

–1,0

v

–0,5

1,0

0,5

8 12

λ Re[λv(W)]

Im[λv(W)]

b

4

–1,0

v

–0,5

1,0

0,5

8 12

λ λ2v(A)

λ2v+1(B)

Рис. 2. Распределение собственных чисел для матриц размером 16 × 16: для действительной и мнимой частей матрицы 
W (a); для матриц А и В (b).

Значения в точках, соединительные линии отображены для удобства восприятия

Fig. 2. The distribution of eigenvalues for 16 × 16 matrices, values in points, connecting lines are displayed for ease of perception: 
for a matrix W (a); for matrices А and В (b)
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точность. Следует отметить, что для большинства прак-
тических расчетов границы интервала [–a, a] можно 
определить с меньшей точностью, на основании выра-

жения: a = 
2
N

  ∑
N

m=1
  N

m
ln  ±Δaʹ, где Δaʹ > Δa.

Далее произведем поиск нормирующего множителя 
дискретной формы вейвлет-функций. Исследования 
позволяют получить следующее выражение нормы:

	 ||ψ|| = ���ψ�
2al

(N – 1)
 – a, v���� = 2vv! 

N
2

4 ,

	 l = 0, N – 1.	
(10)

Обобщая полученные результаты (8), (9) и (10) за-
пишем выражения для дискретных форм семейства 
нормированных вейвлетов Эрмита–Гаусса:

 

ψ(t, v) = exp�– 
t2

2
�  ∑

v/2

k=0
 �(–1)k v!

k!(v – 2k)!
(2t)v–2k�,

a = 
8,00922

4N – 2,69
  ∑

N

m=1
  N

m
ln , ||ψv|| = 2vv! 

N
2

4 ,

ψv = 
1

||ψv||
 �ψ �–a + 

2al
(N – 1)

, v��, l, v = 0, N – 1.

	 (11)

В качестве примера исследуем матрицу M размером 
64 × 64, каждая строка которой образована вейвлетом 
ψv, v = 0, N – 1. Обратим внимание на изображение 
(рис. 3) автокорреляционной матрицы MMT. Матрица 
M содержит все четные и нечетные вейвлеты, упо-
рядоченные по номерам строк, так что первая строка 
матрицы M соответствует нулевому вейвлету. На рис. 3 
видно, что на матрице MMT для вейвлетов имеющих 
порядковый номер более 32 наблюдается «рябь», что 
говорит о потере ортогональности, так как скалярное 
произведение перестает быть равным нулю. Но при 
этом главная диагональ автокорреляционной матрицы 
MMT остается доминирующей, что говорит о нера-
венстве нулю ее определителя и о том, что M образует 
базис. Дело в том, что в отличие от гармонических 
функций, для которых на каждой частоте есть вариант 
четной и нечетной, вейвлеты Эрмита–Гаусса при уве-

личении номера и переходе от четной функции к не-
четной и опять с четной и т. д. постоянно увеличивают 
частоту. В результате при достижении номера вейвлета 
(N/2) ≤ v нарушается условие обобщенной теоремы 
Котельникова, ортогональность по критерию скалярно-
го произведения утрачивается, базис становится не ор-
тогональным, но нормированным. Аналогичный вывод 
позволяет сделать исследование графика распределения 
собственных чисел (рис. 2, b), но на примере матрицы 
размером 16 × 16.

В результате можно сделать вывод, что дискрет-
ные формы вейвлетов Эрмита–Гаусса (11) позволяют 
задать ортонормированный базис подпространства 
ℝ(N/2) ∈ ℝN, или нормированный базис пространства 
ℝN. Отметим, что такое свойство характерно для дис-
кретных форм многих непрерывных гладких вейвлетов, 
если их задействовать для получения базиса в конеч-
номерном пространстве. В связи с этим для оцифров-
ки вейвлетов с номером v необходимо использовать 
частоту отсчетов на интервале дискретизации [–a, a] 
более чем 2v.

Таким образом, при декомпозиции по ортонормиро-
ванному базису вейвлетов Эрмита–Гаусса (3) заданных 
в непрерывном виде в гильбертовом пространстве будет 
выполняться равенство Парсеваля:

	  
cv = ∫

∞

–∞
ψ(t, v)f(t)dt

∫
∞

–∞
 | f (t)|2dt = ∑

∞

v=0
|cv|2

.

При декомпозиции по базису вейвлетов заданных 
в пространстве ℝN равенство Парсеваля будет выпол-
няться только в случае если сигнал может быть раз-
ложен без остатка по базису ψv, v = 0, (N/2) – 1, т. е. 
в подпространстве ℝ(N/2) ∈ ℝN, в противном случае 
равенство Парсеваля выполняться не будет.

Обсуждение

Среди неограниченного множества семейств ортого-
нальных вейвлетов, вейвлеты Эрмита–Гаусса обладают 
уникальным свойством — они являются собственными 
векторами преобразования Фурье. Такая особенность 
определяет их хорошую локализацию как во времен-
ном, так и в частотном пространстве. 

Вейвлеты Эрмита–Гаусса образуют базис, и потому 
могут быть использованы в задачах декомпозиции и 
синтеза сигналов. При выборе материнского вейвлета 
для декомпозиции и синтеза в первую очередь следует 
руководствоваться особенностями и свойствами обра-
зуемых им форм, для некоторых сигналов могут дать 
компактное разложение вейвлеты Морле или Добеши, 
для других вейвлеты Хара. В отдельных случаях для 
спектральной декомпозиции наиболее эффективны 
вейвлеты Эрмита–Гаусса.

Заключение

Произведены исследования собственных векторов 
преобразования Фурье. Получены формы матриц пре-
образования Фурье обеспечивающие хорошую обуслов-
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v 60
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0,0

40
20

MMT

20
40

60

0
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Рис. 3. Автокорреляционная матрица MMT вейвлетов 
Эрмита–Гаусса

Fig. 3. The autocorrelation matrix MMT of Hermite-Gauss 
wavelets
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ленность в решении задачи вычисления собственных 
векторов. Получены выражения вычисления масштаб-
ного параметра и нормирующего множителя для дис-
кретных форм вейвлетов Эрмита–Гаусса. Выполненные 

исследования позволяют утверждать, что масштабный 
параметр дискретной формы вейвлетов Эрмита–Гаусса 
зависит от числа отсчетов, а норма зависит от числа 
отсчетов и номера вейвлета.
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